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[25] EJERCICIO 1. Sea F : D € RY — R una funcién continua. Dado
(to,x0) € D, se considera el p.v.i.

o' = F(t,z), x(to) = 0. (1)

(a) Define la sucesién de iterantes de Picard o aproximaciones sucesivas
asociada a (1) y determina bajo qué condiciones sobre F' se puede asegurar que
existe a > 0 tal que ésta sucesién converge uniformemente a la solucién (tinica)
de (1) en [tg — a, to + .

(b) Utiliza las iterantes de Picard del p.v.i.

v=(0 3 so=(4),

1 .
para demostrar que las series Y oo (2 Y Yo (2k+)1),t2k+1 convergen uni-

formemente a las funciones cost y sen t respectivamente, en algiin entorno de
0.

1) t2k

[25] EJERCICIO 2. Se considera la ecuacién de Bernouilli
(1 + %)z’ — 2tz = 2t2®. (2)

Se pide:
(a) Justifica que (2) tiene una tnica solucién verificando x(ty) = xg, V(to, zo) €
R2.

(b) Sea x(t; o) la solucién de (2) que cumple x(0) = zg. Calcula z(t; x0),
para cada zg € R.

(c) A partir de (b), determina 2% 5as (8 1).

(d) {Qué p.v.i. verifica la funcién determinada en (c)?



[25] EJERCICIO 3. Sea f € CY(RY,RY) tal que = 0 es el tinico punto de
equilibrio de la ecuacién

a’ = f(). (3)

Se supone, ademds, que toda solucién de (3) estd definida hasta +oco0. Para cada
z € RV, se define

V(z) = ff(2)f(x),

donde AT denota, como es habitual, la traspuesta de A. Se pide:
(a) Demuestra que

V(z) = [ (z) (J" (@) + I (2)) f (),
siendo J(z) la matriz jacobiana de f en el punto x.

(b) Deduce de (a) que si la matriz simétrica M(x) = J7 () 4+ J(z) es semi-
definida negativa (respectivamente, definida negativa) entonces el punto de equi-
librio © = 0 de la ecuacién (3) es estable (respectivamente, asintdticamente
estable).

(c) Aplicacién: estudia la estabilidad de los puntos de equilibrio de

{ o’ =—x+y,
y=r—y—y.

(Se supone que toda solucién del sistema estd definida hasta 4o00).

[25] EJERCICIO 4. (a) Calcula los valores propios y las funciones propias del
problema de contorno

{ (y') + Ay = 0,
y(e) =0.
(b) A partir de (a), justifica que el valor minimo que alcanza el funcional

sl = [ 50 0P

definido en @ := {y € Cj[1,¢] : [[(y(t))?>dt =1}, es 72 + 1.



