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Co-anillos y Categoŕıas de Co-módulos.

Laiachi EL Kaoutit

Resumen

. Esta Tesis pertenece al campo de teoŕıa de anillos asociativos posiblemente con unidades

locales. Precisamente con el estudio de bimódulos unitarios que admiten ciertas estructuras

algebraicas externas (comultiplicación y counidad), llamados coanillos. Los comódulos so-

bre un coanillo son módulos unitario junto con un morfismo de módulos (la coacción)

que satisface cierta compatibilidad con la comultiplicación y la counidad. Un morfismo

entre dos comódulos es un morfismo de módulos que es compatible con las coacciones de

comódulos. Los comódulos y sus morfismos forman una categoŕıa llamada categoŕıa de

comódulos. Ejemplos de categoŕıa de comódulos son los módulos unitarios, los módulos

graduados (por un grupo o por un grupo-conjunto), los módulos de Hopf, los módulos de

Yetter-Drinfeld, los módulos de Doi-Koppinen y más general los módulos entrelazados de

Tomasz Brzeziński.

En esta memoria ofrecemos, de una parte, varios nuevos ejemplos de coanillos además

de la definición de un ideal y un sub-coanillo de un coanillo y el coanillo cociente. Tales

definiciones se adaptan perfectamente con la noción de un morfismo de coanillos según la

definición de José Gómez Torrecillas. En el caso de que el coanillo forma parte de un par

racional sobre un anillo con unidades locales caracterizaremos la categoŕıa de comódulos en

términos de módulos racionales unitarios. Un resultado similar sobre bicomódulos es tam-

bién ofrecido. De otra parte estudiaremos algunas propiedades del coanillo que se reflejan

sobre toda la categoŕıa de comódulos. También, rećıprocamente, caracterizaremos algunos

coanillos a través de las propiedades de sus categoŕıas de comódulos.
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• A cada uno de mis compañeros del grupo de investigación por su atención y apoyo J.
Luis Bueso Montero, Javier Lobillo Borrero, Carlos Alberto Rabelo Rosillo y Mohsinne
Zarouali.

• A mis amigos Erwin De Groot y Joost Vercruysse de la Universidad VUB por el interés
y el apoyo que han puesto sobre esta tesis y a Stefaan Caenepeel por invitarme a la
VUB.

• A mi amigo Juan Cuadra Dı́az por el apoyo moral y cient́ıfico que siempre me ha presta-
do.
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Convenciones y notaciones

Ab la categoŕıa de grupos abelianos
A, B (Ao, Bo) categoŕıas aditivas (categoŕıas duales)
HomA(−,−) el grupo abeliano de morfismos en A
F a G el funtor F es un adjunto por la izquierda de G
idA el funtor identidad sobre A
Funt(A,B) la categoŕıa de funtores entre A y B
(f c)− fk el morfismo (co)–núcleo de f, si existen en A
K (MK) un anillo conmutativo con 1 (la categoŕıa de K–módulos unitarios)
A,A′.. B,B′.. un K–anillo con unidades locales o bien una K–álgebra con unidad
Idemp(A) el conjunto de todos los idempotentes de A
MA (AM) M es un A–módulo por la derecha (por la izquierda)
MA el sub-anillo de elementos invariante para un A–bimódulo M
M∗ (∗M) el dual por la derecha (por la izquierda) de MA (AM)
MA (AM) la categoŕıa de todos los A–módulos por la derecha (por la izquierda)

AMB la categoŕıa de todos los (A,B)–bimódulos
MA (AM) la categoŕıa de los A–módulos unitarios por la derecha (por la izquierda)

AMB la categoŕıa de (A,B)–bimódulos unitarios
HomA(−,−) el K–módulo de morfismos en MA, AM

HomA−B(−,−) el K–módulo de morfismos en AMB

U(A) los inversibles en A, si A tiene unidad
A, B un A–anillo, no necesariamente extensión de A
Jac(MA) (Soc(MA)) el radical de Jacobson de (el zócalo de)MA

C,C′.., D,D′ A,A′–coanillo, B,B′–coanillo
MC(CM) un C–comódulo por la derecha (por la izquierda)
ρM (λM) la coacción por la derecha (por la izquierda) de M
HomC(M,N) el K–módulo de los morfismos C–colineales entre M y N
MC (CM) la categoŕıa de C–comódulos por la derecha (por la izquierda)
hA(M, f) (hA(g,N)) la imagen de f (de g) por el funtor HomA(M,−) (HomA(−, N))
hC(M, f) (hC(g,N)) la imagen de f (de g) por el funtor HomC(M,−) (HomC(−, N))
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Introducción

Si entendemos por la dualización, volver a definir nociones u objetos en la categoŕıa
dual, la definición de una coálgebra es, entonces, una definición dual de una álgebra. Desde
este punto de vista, es lógico pensar en dualizar las propiedades y los teoremas de estructura
conocidos para algunas álgebras o quizás vice-versa. Este camino de investigación consti-
tuye en gran parte la teoŕıa moderna de coálgebras. Pero cuando uno trata las álgebras
graduadas por un grupo, cae en el mismo pensamiento de ver cuales de las propiedades
de álgebras pueden ser reflejadas en álgebras graduadas; aqúı, por supuesto, el problema
está mucho más lejos de ser un problema de dualización. Si esta vez trataremos con cat-
egoŕıas de módulos relativos (por ejemplo los módulos graduados, los módulos de Hopf,
de Yetter-Drinfeld, de Doi-Koppinen,...etc) o mucho más generalmente con los módulos
entrelazados, las técnicas de comódulos sobre coálgebras y de módulos graduados sirven
de poca ayuda. Los coanillos y sus comódulos proporcionan un formalismo adecuado para
unificar la dualización, las generalizaciones de anillos y las estructuras entrelazantes.

Los coanillos han sido introducido por M. E. Sweedler en 1975 [96] para re-demostrar
el primer teorema de la correspondencia de Galois para anillos de división conocido por
el Teorema de Jacobson-Bourbaki-Hochschild, usando para ello nuevas estructuras; natu-
ralmente, la de coanillos extráıdos de una extensión de anillos de división, conocidos hoy
en d́ıa por el nombre de coanillos canónicos de Sweedler. Pero el origen de los coanillos se
traza en el año 1968 y en los trabajos de Jonah sobre las cohomoloǵıas de coálgebras en
categoŕıas monoidales [63], que aparece como referencia en el articulo de F. Guzman [58].
Además de este trabajo de Guzman y los de A. Masuoka [75, 74] y de M. Kleiner [68], en
los años 80 y 90, los coanillos se manifestaron bajo el nombre de BOCS en los trabajos de
A. V. Rojter [?] y R. Bautista et al [11]. El interés por los coanillos y sus comódulos ha
sido parcialmente recuperado, en estos cuatro últimos años, gracias a una anterior obser-
vación de M. Takeuchi indicando que nuevos ejemplos de coanillos pueden construirse de
las estructuras entrelazantes introducidas por T. Brzeziński y S. Majid en [22], véase [17].
[17] ha sido el primero de una amplia serie de art́ıculos ilustrando el interés revelado por
la teoŕıa de coanillo y sus comódulos, véase [14] y sus referencias.
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En esta memoria introducimos varios nuevos ejemplos de coanillos, los más importantes
son: Los coanillos de comatrices finitas y los coanillos de comatrices infinitas. El primer
ejemplo es crucial para una teoŕıa del Descent Generalizado fielmente plano y para una
teoŕıa de coanillos de Galois posiblemente sin elementos grouplike. El segundo ejemplo de
coanillo servirá además de la reconstrucción de cualquier coanillo a partir de un conjunto de
comódulos por la derecha generadores finitamente generados y proyectivos como módulos;
de dar un Teorema de estructura de coanillos cosemisimples y de coanillo semiperfectos
(por la derecha). Esto ha sido en pocas palabras el contenido de esta memoria. Para más
precisión y detalles, hemos dotado cada caṕıtulo por una pequeña introducción, alĺı ex-
plicamos el objetivo del caṕıtulo aśı mismo las técnicas y las maneras ampliadas para
alcanzarlo. Falta indicar que aqúı investigamos los coanillos y sus comódulos usando anil-
los de escalares con unidades locales. En realidad la idea de utilizar un anillo con unidades
locales no es casual pero más bien necesaria, dado que este tipo de anillo surge de manera
natural a la hora de definir un coanillo de comatrices infinitas. Hemos visto forzados de
completar la memoria por un caṕıtulo de apéndices, donde exponemos todo el material
utilizado en resto de los otros caṕıtulos y esencialmente relacionado con los anillos con
unidades locales.

Finalmente, querŕıa mencionar que cualquier cŕıtica o pregunta sin resolver de parte de
cualquier lector, será siempre bien recibida.

Nota: Cualquier referencia de cualquier resultado o ecuación que empieza por la letra
A, se refiere a un resultado o ecuación del Caṕıtulo de apéndices.
Durante toda esta memoria utilizamos la siguiente notación: Si X es un objeto en cualquier
categoŕıa, denotemos por X el morfismo identidad de X.

Coanillos y Categoŕıas de Comódulos.
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Los resultados Originales de esta Tesis son:

En el caṕıtulo 1:

Sección 1.1: El Corolario 1.1.34. Las Definiciones 1.1.29, 1.1.35. Los Ejemplos 1.1.2(b)(c)(d),
1.1.5, 1.1.7, 1.1.8, 1.1.11, 1.1.14, 1.1.15, 1.1.18(3)(4), 1.1.33. Las Observaciones 1.1.3,
1.1.12, 1.1.19, 1.1.22, 1.1.24(a)(b)(d), 1.1.25, 1.1.26(c), 1.1.28, 1.1.32. Las Proposiciones
1.1.9, 1.1.10, 1.1.30. Los Lemmata 1.1.31, 1.1.36.

Sección 1.2: El Corolario 1.2.14. Los Ejemplos 1.2.2(b), 1.2.3, 1.2.11, 1.2.21. Las Observa-
ciones 1.2.9, 1.2.17, 1.2.19, 1.2.20. Las Proposiciones 1.2.7(generalización de [18, Lemma
5.1]), 1.2.12, 1.2.18. Los Lemmata 1.2.5(generalización de [17, Example 2.1]), 1.2.10.

Toda la Sección 1.3 (menos los enunciados de la Proposición 1.3.1 y del Corolario 1.3.2)
es una extensión de la teoŕıa de módulos racionales para coálgebra sobre anillos con-
mutativos formalizada en [51], al caso de un anillo de escalares con unidades locales. El
resultado sobre bimódulos racionales es nuevo incluso para coálgebras.

Sección 1.4 es una generalización trivial, al caso no-unitario, de diversos resultados cono-
cidos sobre el producto cotensor y esencialmente escogidos de [52, Section 2.5].

Todos los resultados de la Sección 1.5.

Sección 1.6 es una generalización trivial, al caso no-unitario, de [52, Section 3].

Todos los resultados de la Sección 1.7 y que forman parte de una pré-publicación.

En el Caṕıtulo 2: Todas las Secciones menos la Sección 2.1 que es una generalización
trivial, al caso no-unitario, de [52, Section 4]. Los resultados de la Sección 2.6 forman parte
de una pré-publicación.

En el Caṕıtulo 3: Todos los resultados.
En el Caṕıtulo 4: Todos los resultados forman una generalización, al caso de coanillos

sobre anillos QF, de los resultado [54] y [55] para coálgebras.
Los Caṕıtulos 5 y 6: Todos los resultados forman parte de una pré-publicación.

Algunos de los resultados arriba citados han sido publicados o van a serlo en las sigu-
ientes referencias [42, 41, 40, 43] (véase la Bibliograf́ıa).
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Caṕıtulo 1

Coanillos, Comódulos y Funtores.

Introducción

En este caṕıtulo unimos las nociones básicas sobre coanillos y sus comódulos, juntos con
algunos resultados y ejemplos nuevos. Los coanillos tratados aqúı vienen definidos sobre
anillos de base no necesariamente unitarios; aśı nos hemos visto forzados de re-demostrar
y ampliar las nociones clásicas y por supuesto añadir versiones y puntos de vista recientes.
La sección 1.1 contiene una variedad de ejemplos de estos coanillos y sus morfismos y
también una definición de ”ideal en un coanillo” y su coanillo cociente. Tal definición
generaliza la noción clásica de un co-ideal [96] y se adapta mejor a los morfismos de
coanillos sobre distintos anillos de base [52]. Para cada ejemplo de coanillo citado en la
sección 1.1, hemos intentado caracterizar su correspondiente categoŕıa de comódulos en la
sección 1.2. Las categoŕıas de bicomódulos y bimódulos racionales se analizan en la sección
1.3, donde nos hemos basado en las técnicas de [51] (compare con [3]). Las secciones 1.4 y
1.6 representan en parte la versión no-unitaria del material construido en [52, Sections 2,
3], lo cual servirá para demostrar los resultados de los próximos caṕıtulos. En la sección
1.5 caracterizamos la categoŕıa de comódulos sobre el coanillo coproducto de una familia
de coanillos; para ello hemos utilizado ciertos resultado de la sección 1.4. En la sección
1.7, presentaremos una noción alternativa de coanillo y sus comódulos, usando la noción
de cotriple y su cogenerador universal definidos en [38].

Las letras A,A′, B,B′, ... designan K–anillos (a veces K–álgebras con 1) con unidades
locales : estos son K–bimódulos unitarios centrales, cuya multiplicación es un morfismo K–
bilineal,K–equilibrado y que poseen unidades locales, es decir, para cualesquiera a1, a2 ∈ A,
existe un elemento idempotente e2 = e ∈ A, tal que a1 = ea1 = a1e y a2e = a2e = a2,
i.e. e es una unidad del conjunto {a1, a2}. Véase el caṕıtulo de apéndices la section A.3
por más detalles sobre estos anillos y sus (bi)-representaciones. Cada objeto o morfismo
en su correspondiente categoŕıa es, por consideración, K–módulo o K–lineal. Los módulos
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Caṕıtulo.1. COANILLOS, COMóDULOS Y FUNTORES. 2

bajo consideración no son siempre unitarios al menos que se diga lo contrario; aśı mismo
son todos los bimódulos. Un A–bimódulo unitario es un A–bimódulo que es unitario por la
derecha y por la izquierda. Sea M un A–bimódulo unitario y e ∈ Idemp(A), denotaremos
por eM e el K–sub-bimódulo de M generado por el conjunto {m ∈M | em = me = m}. Se
puede ver claramente que eM e es un eAe–bimódulo unitario, recuerde que eAe es un anillo
con 1 = e. El sub-anillo de invariantes asociado a M , es por definición

MA = {a ∈ A| am = ma, para todo m ∈M}.

Sea A un K–anillo con unidades locales, denotemos por Ao su K–anillo con unidades
locales opuesto, es decir con el producto (a1a2)o = ao2a

o
1, a1, a2 ∈ A. En general, si MA es

cualquier módulo por la derecha, denotemos por M o el Ao–módulo por la izquierda opuesto
de MA, con la acción ao.mo = (ma)o, para todo ao ∈ Ao y mo ∈ M o. Por supuesto que
a cualquier morfismo A–lineal por la derecha f : M → N , le corresponde su morfismo
Ao–lineal por la izquierda opuesto, f o : M o → N o, v́ıa mo 7→ f o(mo) = (f(m))o. El
mismo procedimiento se aplica sobre los A–bimódulos y las aplicaciones A–bilineales. Si
M es un A–módulo por la derecha y End(MA) su anillo de endomorfismos (el producto
es la composición), entonces M es considerado, de manera natural, como (End(MA), A)–
bimódulo. El producto del anillo de endomorfismos End(AN) de un A–módulo por la
izquierda N , es por convención el opuesto de la composición; de esta manera se tiene
también una estructura de (A,End(AN))–bimódulo sobre N .

Sea A un K–anillo con unidades locales y f, g : M →M ′ son morfismos A–lineales por
la derecha y sea k : K → M el igualador de f y g (i.e. el núcleo del morfismo f − g).
Se dice que un A–módulo por la izquierda N preserva el igualador de la pareja (f, g),
si k ⊗A N : K ⊗A N → M ⊗A N es el igualador de la pareja (f ⊗A N, g ⊗A N). Por
supuesto que cada módulo plano AN preserva cualquier igualador. Si ahora f, g : M →M ′

son morfismos (A′, A)–bilineales, A′ es otro K–anillo con unidades locales. Se dice que la
pareja de módulos (XA′ , AY ) preserva el igualador de (f, g), si X⊗A′ k⊗A Y es el igualador
de (X ⊗A′ f ⊗A Y,X ⊗A′ g ⊗A Y ). Por supuesto que cada pareja (XA′ , AY ) de módulos
planos preserva también cualquier igualador.

Un A–submódulo por la derecha N de MA, se dice que en puro, si N ⊗AX →M ⊗AX
es un monomorfismo, para cualquier módulo AX. La definición de puro por la izquierda es
simétrica.

1.1. Coanillos y morfismos de coanillos.

La noción de coanillo ha sido introducida por vez primera por M. Sweedler en [96],
alĺı los anillos de base son anillos con unidad. En los siguientes pasos, vamos a recordar
esta noción modificando el anillo (unitario) de base por un K–anillo con unidades locales.
Fijamos pues A un K–anillo con unidades locales. Un Coanillo es una terna (C,∆, ε) que
consiste en un A–bimódulo unitario C y dos morfismos de A–bimódulos

∆ : C // C⊗A C, ε : C // A

Coanillos y Categoŕıas de Comódulos.



3 1.1. COANILLOS Y MORFISMOS DE COANILLOS.

tales que los diagramas

C
∆ //

∆
��

C⊗A C

C⊗A∆
��

C⊗A C
∆⊗AC // C⊗A C⊗A C

y

C
∆ //

∼= ##GGGGGGGGG C⊗A C

C⊗Aε
��

C⊗A A

C
∆ //

∼= ##GGGGGGGGG C⊗A C

ε⊗AC
��

A⊗A C

son conmutativos; se suele llamar a ∆ la comultiplicación y a ε la counidad del coanillo C.
También llamaremos a C un A–coanillo, a fin de precisar el anillo de escalares sobre el cual
C está definido. Para facilitar los cálculos, vamos a utilizar la notación de Sweedler por la
comultiplicación, i.e.

∆(c) = c(1) ⊗A c(2),

con la suma impĺıcitamente entendida.

Observación 1.1.1. Sea A un K–anillo con unidades locales, consideramos Ao el K–anillo
opuesto de A. Si C es un A–coanillo, entonces el Ao–bimódulo unitario opuesto Co de C,
admite una estructura de Ao–coanillo, con comultiplicación y counidad definidas por

∆o : Co // Co ⊗Ao Co

co
� //

(
c(2)

)o ⊗Ao (c(1)

)o εo : Co // Ao

co
� // ε(c)o.

Ejemplo 1.1.2. (a) El coanillo trivial. Cada K–anillo con unidades locales A es trivial-
mente un A–coanillo con la comultiplicación A ∼= A⊗A A y la counidad la identidad;
A será llamado el coanillo trivial.

(b) El coanillo idempotente. Sea ahora a un ideal idempotente (a2 = a) de un K–anillo con
unidades locales A tales que aA satisface las siguientes condiciones: (1) ∀a ∈ a, existe
x ∈ a tal que a = ax, (2) aA es un sub-módulo puro de AA. Recuerde que en el caso
unitario (1) y (2) son equivalente (véase [92, Chap.I, §11 ] para más caracterizaciones de
este tipo de ideales en este caso). Se puede comprobar que el isomorfismo ∆ : a ∼= a⊗Aa

definido v́ıa a 7→ a ⊗A x con ax = a, y la inclusión a ⊂ A, inducen una estructura
de A–coanillo sobre a. Todo coanillo isomorfo, como A–coanillo (véase la Definición
1.1.6), a este último tipo será referido como el coanillo idempotente.

(c) El coanillo de involución. Sea (A, σ) un K–anillo con unidades locales e involución,
esto es un K–anillo con unidades locales A y que tiene un anti-automorfismo (véase
el caṕıtulo de apéndices sección A.2), σ tal que σ2 = 1. Consideramos C = (A,+) el
K-sub-bimódulo subyacente de A dotado de la siguiente estructura de A–bimódulo

a.(c.a′) = (a.c).a′ = σ(a′)cσ(a), a, a′ ∈ A, c ∈ C.
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Con esta A–biacción, C se convierte en un A–bimódulo unitario. Consideramos las
siguiente aplicaciones K–lineales:

∆ : C // C⊗A C,

c � // c⊗A e
ε : C // A
c � // σ(c),

donde c = ce = ec, e ∈ Idemp(A); ∆ es bien definida porque si existe otro idempotente
e′ ∈ Idemp(A) tal que e′c = ce′ = c, escogiendo e′′ ∈ Idemp(A) una unidad del
conjunto {e, e′}, se tiene que c⊗A e = c⊗A e′ = c⊗A e′′. La aplicación ε es por hipótesis
A–bilineal y ∆ es claramente A–lineal por la izquierda; sea a ∈ A y c ∈ C

∆(c.a) = (c.a)⊗A e, e es una unidad de {c, σ(a)}
= c⊗A (a.e)

= c⊗A σ(a)

= (c⊗A e).a
= ∆(c).a

Las propiedades coasociativa y counitaria son fáciles de comprobar. En resumen (C,∆, ε)
es un A–coanillo. Nos referimos a (A, σ) como el coanillo de involución.

(d) Supongamos ahora que A es una K–álgebra y sea σ un automorfismo interior de A
asociado a un elemento inversible u ∈ U(A). Consideramos pues la extensión de Ore
C = A[x;σ] este es un A–módulo por la izquierda libre de base {x0, x, x2, · · · , xn, · · · }
y al mismo tiempo un anillo que contiene A como sub-anillo cuyo producto esta deter-
minado por la formula xa = σ(a)x = uau−1x, para todo a ∈ A. Es fácil de ver que las
siguientes aplicaciones

∆ : C // C⊗A C,

axn
� // axn ⊗A u−nxn

ε : C // A
axn

� // aun

son A–bilineales y que inducen una comultiplicación y una counidad sobre C; por las
cuales C es un A–coanillo. La counidad es ahora un isomorfismo de anillos, véase las
propiedades de las extensiones de Ore [82].

Observación 1.1.3. Realizamos las siguientes observaciones respecto de los ejemplos (b)
y (c) citados en el Ejemplo 1.1.2.

(i) Supongamos que A es una K–álgebra. Considere C un A–coanillo, ponga a = εC(C).
Está claro que a es un ideal idempotente de A. Suponemos que Aa es puro en AA y
que εC es un monomorfismo. Entonces C ∼= a es un isomorfismo de A–coanillos (véase
la Definición 1.1.6) y luego C es un coanillo idempotente.

(ii) Consideramos (A, σ) una K–álgebra con involución, como en el Ejemplo 1.1.2(c).
Dando un elemento ζ ∈ U(Z(A)) (el grupo de unidades del centro de A) tal que

Coanillos y Categoŕıas de Comódulos.
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ζσ(ζ) = 1, se puede obtener una estructura de A–coanillo sobre el A–bimódulo AAA,
cuyas comultiplicación y counidad vienen dadas por

∆ζ : A // A⊗A A,
a � // a⊗A ζ

εζ : A // A

a � // aσ(ζ).

(iii) En el caso (d) del Ejemplo 1.1.2, supongamos ahora que σ no es necesariamente
interior y consideramos la extensión de Ore C = A[x;σ] asociada a este automorfismo.
Se puede ver que las siguientes aplicaciones A–bilineales

∆ : C // C⊗A C,

xn
� // xn ⊗A 1 + 1⊗A xn, si n 6= 0

a � // a⊗A 1

ε : C // A

xn
� // 0, si n 6= 0

1
� // 1

dan una estructura de A–coanillo sobre C. Más tarde veremos una clase de coanillos
que cubre este tipo de coanillos.

Vamos a seguir dando más ejemplos de coanillos.

Ejemplo 1.1.4. (a) El coanillo de Sweedler. Este es el primer tipo de coanillos que ha
sido inventado y estudiado por M. Sweedler y que vamos a recordar. Sea ϕ : B → A
una extension de K–anillos con unidades locales, i.e. para todo a ∈ A, existe e ∈
ϕ(Idemp(B)) tal que ea = ae = a (equivalente a que para todo f ∈ Idemp(A) existe
e ∈ ϕ(Idemp(B)) tal que ef = fe = f), véase el caṕıtulo de apéndices sección A.2.
Consideramos A de manera natural como B–bimódulo (unitario por hipótesis). El pro-
ducto tensor A⊗B A es pues un A–bimódulo unitario; además existen dos aplicaciones
A–bilineales

∆′ : A× A // (A⊗B A)⊗A (A⊗B A),

(a, a′) � // a⊗B e⊗A e⊗B a′,
ε : A⊗B A // A

a⊗B a′ � // aa′,

donde e ∈ ϕ(Idemp(B)) es una unidad de {a, a′}. Comprobemos si ∆′ está bien defini-
da (ε evidentemente lo es); supongamos que existe otro idempotente e′ ∈ ϕ(Idemp(B))
unidad de {a, a′}, sea pues e′′ ∈ ϕ(Idemp(B)) unidad de {e, e′}. Se puede ver entonces
que

a⊗B e⊗A e⊗B a′ = a⊗B ee′′ ⊗A e′′e⊗B a′

= a⊗B e′′ ⊗A e′′ ⊗B a′

= a⊗B e′e′′ ⊗A e′′e′ ⊗B a′

= a⊗B e′ ⊗A e′ ⊗B a′

Finalmente, sean b ∈ B, a, a′ ∈ A y e ∈ ϕ(Idemp(B)) unidad del conjunto {ϕ(b), a, a′}.
Entonces

∆′(ab, a′) = ab⊗B e⊗A e⊗B a′
= a⊗B ϕ(b)e⊗A e⊗B a′
= a⊗B eϕ(b)⊗A e⊗B a′
= a⊗B e⊗A eϕ(b)⊗B a′
= a⊗B e⊗A e⊗B ba′ = ∆′(a, ba′)
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luego ∆′ se extiende a

∆ : A⊗B A // A⊗B A⊗A A⊗B A
a⊗B a′ � // a⊗B e⊗A e⊗B a′

donde a = ea = ae, a′ = a′e = ea′, para un cierto e ∈ ϕ(Idemp(B)). ∆ y ε inducen
sobre A ⊗B A una estructura de A–coanillo. Nos referimos a este coanillo como el
coanillo de Sweedler asociado a la extensión de K–anillos con unidades locales ϕ.

(b) El coanillo dual . Sea ϕ : A→ B esta vez una extension de K–anillos con unidades lo-
cales, también se dice que B un A–anillo extensión de A véase el caṕıtulo de apéndices
section A.1. Consideramos B∗ = Hom−A(B,A), el dual por la derecha de BA, de man-
era canónica como (A,B)–bimódulo, después como A–bimódulo por restricción de es-
calares respecto de ϕ (estas bi-acciones no son necesariamente unitarias). Supongamos
ahora que BA es finitamente generado y proyectivo. Según el caṕıtulo de apéndices sec-
ción A.2, existe una base dual por la derecha {bi, b∗i }1≤i≤n, i.e. para cualquier b ∈ BA,
b =

∑
i bib

∗
i (b) (el criterio de la base dual). Está claro que AB

∗ es ahora un módulo
unitario finitamente generado y proyectivo, además cualquier x ∈ B∗, x =

∑
i x(bi)b

∗
i ,

usando las acciones canónicas. Veamos si B∗A es unitario, para ello sea e ∈ Idemp(A)
una unidad de todos los bi. Entonces para cualquier x ∈ B∗, se tiene

x.e =
∑
i

(x.e)(bi)b
∗
i =

∑
i

x(ebi)b
∗
i =

∑
i

x(bi)b
∗
i = x

lo que implica que B∗A es unitario. Utilizando el criterio de la base dual y la noción de
una unidad local, se comprueba fácilmente que las siguientes aplicaciones

∆ : B∗ // B∗ ⊗A B∗,
x //

∑
i xbi ⊗A b∗i

ε : B∗
� // A

x.f = x � // x(ϕ(f)).

donde f ∈ Idemp(A), están bien definidas y satisfacen las propiedades coasociativa y
counitaria. El A–bimódulo B∗ es un A–coanillo con la comultiplicación y la counidad
arriba definidas. Notemos que esta comultiplicación es independiente de la base dual
escogida. B∗ se le llama el A–coanillo dual del A–anillo B.

Ejemplo 1.1.5. Los coanillos de matrices generalizadas triviales. Presentamos aqúı un
ejemplo muy conocido en teoŕıa de anillos, las matrices generalizadas, al que vamos a
dotar de un estructura de coanillo, llamado trivial por que en el proceso de construcción
se utilizan coanillos triviales.

(1) Sea A un K–anillo con unidades locales y M un A–bimódulo unitario. Considere el
A–bimódulo unitario C := A⊕M junto con las siguientes aplicaciones A–bilineales

∆ : C // C⊗A C

(a,m) � // (a, 0)⊗A (e, 0) + (0,m)⊗A (e, 0)

+(e, 0)⊗A (0,m)

ε : C // A

(a,m) � // a
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donde e ∈ Idemp(A) es unidad de {a,m} (i.e. ea = ae = a y me = em = m). Se
puede comprobar fácilmente que ∆ y ε induce sobre C una estructura de A–coanillo.

(2) Sean A y B dos K–anillos con unidades locales y A×B el K–anillo con unidades locales
producto de A y B, junto con un (A,B)–bimódulo unitario M . Consideramos pues el
K–anillo de matrices triangulares (

A M
0 B

)
Está claro que es un K–anillo con unidades locales y además admite una (A × B)–
biacción unitaria (con el producto matricial). Definamos

∆ :

(
A M
0 B

)
−→

(
A M
0 B

)
⊗(A×B)

(
A M
0 B

)
por

∆

(
a m
0 b

)
=

(
a 0
0 0

)
⊗(A×B)

(
e 0
0 0

)
+

(
0 0
0 f

)
⊗(A×B)

(
0 0
0 b

)
+(

e 0
0 0

)
⊗(A×B)

(
0 m
0 0

)
+

(
0 m
0 0

)
⊗(A×B)

(
0 0
0 f

)
(1.1)

donde e ∈ Idemp(A) y f ∈ Idemp(B), son tales que ea = ae = a, bf = fb = b,
em = mf = m. Sea

ε :

(
A M
0 B

)
−→ A×B

definida por

ε

(
a m
0 b

)
=

(
a 0
0 b

)
Es fácil de comprobar que ∆ y ε inducen sobre

(
A M
0 B

)
una estructura de (A×B)–

coanillo. Este Ejemplo es claramente un caso particular del Ejemplo citado en el item
(1), escogiendo adecuadamente la estructura de (A×B)–bimódulo sobre M .

El (A×B)–coanillo

(
A M
0 B

)
será referido como el coanillo de matrices generalizadas

triviales .

Vamos a recordar de [52] la noción de un morfismo de coanillos. Como se va observar,
esta noción unifica todas la nociones clásicas, es decir la de K–anillos con unidades locales
y en particular la de K–álgebras y también la de K–coálgebras.

Definición 1.1.6. Sean A y B dos K–anillos con unidades locales. Consideramos C y D,
respectivamente, un A–coanillo y un B–coanillo. Un morfismo de A−B–coanillos consiste
en un par de morfismos (ϕ, φ) : (A,C) → (B,D) donde ϕ : A → B es un morfismo
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de K–anillos con unidades locales y φ : C → D un morfismo de A–bimódulos (D es un
A–bimódulo por la restricción de ϕ), tales que los siguientes diagramas

C
∆C //

φ

��

C⊗A C
φ⊗Aφ

))SSSSSSSSSSSSSSS

D⊗A D,

ωA,Buukkkkkkkkkkkkkk

D
∆D // D⊗B D

C
εC //

φ

��

A

ϕ

��
D

εD // B,

conmutan, donde ωA,B : D⊗AD→ D⊗BD es la aplicación obvia inducida por la extensión
ϕ, véase el caṕıtulo de apéndices sección A.2 por la definición y por otras aplicaciones
similares.

Ejemplo 1.1.7. Sean (A, σA) y (B, σB) dos K–anillos con unidades locales y con involu-
ción. Según [81], un morfismo de K–anillos con unidades locales ϕ : A→ B, es un morfismo
de K–anillos con unidades locales y con involución, denotemos ϕ : (A, σA) → (B, σB) si
σB◦ϕ = ϕ◦σA. Consideramos ahora las estructuras de coanillo sobre (A, σ) y (B, σB) como
en el Ejemplo 1.1.4(b). Entonces, se puede comprobar sin dificultad que (ϕ, ϕ) : (A,A)→
(B,B) es un morfismo de A−B–coanillos si y sólo si ϕ : (A, σA)→ (B, σB) es un morfismo
de K–anillos con unidades locales y con involución.

Ejemplo 1.1.8. Recuperamos la notación del Ejemplo 1.1.5(1) i.e. A un K–anillo con
unidades locales, M un A–bimódulo unitario y el K–anillo con unidades locales extensión
trivial A⊕M , v́ıa ϕ : A→ A⊕M , enviando a 7→ (a, 0). Consideramos (A⊕M,∆, ε) como
A–coanillo con ∆ y ε del ejemplo referido. De otra parte consideramos el A⊕M–coanillo
de Sweedler (A⊕M,∆′, ε′) asociado a la extensión ϕ. La siguiente aplicación

φ : A⊕M // (A⊕M)⊗A (A⊕M)

(a,m) // (a, 0)⊗A (e, 0) + (0,m)⊗A (e, 0)− (e, 0)⊗A (0,m),

donde e ∈ Idemp(A) una unidad del conjunto {a,m}; es A–bilineal y claramente satisface
ε′ ◦ φ = ϕ ◦ ε. Además ∆′ ◦ φ = ωA,A⊕M ◦ (φ⊗A φ) ◦∆, es decir que

(ϕ, φ) : (A,A⊕M)→ (A⊕M, (A⊕M)⊗A (A⊕M))

es un morfismo de A− (A⊕M)–coanillos.

1.1.9. Fijamos {Ai}i∈I una familia deK–anillos con unidades locales. Consideramos {Ci}i∈I
una familia deK–módulos donde Ci es un Ai–coanillo, para todo i ∈ I; denotaremos por τi y
πi, respectivamente, las inyecciones y las proyecciones de la suma directa asociada ⊕i∈ICi
en MK. De otra parte consideramos el K–anillo producto A :=

∏
i∈I Ai junto con sus

proyecciones canónicas pi : A→ Ai. Está claro que cualquier idempotente ei ∈ Idemp(Ai)
es la imagen por pi de un idempotente e ∈ Idemp(A), lo que implica que los pi son
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extensiones de K–anillos con unidades locales (véase el caṕıtulo de apéndices sección A.2).
Ahora cada uno de los Ci es un A–bimódulo por la restricción de pi. Está claro pues que
estas estructuras de A–bimódulo inducen una estructura de A–bimódulo unitario sobre
⊕i∈ICi, para la cual τi, πi siguen siendo los morfismos canónico de A–bimódulos unitarios.
Por lo tanto, se tiene

Proposición. El A–bimódulo unitario C = ⊕i∈ICi admite una única estructura de A–
coanillo para la cual cada pareja (pi, πi) : (A,C) → (Ai,Ci) es un morfismo de A − Ai–
coanillos.

Demostración. Denotaremos por ∆i, εi la comultiplicación y la counidad de cada Ci. La
comultiplicación y la counidad de C = ⊕i∈ICi, vienen dadas por

∆ : C // C⊗A C,

τi(ci) // τi
(
(ci)(1)

)
⊗A τi

(
(ci)(2)

) ε : C
� // A

τi(ci)
� // (ai)i∈I ,

donde ai = εi(ci), aj = 0; ∀j 6= i y ∆i(ci) =
(
(ci)(1)

)
⊗Ai

(
(ci)(2)

)
. La propiedad counitaria

del morfismo (pi, πi) es, por definición, satisfecha. Sea ahora c ∈ C, denotaremos por Sop(c),
el soporte de c; entonces

ωA,Ai ◦ (πi ⊗A πi) ◦∆(c) =
∑

j∈Sop(c) πiτj(πj(c)(1))⊗Ai πiτj(πj(c)(2))

= πi(c)(1) ⊗Ai πi(c)(2) = ∆i ◦ πi(c).

La unicidad de esta estructura de coanillo, respecto de dicha A–biacción, es evidente.

En la definición del morfismo de coanillos enunciada en 1.1.6, uno puede escoger dos
coanillos sobre el mismo anillo de base (i.e. A = B), en este caso ϕ puede tomar la identidad
y los morfismos de A−A–coanillos serán llamados simplemente morfismos de A–coanillos.
Para un A–coanillo C, denotaremos por

EndA−cor(C) = {f : C→ C, morfismo de A− coanillos}.

su anillo de endomorfismos de A–coanillos.
El siguiente es el caso de un solo anillo de base, pero contiene un resultado distinto al

de la Proposición 1.1.9.

Proposición 1.1.10. Sea {Ci}i∈I una familia de A–coanillos, consideramos la suma directa
asociada ⊕i∈ICi en A–bimódulos unitarios. Existe una única estructura de A–coanillo sobre
⊕i∈ICi por la cual cada inyección canónica se convierte en un morfismo de A–coanillos.

Demostración. Denotemos por τi las inyecciones canónica de ⊕iCi en A–bimódulos y por
∆i, εi la comultiplicación y la counidad de cada Ci. La comultiplicación y la counidad de
C = ⊕iCi, vienen dadas por

∆ : C // C⊗A C,

τi(ci) // τi
(
(ci)(1)

)
⊗A τi

(
(ci)(2)

) ε : C
� // A

τi(ci)
� // εi(ci),

donde ∆i(ci) = (ci)(1) ⊗A (ci)(2). El resto de la demostración es un cálculo inmediato.
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Ejemplo 1.1.11. Sea {Ai}i∈I una familia de K–anillos con unidades locales y A =
∏

i∈I Ai
el K–anillo producto cartesiano asociado. Si consideramos cada Ai como Ai–coanillo trivial-
mente; entonces, según la Proposición 1.1.9, ⊕i∈IAi admite una estructura de A–coanillo,
por la cual cada proyección canónica se convierte en morfismo de A−Ai–coanillos. De otra
parte la inyección de K–módulos⊕

i∈I Ai
� � //

∏
i∈I Ai = A

identifica ⊕i∈IAi con un ideal idempotente que satisface ∀a ∈ ⊕IAi, existe e ∈ ⊕IAi tal
que a = ae y que (⊕IAi)A es puro en AA. Por lo tanto ⊕IAi es un A–coanillo. Además la
estructura A–coanillo construida en la Proposición 1.1.10 es isomorfa (véase la Definición
1.1.6) al estructura de A–coanillo idempotente de ⊕i∈IAi. En conclusion ⊕i∈IAi es un
A–coanillo idempotente.

Observación 1.1.12. Para cada K–anillo con unidades locales A fijo se puede considerar
su categoŕıa de A–coanillos, que denotemos aqúı por A − coring, y que consiste en A–
coanillos y sus morfismos como han sido definidos en 1.1.6. Se sabe que la categoŕıa de
K–anillos con unidades locales admite cualquier producto, la Proposición 1.1.10 nos indica
pues el dual de este resultado respecto de la categoŕıa A− coring.

Observación 1.1.13. El coanillo extensión de escalares. Sea ϕ : A→ B una extension de
K–anillos con unidades locales junto con un A–coanillo C.

(a) Consideramos B ⊗A C ⊗A B de forma natural como B–bimódulo unitario. Se puede
comprobar sin dificultad que los siguientes morfismos de B–bimódulos

∆′ : B ⊗A C⊗A B // B ⊗A C⊗A B ⊗B B ⊗A C⊗A B
b⊗A c⊗A b′ � // b⊗A c(1) ⊗A ϕ(e)⊗B ϕ(e)⊗A c(2) ⊗A b′,

donde e ∈ Idemp(A) tal que c(1)e = c(1), c(2) = ec(2), para todos los c(1), c(2);

ε′ : B ⊗A C⊗A B // B

b⊗A c⊗A b′ � // bϕ(ε(c))b′,

inducen una estructura de B–coanillo sobre este B–bimódulo. Con esta estructura
podemos ver, de una parte, que la aplicación (ϕ, ϕ̃) : (A,C) → (B,B ⊗A C ⊗A B),
donde ϕ̃ es definida v́ıa c 7→ ϕ(e)⊗A c⊗A ϕ(e) con e ∈ Idemp(A) tal que ec = ce = c;
es un morfismo de A − B–coanillos. Nos referimos a B ⊗A C ⊗A B como el coanillo
extensión de escalares de C. De otra parte, el morfismo de B–bimódulos

ε̃ : B ⊗A C⊗A B // B ⊗A B
b⊗A c⊗A b′ � // b⊗A ε(c)b′

es claramente un morfismo de B–coanillos, donde el último es el coanillo canónico de
Sweedler asociado a la extensión ϕ.

Coanillos y Categoŕıas de Comódulos.
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(b) Siguiendo las notaciones de (a), se puede ver además que a cada morfismo (ϕ, φ) :
(A,C)→ (B,D) de A−B–coanillos, definición 1.1.6, se le asocia un morfismo

φ : B ⊗A C⊗A B // D

b⊗A c⊗A b′ � // bφ(c)b′

de B–coanillos tales que el diagrama de morfismos de coanillos

C
eϕ //

φ
&&MMMMMMMMMMMMM B ⊗A C⊗A B
φ

��

eε // B ⊗A B

D

(1.2)

es conmutativo.

(c) La construcción del coanillo de extensión de escalares de cualquier coanillo, es un
hecho funtorial. En efecto, utilizando la notación de la Observación 1.1.12, es fácil de
comprobar que existe un funtor K–lineal

Fϕ : A− coring // B − coring

C // B ⊗A C⊗A B
φ // B ⊗A φ⊗A B

Ejemplo 1.1.14. El coanillo de matrices Mn(C). Sea A un K–anillo con unidades locales.
Consideramos, de manera canónica, A(2) el producto de A, 2–veces, como un K–anillo
con unidades locales. Esto nos proporciona la extensión de K–anillo con unidades locales
ϕ : A → A(2), v́ıa a 7→ (a, a). Es evidente que A(2) ⊗A C ⊗A A(2) ∼= C(2×2); representando
ahora los elementos de este último A–bimódulo en forma de matrices 2 × 2, el citado
isomorfismo se traduce por el siguiente

A(2) ⊗A C⊗A A(2) // C(2×2)

(a1, a2)⊗A c⊗A (b1, b2) � //

(
a1cb1 a1cb2

a2cb1 a2cb2

) (1.3)

cuya aplicación inversa es definida por

C(2×2) // A(2) ⊗A C⊗A A(2)(
c11 c12

c21 c22

)
� // (e, 0)⊗A c11 ⊗A (e, 0) + (e, 0)⊗A c12 ⊗A (0, e)

+(0, e)⊗A c21 ⊗A (e, 0) + (0, e)⊗A c22 ⊗A (0, e)

(1.4)

donde e ∈ Idemp(A) es una unidad de los cij. De otra parte si representamos los elementos
de A(2) en forma de matrices cuadradas diagonales 2 × 2, entonces la estructura de A(2)–
bimódulo sobre C(2×2) se convierte en el producto matricial usual, es decir(

a 0
0 a′

)(
c11 c12

c21 c22

)
=

(
ac11 ac12

a′c21 a′c22

)
,

(
c11 c12

c21 c22

)(
a 0
0 a′

)
=

(
c11a c12a′

c21a c22a′

)
.
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Utilizando estas notaciones, la comultiplicación de C(2×2), tiene la siguiente forma(
c11 c12

c21 c22

)
� //

(
c11

(1) c11
(1)

0 0

)
⊗A(2)

(
c11

(2) 0
c11

(2) 0

)
+(

c12
(1) c12

(1)

0 0

)
⊗A(2)

(
0 c12

(2)

0 c12
(2)

)
+(

0 0
c21

(1) c21
(1)

)
⊗A(2)

(
c21

(2) 0
c21

(2) 0

)
+(

0 0
c22

(1) c22
(1)

)
⊗A(2)

(
0 c22

(2)

0 c22
(2)

)
donde ∆(cij) = cij(1) ⊗A cij(2). La counidad toma la siguiente forma(

c11 c12

c21 c22

)
� //

(
ε(c11) 0

0 ε(c22)

)
Por supuesto que la construcción de arriba se puede aplicarse sobre A(n), para 2 ≤ n ∈ N∗.
El A(n)–coanillo C(n×n) se llama el coanillo de (n× n)–matrices de C y será denotado por
Mn(C).

Ejemplo 1.1.15. Sea A un K–anillo con unidades locales y J un ideal bilátero de A, con la
extensión de canónica de K–anillos con unidades locales π : A→ A/J . Consideramos C un
A–coanillo y (A/J)⊗A C⊗A (A/J) el (A/J)–coanillo extensión de C, véase la Observación
1.1.13, junto con el morfismo de extensión de coanillos

(π, π̃) : (A,C) −→ (A/J, (A/J)⊗A C⊗A (A/J)),

donde

π̃ : C // (A/J)⊗A C⊗A (A/J)

c � // π(e)⊗A c⊗A π(e),

y donde e ∈ Idemp(A) tal que ec = ce = c. Sea ahora (ϕ, φ) : (A,C)→ (B,D) un morfismo
de coanillos tal que J ⊆ Ker(ϕ) y ϕ′ : A/J → B, la prolongación de ϕ. Siguiendo la
notación de la Observación 1.1.13, se tiene el siguiente diagrama conmutativo de morfismos
de coanillos

C

eπ
��

φ // D

(A/J)⊗A C⊗A (A/J)
∼=◦ eϕ′ // B ⊗A C⊗A B

φ

OO

Vamos a comprobar que

Ker(π̃) = JC + CJ.

Coanillos y Categoŕıas de Comódulos.
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para ello vamos a utilizar impĺıcitamente la versión no-unitaria de [92, Examples 1, p.30].
Se sabe pues que existe una sucesión exacta

C⊗A J // C // C⊗A (A/J) // 0

luego C/CJ ∼= C ⊗A (A/J), como A–módulo por la izquierda. Por lo tanto, se tiene otra
sucesión exacta

J ⊗A (C/CJ) α // C/CJ // (A/J)⊗A (C/CJ) // 0

donde la imagen de α es Im(α) = (CJ + JC)/CJ , luego

C/(JC + CJ) ∼= (A/J)⊗A (C/CJ) ∼= (A/J)⊗A C⊗A (A/J)

la definición de π̃, implica ahora que Ker(π̃) = JC + CJ .

Ejemplo 1.1.16. [22]. Sea A una K–álgebra con multiplicación µ y (C,∆, ε) una K–
coálgebra junto con un morfismo K–lineal ψ : C⊗KA→ A⊗KC que satisface las siguientes
ecuaciones

ψ ◦ (C ⊗K µ) = (µ⊗K C) ◦ (A⊗K ψ) ◦ (ψ ⊗K A),

(A⊗K ∆) ◦ ψ = (ψ ⊗K C) ◦ (C ⊗K ψ) ◦ (∆⊗K A),

ψ ◦ (C ⊗K 1) = 1⊗K C, (A⊗K ε) ◦ ψ = ε⊗K A.

(1.5)

La terna (A,C)ψ se le llama una estructura entrelazante. Según una Observación de M.
Takeuchi (véase [17, Section 2]) A ⊗K C admite una estructura de A–bimódulo que viene
dada por ψ y cuyo lado derecho es (a⊗Kc)a

′ = aψ(c⊗Ka
′) y por la cual A⊗KC se convierte

en un A–coanillo con las siguientes comultiplicación y counidad

∆′ : A⊗K C // A⊗K C ⊗A A⊗K C

a⊗K c
� // a⊗K c(1) ⊗A 1⊗K c(2)

y
ε′ : A⊗K C // A

a⊗K c
� // aε(c).

El ejemplo más relevante de estructuras entrelazantes, viene en seguida. Sea H una K–
biálgebra, eso es una K–álgebra y una K–coálgebra al mismo tiempo tales que la comulti-
plicación y la counidad son morfismos de K–álgebras. Considere un H–comódulo álgebra
por la derecha (A, ρA) (i.e. ρA : A→ A⊗KH es un morfismo de álgebras) y un H–módulo
coálgebra por la derecha (C, µC) (i.e. µC : C ⊗K H → C es un morfismo de coálgebras).
Existe pues una aplicación canónica

ψ : C ⊗K A // A⊗K C

c⊗K a
� // a(0) ⊗K ca(1)

donde ρA(a) = a(0) ⊗K a(1) (la suma se entiende) y que satisface las ecuaciones de (1.5).
Por lo tanto (A,C)ψ es una estructura entrelazante.
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Ejemplo 1.1.17. (1) Siguiendo las notaciones del Ejemplo 1.1.16, consideramos la apli-
cación φ : C → A⊗KC definida por c 7→ 1⊗K c. Es fácil ver pues que (η, φ) : (K, C)→
(A,A ⊗K C), η : K → A la unidad de A, es un morfismo de K − A–coanillos (C es
considerado como K–coanillo).

(2) Sean ahora (A,C)ψ y (A′, C ′)ψ′ dos estructura entrelazadas. Según [16] un morfismo
de estructuras entrelazantes entre (A,C)ψ y (A′, C ′)ψ′ es un par (ϕ, ϕ′) de morfismos
de álgebras ϕ : A→ A′ y de coálgebras ϕ′ : C → C ′ tales que:

C ⊗K A
ψ //

ϕ′⊗Kϕ
��

A⊗K C

ϕ⊗Kϕ
′

��
C ′ ⊗K A

′
ψ′

// A′ ⊗K C
′.

Con un calculo inmediato, se pueda comprobar que (ϕ, φ), donde φ = ϕ ⊗K ϕ
′, es un

morfismo de A− A′–coanillos entre A⊗K C y A′ ⊗K C
′, véase [52, 5.7].

Ejemplo 1.1.18. Basándonos en las estructuras entrelazantes, vamos a relacionar la no-
ción de coanillo con los anillos graduados; aśı también los morfismos de anillos graduados
y G–conjuntos. Fijamos A una K–álgebra a lo largo de este ejemplo.

(1) Sea G un grupo multiplicativo con elemento neutro e. Supongamos que A es un anillo
G–graduado, es decir A = ⊕g∈GAg suma directa de grupos (K–módulos) tales que
AgAh ⊆ Agh, para todo g, h ∈ G, véase [77]. Sea ahora X un G–conjunto por la
derecha, esto es un conjunto X junto con una aplicación

X ×G // X

(x, g) � // xg

que verifica x(gh) = (xg)h, xe = x, para todo g, h ∈ G y x ∈ X. Consideramos
C(X) = A[X] el A–módulo libre por la izquierda de base X. La siguiente A–acción por
la derecha sobre C(X)

(ax).ah = (aah)(xh), donde a ∈ A, ah ∈ Ah, h ∈ G, x ∈ X.

le convierte en un A–bimódulo. Con esta estructura de A–bimódulo, C(X) es realmente
un A–coanillo con comultiplicación y counidad dadas por

∆ : C(X) // C(X)⊗A C(X),

x � // x⊗A x
ε : C(X) // A

x � // 1.

(1.6)

De otra parte, sea C el K–módulo libre de base el conjunto X dotado de la estructura
de K–coálgebra con comultiplicación δ(x) = x ⊗K x y counidad ε(x) = 1, para todo
x ∈ X. Ahora C(X) es claramente isomorfo, como A–módulo por la derecha, a A⊗KC;
además existe una aplicación ψ : C ⊗K A → A ⊗K C, enviando x ⊗K ah 7→ ah ⊗K xh,
ah ∈ Ah, h ∈ G, x ∈ X y que satisface las ecuaciones (1.5) del Ejemplo 1.1.16. Por
lo tanto (A,C)ψ es una estructura entrelazante cuyo coanillo asociado es isomorfo a
C(X).
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(2) Fijamos % : G→ G′ un morfismo de grupos. Consideramos X y Y , respectivamente, un
G–conjunto por la derecha y un G′–conjunto por la derecha. Un morfismo de conjuntos
de grupos (véase [83]) f : X → Y es una aplicación que verifica

f(x.g) = f(x).%(g), para todo x ∈ X, y ∈ Y, g ∈ G.

Fijamos también f : X → Y un morfismo de conjuntos de grupos. Sean ahora A =
⊕g∈GAg y B = ⊕g′∈G′Bg′ dos anillos graduados juntos con un morfismo de anillos
graduados ϕ : A→ B, esto es un morfismo de anillos que satisface ϕ(Ag) ⊆ B%(g), para
todo g ∈ G, [77]. Finalmente consideramos C(X) y D(Y ) los coanillos asociados a X
y a Y como en el apartado (1). Está claro ahora que (ϕ, φ) : (A,C(X))→ (B,D(Y )),
donde φ(ax) = ϕ(a)f(x), a ∈ A, x ∈ X, es un morfismo de A−B–coanillos.

(3) Ejemplos prácticos de los morfismos citados en el punto anterior, son los siguientes:
Sea G un grupo y considere el morfismo de grupos % : G → G × G, definido por
%(g) = (g, g), g ∈ G. Para cada G–conjunto por la derecha X, es evidente que X ×X
es un G×G–conjunto por la derecha, tal que f : X → X×X, v́ıa x 7→ (x, x), x ∈ X es
un morfismo de conjuntos de grupos. Si A es un anillo G–graduado, entonces se puede
graduar el anillo tensor B = A ⊗K A por el grupo G′ = G × G de tal manera que
B(g,h) = Ag ⊗K Ah, para (g, h) ∈ G′. De esta manera ϕ : A→ B, v́ıa a 7→ a⊗K a es un
morfismo de anillos graduados. En total (ϕ, φ) : (A,C(X)) → (B,D(X ×X)), donde
φ(ax) = (a⊗K a).(x, x), a ∈ A, x ∈ X, es un morfismo de coanillos.
Sea ahora H un subgrupo de G y consideramos G/H = {Hg| g ∈ G} el conjunto de
clases de equivalencias respecto de la traslación por la derecha. Se sabe que G actúa
canónicamente por la derecha sobre G/H. Si % : G→ G′ es un morfismo de grupos, tal
que %(H) ⊆ H ′, para un cierto subgrupo H ′ de G′, la prolongación % : G/H → G′/H ′,
es claramente un morfismo de conjuntos de grupos. Por lo tanto cualquier morfismo de
anillos graduados ϕ : A = ⊕g∈GAg → B = ⊕g′∈G′Bg′ induce un morfismo de coanillos
entre C(G/H) y D(G′/H ′).

Observación 1.1.19. Coanillo de Semigrupo. En el Ejemplo 1.1.18(1), la estructura de
coanillo correspondiente a la comultiplicación y la counidad de la ecuación (1.6) está bien
definida gracias a la hipótesis de que la K–álgebra de base A es graduada por un grupo.
En lo siguiente vamos a dar una hipótesis alternativa bajo la cual existe una estructura
de coanillo diferente. Consideramos pues G un semigrupo con elemento neutral e (i.e. un
monoide) y supongamos que A es, esta vez, unaK–álgebra y un G–conjunto por la izquierda
G×A→ A, v́ıa (g, a) 7→ g.a. Vamos a utilizar la siguiente notación: g.a := ag, donde g ∈ G
y a ∈ A, con esta notación la asociatividad toma la forma de agg′ = (ag′)g, para cualquier
a ∈ A y g, g′ ∈ G. Supongamos además que (ab)g = agbg, para cualquier g ∈ G, a, b ∈ A
y que ae = a, ∀a ∈ A y 1g = 1, ∀g ∈ G. Sea pues A(G) el A–módulo libre por la izquierda
de base G. Asociando a G su K–coálgebra de semigrupo K[G] con la comultiplicación y la
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counidad

∆ : K[G] // K[G]⊗K K[G],

g � // g ⊗K 1 + 1⊗K g, si g 6= e

e � // e⊗K e

ε : K[G] // K
g � // 0, si g 6= e
e � // 1.

Por hipótesis la aplicación

ψ : K[G]⊗K A // A⊗K K[G]

g ⊗K a
� // ag ⊗K g,

satisface las ecuaciones de (1.6). Por lo tanto (A,K[G])ψ es una estructura entrelazante,
luego A[G] := A(G) es un A–coanillo con las siguientes comultiplicación y counidad

∆′ : A[G] // A[G]⊗A A[G],

g � // g ⊗A 1 + 1⊗A g, si g 6= e

e � // e⊗A e

ε′ : A[G] // A
g � // 0, si g 6= e
e � // 1.

De otra parte podemos observar que A[G] es un anillo unitario con la multiplicación

(ag)(bh) = (abg)(gh), a, b ∈ A, g, h ∈ G. (1.7)

El siguiente es un ejemplo concreto de esta situación. Sea σ un endomorfismo de A, en-
tonces A es un N–conjunto por la izquierda cuya acción es (n, a) 7→ σn(a) y que además
satisface las condiciones arriba citadas. Por lo tanto A[N] es un A–coanillo. Dada una in-
determinada X, se puede comprobar que A[N] ∼= A[X;σ], como anillos unitarios, donde
el primer producto es (1.7) mientras el segundo es de la extensión de Ore asociada a σ.
En conclusión hemos recuperado la estructura del A–coanillo A[X;σ], definida antes en la
Observación 1.1.3.

Se sabe que el producto tensor de dos álgebras (resp. coálgebras) es también una álgebra
(resp. coálgebra). En lo siguiente vamos a extender eso al caso de coanillos, escogiendo el
anillo tensorial el anillo de base K.

1.1.20. El coanillo producto tensor, [53]. Sean A y B dos K–álgebras juntos con C y
D, respectivamente, un A–coanillo y un B–coanillo, consideramos los productos K–tensor
C⊗K D y A⊗KB, este último como K–álgebra de manera natural. Entonces C⊗K D admite
un estructura de A⊗K B–bimódulo que viene dada por

(a⊗K b).(c⊗K d).(a′ ⊗K b
′) = aca′ ⊗K bdb

′.

Con esta A⊗K B–biacción, se puede comprobar fácilmente que las siguientes aplicaciones

∆ : C⊗K D // (C⊗K D)⊗(A⊗KB) (C⊗K D)

c⊗K d
� // (c(1) ⊗K d(1))⊗(A⊗KB) (c(2) ⊗K d(2)),

ε : C⊗K D // A⊗K B

a⊗K d
� // εC(c)⊗K εD(d)

donde ∆C(c) = c(1)⊗A c(2) y ∆D(d) = d(1)⊗B d(2), son A⊗KB–bilineales. Además se tiene
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Proposición. Sean A y B dos K–álgebras, C un A–coanillo y D un B–coanillo. Entonces
(C⊗K D,∆, ε) es un A⊗K B–coanillo. Además si φ : C → C′ es un morfismo A–coanillos
y ψ : D → D′ es un morfismo de B–coanillos. Entonces φ⊗K ψ : C⊗K D → C′ ⊗K D′, es
un morfismo de A⊗K B–coanillos. En particular, existe un bi-funtor

−⊗K − : A− coring×B − coring // (A⊗K B)− coring

(C,D) // C⊗K D

Demostración. Denotemos por E = C ⊗K D y por R = A ⊗K B. La comultiplicación es
definida por ∆E = η(CA,DB) ◦∆C⊗K ∆D, donde η(−,−) es la transformación natural del Lema
A.3.2 del caṕıtulo de apéndices. Vamos a comprobar nada más que la coasociatividad
de ∆E, porque el resto es fácil de averiguar. Unidos todos los datos, se tiene el siguiente
diagrama

E
∆⊗K∆ //

(1)
∆⊗A∆

��

C2 ⊗K D2

∆⊗AC⊗K∆⊗BD
��

η(C,D) //

(2)

E⊗R E

∆⊗K∆⊗RE

��
C2 ⊗K D2 C⊗A∆⊗KD⊗B∆ //

(3)
η(C,D)

��

C3 ⊗K D3
η(C⊗AC,D⊗BD) // C2 ⊗K D2 ⊗R E

η(C,D)⊗RE

��
E⊗R E

E⊗R∆⊗K∆ // E⊗R C2 ⊗K D2
E⊗Rη(C,D) // E⊗R E⊗R E,

donde hemos utilizado la siguiente notación Cn = C ⊗A · · · ⊗A C y Dn = D ⊗B · · · ⊗B D

(n veces). Ahora el rectángulo (1) es conmutativo a causa de la comultiplicación de C y de
D. Usando la naturalidad de η(−,−), se tiene la conmutatividad de (2). Vamos a comprobar
que el rectángulo (3) lo es también. Sean pues c, c′ ∈ C y d, d′ ∈ D

(η(C,D) ⊗R E) ◦ η(C⊗AC,D⊗BD) ◦ C⊗A ∆⊗K D⊗B ∆(c⊗A c′ ⊗K d⊗B d′)
= (η(C,D) ⊗R E) ◦ η(C⊗AC,D⊗BD)(c⊗A c′(1) ⊗A c′(2) ⊗K d⊗B d′(1) ⊗B d′(2))

= η(C,D) ⊗R E(c⊗A c′(1) ⊗K d⊗B d′(1) ⊗R (c′(2) ⊗K d
′
(2)))

= (c⊗K d)⊗R (c′(1) ⊗K d
′
(1))⊗R (c′(2) ⊗K d

′
(2))

y de otra parte

(C⊗K D⊗R η(C,D)) ◦ (C⊗K D⊗R (∆⊗K ∆)) ◦ η(C,D)(c⊗A c′ ⊗K d⊗B d′)
= (C⊗K D⊗R η(C,D)) ◦ (C⊗K D⊗R (∆⊗K ∆))((c⊗K d)⊗R (c′ ⊗K d

′))
= C⊗K D⊗R η(C,D)((c⊗K d)⊗R (c′(1) ⊗A c′(2))⊗K (d′(1) ⊗B d′(2)))

= (c⊗K d)⊗R (c′(1) ⊗K d
′
(1))⊗R (c′(2) ⊗K d

′
(2))

lo que comprueba la primera aserción. Está claro que φ⊗Kψ es R–bilineal, ahora un cálculo
directo demuestra que φ ⊗K ψ es un morfismo de R–coanillos. El caso particular es una
consecuencia trivial de esta última aserción.

Nos referimos a C⊗K D como el coanillo producto tensor de C con D.
Regresamos ahora al Ejemplo 1.1.16 y consideramos (A,C)ψ una estructura entrelazante.
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En las notaciones de alĺı, C ⊗K A es realmente un K⊗K A ∼= A–coanillo por la estructura
construida en la Proposición 1.1.20, considerando A como un A–coanillo trivialmente. En
este caso uno puede verificar sin dificultad que el morfismo entrelazante ψ se convierte en
morfismo de A–coanillos. Sin olvidar que hay también una estructura de A–coanillo sobre
A⊗K C como coanillo producto tensor de A con C.

Observación 1.1.21. Sea A una K–álgebra y C un A–coanillo. Aplicando el punto 1.1.20,
se tiene el (Aenv = Ao ⊗K A)–coanillo Cenv := Co ⊗K C que se llama el coanillo envolvente
de C. Otra aplicación nos lleva al coanillo producto tensor de C con śı mismo C⊗K C cuya
relación es la siguiente: Consideramos el morfismo canónico de anillos ϕ : A → A ⊗K A,
v́ıa a 7→ a ⊗K a; también el morfismo de A–bimódulos φ : C → C ⊗K C, v́ıa c 7→ c ⊗A c,
donde C⊗KC es considerado como A–bimódulo por restricción de ϕ. Se puede comprobar sin
dificultad que (ϕ, φ) : (A,C)→ (A⊗KA,C⊗K C) es un morfismo de A−(A⊗KA)–coanillos.

Observación 1.1.22. Sean A y B dos K–álgebras. Consideramos C y D, respectivamente,
un A–coanillo y un B–coanillo.

(1) Consideramos las siguientes extensiones de anillos

ϕl : A // A⊗K B,

a � // a⊗K 1

ϕr : B // A⊗K B

b
� // 1⊗K b.

Según la Observación 1.1.13 y la Proposición 1.1.20, se tiene los siguientes A ⊗K B–
coanillos: C ⊗K B, A ⊗K D, como coanillos producto tensor, (A ⊗K B) ⊗A (C ⊗K B),
(A⊗K D)⊗B (A⊗KB), como coanillos extensiones de escalares respecto de ϕl y de ϕr.
Asociadas a estas estructuras existen los siguientes morfismos de coanillos

(ϕl,−⊗K 1) : (A,C) // (A⊗K B,C⊗K D),

(ϕr, 1⊗K −) : (B,D) // (A⊗K B,C⊗K D),

y también

µl : (A⊗K B)⊗A C⊗A (A⊗K B) ∼= (A⊗K B)⊗A (C⊗K B) // C⊗K B

µr : (A⊗K B)⊗B D⊗B (A⊗K B) ∼= (A⊗K D)⊗B (A⊗K B) // A⊗K D,

donde µr (µl) es la multiplicación de escalares por la derecha (por la izquierda). Estos
morfismos de coanillos están ligados por los siguientes diagrams conmutativos

C
eϕl //

−⊗K1
((RRRRRRRRRRRRRRRR (A⊗K B)⊗A (C⊗K B),

µl

��
C⊗K B

D
fϕr //

1⊗K−
((PPPPPPPPPPPPPPPPP (A⊗K D)⊗B (A⊗K B)

µr

��
A⊗K D

(1.8)
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(2) Consideramos ahora el producto tensor C ⊗K D como A ⊗K B–coanillo. Supongamos
que existe un elemento g ∈ D, tal que ∆(g) = g ⊗ g y ε(g) = 1. Entonces, es fácil de
comprobar que el morfismo

(ϕl,−⊗K g) : (A,C) // (A⊗K B,C⊗K D)

es un morfismo de A− (A⊗K B)–coanillos; además el primer triángulo en la ecuación
(1.8), se convierte en un rectángulo conmutativo de morfismos de coanillos

C
eϕl //

−⊗K1

))SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS

−⊗Kg

��

(A⊗K B)⊗A (C⊗K B),

µl

��
C⊗K D

C⊗Kε // C⊗K B

En lo siguiente vamos a definir la noción de elementos idempotente y grouplike de un
coanillo. Para algunos casos, esta noción se relaciona fuertemente con los morfismos de
coanillos.

Definición 1.1.23. Sean A un K–anillo con unidades locales y C un A–coanillo, un ele-
mento g ∈ C, se dice que es idempotente si ∆(g) = g ⊗A g, como se puede ver, usando la
propiedad counitaria, la counidad en este elemento e = ε(g) es un elemento idempotente
de A. Si A tiene 1 y si e = 1, se dice que g es un elemento grouplike. Por ejemplo en un
coanillo de Sweedler de forma A ⊗B A, véase 1.1.4, está claro que cualquier elemento de
forma e⊗B e, e ∈ Idemp(A), es un elemento idempotente de A⊗B A. En el caso unitario
todo elemento de forma a⊗B a−1, donde a ∈ U(A), es un elemento grouplike. En el Ejem-
plo 1.1.2(b), los elementos de forma u−nxn, n ∈ N, forman un subconjunto (monoide en
este caso) del conjunto de todos los elementos grouplike. Mientras en el último coanillo del
Ejemplo 1.1.2 el elemento ζ es el único elemento grouplike. En el coanillo de matrices gen-

eralizadas cualquier elemento de forma

(
e 0
0 f

)
, donde e, f son elementos idempotentes en

los K–anillos de base, es un elemento idempotente. En el Ejemplo 1.1.18(1), el G–conjunto
X es un sub-conjunto del conjunto de todos los elementos grouplike de C(X).
Para cualquier coanillo C, vamos a denotar por Idemp(C) su conjunto de elementos idem-
potentes y en el caso unitario por G(C) su conjunto de elementos grouplike; impĺıcitamente
G(C) = ∅ significa que C no tiene ningún elemento grouplike.

Observación 1.1.24. (a) Sea A un K–anillo con unidades locales y M un A–bimódulo
con un morfismo de A–bimódulos ε : M → A. Supongamos que existe un elemento
m0 ∈M tal que

ε(m0)m0 = m0 = m0ε(m0), y que ε(m0) = e ∈ Idemp(A).
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Consideramos el K-submódulo eM e = {m ∈ M | me = em = m} de M , se tiene pues
que m0 ∈ eM e; sea εe : eM e → eAe la restricción de ε. Entonces la aplicación

eM e ⊗K
eM e // eM e

m⊗K m
′ � // ε(m)m′ +mε(m′)− ε(m)m0ε(m),

induce una estructura de K–álgebra sobre eM e con unidad el elemento m0. Con esta
estructura εe es actualmente una extensión de anillos unitarios. El caso unitario se
recupera mediante un morfismo de A–bimódulos sobreyectivo.

(b) Sea C un A–coanillo y g ∈ Idemp(C) con e = ε(g). Aplicando (a), se tiene una
extensión de anillos unitarios ε : eCe → eAe

(c) [18]. Sea A una K–álgebra y C un A–coanillo tal que existe e ∈ C con ε(e) = 1, es
decir la counidad es sobreyectiva. Aplicando la versión unitaria de (a) a este coanillo, se
obtiene una estructura de anillo unitario sobre C y también sobre C⊗AC. En particular,
la comultiplicación ∆ : C→ C⊗A C es una extensión de anillos unitarios si y sólo si e
es un elemento grouplike.

(d) Sea A una K–álgebra y C un A–coanillo con elemento grouplike g invariante i.e. g ∈ CA.
Entonces ρ : A → C, v́ıa a 7→ ga, es A–bilineal retracción de ε en A–bimódulos
unitarios, es decir ε ◦ ρ = A. Por lo tanto existe un suma directa de A–bimódulos
C ∼= A ⊕Ker(ε). Consideramos A ⊕Ker(ε) como anillo extensión trivial de A, cuyo
producto es definido por

(a,m).(a′,m′) = (aa′, am′ +ma′), para todo a, a′ ∈ A, m,m′ ∈ Ker(ε),

con la unidad (1, 0) y la extensión ϕ : A → A ⊕Ker(ε) la inyección canónica; véase
[92, p. 45]. El isomorfismo

φ : C // A⊕Ker(ε)

c � // (ε(c), c− ρε(c))

es ahora un isomorfismo de K–álgebras, donde C es dotado de la estructura de K–
álgebra del apartado (1) de esta Observación. En efecto, sean c, c′ ∈ C

φ(cc′) = (ε(cc′), cc′ − ρε(cc′))
= (ε(c)ε(c′), ε(c)c′ + cε(c′)− ε(c)ρ(1)ε(c′)− ρ(ε(c)ε(c′)))

= (ε(c)ε(c′), ε(c)(c′ − ρε(c′)) + (c− ρε(c))ε(c′))
= (ε(c), c− ρε(c))(ε(c′), c′ − ρε(c′))
= φ(c)φ(c′)

y está claro que ϕ(1, g−ρε(g)) = (1, 0). Se sabe que 0⊕Ker(ε) es un ideal de A⊕Ker(ε)
que satisface (0⊕Ker(ε))2 = 0. Supongamos que la imagen de (0⊕Ker(ε))⊗A (0⊕
Ker(ε)) en (A⊕Ker(ε))⊗A (A⊕Ker(ε)) es cero; entonces φ se convierte en morfismo
de A–coanillos, donde A ⊕ Ker(ε) es un A–coanillo por la estructura del Ejemplo
1.1.5(1).
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Observación 1.1.25. (a) Un anillo A (aqúı una Z–álgebra) es SBN (”single basis num-
ber”) por la izquierda si todos los módulos libres no-nulos de rango finito son isomorfis-
mos a AA. Según [6, p. 113], A es SBN por la izquierda si y sólo si lo es por la derecha
si y sólo si existen a, a′, b, b′ ∈ A tales que ab + a′b′ = 1, ba = b′a′ = 1 y b′a = b′a = 0.
Por lo tanto si A es un anillo SBN, entonces g = a ⊗Z b + a′ ⊗Z b

′ ∈ A ⊗Z A es un
elemento grouplike.

(b) Consideramos ahora un coanillo de Sweedler de forma A ⊗B A y g ∈ G(A ⊗B A),
motivados por la Observación (a) vamos a llamar la longitud de un elemento grouplike,
el numero natural más pequeño n, tal que g =

∑
1≤i≤n ai⊗B a′i. Por definición se tiene

pues que
∑

1≤i≤n aia
′
i = 1 y∑
1≤i≤n

ai ⊗B 1⊗B a′i =
∑

1≤i,j≤n

ai ⊗B a′iaj ⊗B a′j.

Con esta nueva definición, un anillo A es SBN, implica que A⊗Z A tiene un elemento
grouplike de longitud dos.

Observación 1.1.26. Sea ϕ : B → A una extension de K–álgebras y consideramos el
A–coanillo de Sweedler asociado A⊗B A.

(a) Para cualquier A–coanillo C con G(C) 6= ∅, está claro que la aplicación

EndA−cor(C)×G(C) // G(C)

(φ, g) � // φ(g)

es bien definida, luego G(C) es un EndA−cor(C)–conjunto (EndA−cor(C) es considerado
como monoide multiplicativamente). Aśı el conjunto G(C) se convierte en AutA−cor(C)–
conjunto, donde AutA−cor(C) es el grupo de automorfismos de A–coanillos de C.

(b) [75]. Para el A–coanillo A⊗B A, se puede comprobar sin dificultad que la aplicación

G(A⊗B A) ∩ (A⊗B A)B // EndA−cor(A⊗B A)

g � // [1⊗B 1 7→ g]

φ(1⊗B 1) φ�oo

(1.9)

establece una biyección. De otra parte, como A⊗B A está generado como A–bimódulo
por el elemento 1⊗B 1, cada morfismo de A–bimódulos esta ı́ntegramente determinado
por la imagen de este último y que es claramente un elemento invariante (i.e. pertenece
al sub-grupo (A⊗B A)B). Por lo tanto existe una biyección

(A⊗B A)B // End
AMA

(A⊗B A)

g � // [1⊗B 1 7→ g],
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que induce un estructura de anillo sobre (A⊗B A)B cuyo producto es definido por(∑
i

ai ⊗B a′i

)
.

(∑
j

bj ⊗B b′j

)
=
∑
i,j

bjai ⊗B a′ib′j.

este es el ×B-producto de [95, Section 3]. Con esta última identificación, la aplicación
(1.9), se convierte en biyección de monoides; mientras que AutA−cor(A⊗B A) se iden-
tifica como grupo con U((A⊗B A)B) ∩G(A⊗B A).

(c) Sea g ∈ G(A⊗B A)∩ (A⊗B A)B fijo. Está claro que el submódulo por la izquierda de
A⊗BA generado por g, Ag, admite una estructura de (A,B)–bimódulo. Consideramos,
pues el A–bimódulo Ag ⊗B A, junto con dos morfismos A–bilineales

∆ : Ag ⊗B A // Ag ⊗B A⊗A Ag ⊗B A
ag ⊗B a′ � // ag ⊗B 1⊗A g ⊗B a′

ε : Ag ⊗B A // A

ag ⊗B a′ � // aa′,

estos inducen una estructura de A–coanillo sobre Ag⊗BA, además existe un morfismo
de A–coanillos

Ag ⊗B A // A⊗B A
ag ⊗B a′ � // aga′.

El elemento g⊗B 1 es un elemento generador y grouplike de C = Ag⊗BA, de este modo
se puede comprobar que los isomorfismo de monoides establecidos en los apartados (a)
y (b) para el coanillo de Sweedler, pasan de ser ciertos en este caso, es decir tenemos
G(C)∩CB ∼= EndA−cor(C) como monoides y U(CB)∩G(C) ∼= AutA−cor(C) como grupos.

Lo que queda de esta sección vamos a dedicarlo a las definiciones de sub-coanillos,
coideales y ideales de un coanillo.

Definición 1.1.27. [96]. Consideramos C un A–coanillo, A es un K–anillo con unidades
locales, junto con J un A–sub-bimódulo mediante la inyección ς : J → C y la sobreyección
π : C→ C/J . Se dice que J es un coideal de C, si

coideal 1) ∆(J ) ⊆ Im(ς ⊗A C) + Im(C⊗A ς)

coideal 2) ε(J ) = 0.

Recuerde que

Ker(π ⊗A π) = Im(ς ⊗A C) + Im(C⊗A ς).

Ejemplos de coideal son los núcleos de morfismos de A–coanillos.

Sean C y J como en la definición anterior. Se puede pues construir un coanillo, llamado
el coanillo cociente de C por J , de la siguiente manera: Consideramos C/J como cociente
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de A–bimódulos con la proyección canónica π : C→ C/J . Usando las hipótesis, está claro
que

∆ : C/J // C/J ⊗A C/J
π(c) � // π(c(1))⊗A π(c(2))

ε : C/J // A

π(c) � // ε(c)

donde ∆(c) = c(1) ⊗A c(2) constituyen una comultiplicación y una counidad para C/J .
Por supuesto que este A–coanillo tiene una propiedad universal, es decir si φ : C → D es
cualquier morfismo de A–coanillos tal que J ⊆ Ker(φ), entonces φ se extiende a C/J de
manera que el siguiente diagrama

C
φ //

π
��

D

C/J
φ

==z
z

z
z

se convierte en diagrama conmutativo de morfismos de A–coanillos.

Observación 1.1.28. La noción de coideal como viene dada en la definición 1.1.27 no
permite dar una estructura de coideal sobre el núcleo de un morfismo de coanillos entre
dos coanillos con distintos anillos de base (definición 1.1.6), porque puedan fallar las dos
condiciones en la misma definición; por el momento no tenemos contra-ejemplos concretos.
Para evitar futuras ambigüedades, vamos a analizar en lo siguiente esta situación.

Definición 1.1.29. Sea A un K–anillo con unidades locales y C un A–coanillo. Un ideal
de C, es un par (J,J ) que consiste en un ideal bilátero J de A y un A-sub-bimódulo J de
C tales que

Id 1) ∆(J ) ⊆ Ker(Π⊗A Π), donde Π : C→ C/J ;

Id 2) ε(J ) ⊆ J ;

Id 3) J.C + C.J ⊆ J .

Está claro que cualquier coideal en la definición 1.1.27 es un ideal con J = 0. Las parejas
(A,C) y (0, 0) son claramente ideales de C.

Proposición 1.1.30. Sea (J,J ) un ideal de un A–coanillo C. Existe una única estructura
de (A/J)–coanillo sobre C/J , para la cual (π,Π) : (A,C) → (A/J,C/J ) es un morfismo
de A− (A/J)–coanillos. Además, cualquier morfismo de coanillos (ϕ, φ) : (A,C)→ (B,D)
tales que J ⊆ Ker(ϕ) y J ⊆ Ker(φ), se extiende únicamente a un morfismo de coanillos
(ϕ, φ) : (A/J,C/J )→ (B,D).

Demostración. La condición Id 3) en la definición 1.1.29, implica que C/J admite un
estructura de (A/J)–bimódulo unitario, ahora las condiciones Id 2) y Id 1) dan razón a
las siguientes comultiplicación y counidad

∆ : C/J // C/J ⊗(A/J) C/J
Π(c) � // Π(c(1))⊗(A/J) Π(c(2))

ε : C/J // A/J

Π(c) � // π(ε(c)),
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donde ∆(c) = c(1) ⊗A c(2) por las cuales (π,Π) es claramente un morfismo de A− (A/J)–
coanillos. Además cualquier estructura de (A/J)–coanillo sobre C que convierte esta pareja
en un morfismo de A− (A/J)–coanillos es de la forma anterior. El resto de la demostración
es ahora fácil de averiguar.

Lema 1.1.31. Sean A y B dos K–anillos con unidades locales. Considere C y D, respec-
tivamente, un A–coanillo y un B–coanillo. Si (ϕ, φ) : (A,C) → (B,D) es un morfismo de
coanillos, tales que (φ⊗A φ) ◦∆(Ker(φ)) = 0. Entonces (Ker(ϕ),Ker(φ)) es un ideal del
coanillo C.

Demostración. Se denota por Jφ el núcleo de φ en A–bimódulos y por Jϕ el núcleo de ϕ.
Utilizando la propiedad counitaria del morfismo (ϕ, φ), se tiene que ε(Jφ) ⊆ Jϕ. De otra
parte

φ(JϕC + CJϕ) = ϕ(Jϕ)φ(C) + φ(C)ϕ(Jϕ) = 0,

se obtiene pues JϕC + CJϕ ⊆ Jφ. Falta comprobar la condición Id 1). Según la hipótesis
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Ker(φ)
φk //

���
�
�
�
�
�
�
�
�
�
� C

φ //

∆

��

φk,c

((PPPPPPPPPPPPPPP

(1)

D

∆

��:::::::::::::::::::

Im(φ)

φc,k
66mmmmmmmmmmmmmmm

���
�
�

Im(φ)⊗A Im(φ)
φc,k⊗Aφc,k

((QQQQQQQQQQQQQ
D⊗B D

Ker(φk,c ⊗A φk,c) // C⊗A C
φ⊗Aφ //

φk,c⊗Aφk,c
66nnnnnnnnnnnnn

D⊗A D

ωA,B

88rrrrrrrrrrr

(1.10)
Sabiendo que Im(φ)⊗A Im(φ) ∼= Im(φ)⊗Im(ϕ) Im(φ) mediante ωA,Im(ϕ) (véase el caṕıtu-
lo de apéndices Proposición A.2.1), como Im(ϕ)–bimódulos y utilizando el isomorfismo
canónico C/Jφ ∼= Im(φ), tenemos una estructura de (A/Jϕ)–coanillo sobre C/Jφ por la
cual la pareja (π,Π) : (A,C) → (A/Jϕ,C/Jφ) es un morfismo de (A,A/Jϕ)–coanillos
(véase el trapecio (1) en el diagrama (1.10)). Según la Proposición 1.1.30, esto significa que
(Jϕ,Jφ) es ahora un ideal de C.

Observación 1.1.32. En el Lema 1.1.31, la hipótesis (φ ⊗A φ) ◦ ∆(Ker(φ)) = 0 es au-
tomáticamente satisfecha si el morfismo de anillos de escalares ϕ es sobreyectivo. Véase el
caṕıtulo de apéndices Proposición A.2.1.

Ejemplo 1.1.33. En este ejemplo comprobaremos, de una parte, que un ideal en un coanil-
lo (Definición 1.1.29) contiene siempre un ideal que se convierte en cero en la extensión
canónica de escalares. Eso nos conllevará a definir dos aplicaciones de ret́ıculos. La primera
es definida del ret́ıculo de ideales del anillo de base hacia al ret́ıculo de los ideal del coanil-
lo. La segunda del ret́ıculo de sub-bimódulos del coanillo hacia al ret́ıculo de ideales del
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coanillo. De otra parte daremos ejemplo de la situación del Lema 1.1.31. Fijamos pues C

un A–coanillo.

(a) Sea J un ideal bilátero de A, recuperamos la notación del Ejemplo 1.1.15, se sabe pues
que Ker(π̃) = JC+CJ , donde π : A→ A/J , luego ε(Ker(π̃)) = Jε(C)+ε(C)J ⊆ J . Es
fácil de comprobar que ∆(Ker(π̃)) ⊆ Ker(Π⊗A Π), donde Π : C→ C/Ker(π̃), lo que
completa las condiciones de la definición 1.1.29. Por lo tanto (J,Ker(π̃)) es un ideal de
C. Supongamos ahora dado (J,J ) un ideal de C, según lo de antes, (J,Ker(π̃)) ⊆ (J,J )
es una inclusión de ideals en C. Sea ahora J un A-sub-bimódulo de C, está claro que
ε(J ) es un ideal bilátero de A, luego (ε(J ), ε(J )C + Cε(J )) es un ideal de C. Todo
esto establece dos aplicaciones de ret́ıculos:

IA // IC

J
� // (J, JC + CJ)

BiC // IC

J � // (ε(J ), ε(J )C + Cε(J )),

donde I(−) es el ret́ıculo de ideales de (−), mientras BiC es el ret́ıculo de todos los
A-sub-bimódulos de C.

(b) Consideramos ahora ϕ : A→ B una extensión de K–álgebras, sea pues B ⊗A C⊗A B
el B–coanillo extensión de escalares de C junto con el morfismo asociado (ϕ, ϕ̃) :
(A,C) → (B,B ⊗A C ⊗A B). Sea c ∈ Ker(ϕ̃), entonces 1 ⊗A c ⊗A 1 = 0, luego
1⊗A c(1)⊗A c(2)⊗A 1 = 0, lo que implica que ϕ̃⊗A ϕ̃(∆(c)) = 0. Según el Lema 1.1.31,
(Ker(ϕ),Ker(ϕ̃)) es un ideal de C.

La aplicación de la Proposición 1.1.30 al Ejemplo 1.1.33, nos lleva al siguiente corolario.

Corolario 1.1.34. Sea A un K–anillo con unidades locales, C un A–coanillo y (J,J ) un
ideal de C. Consideramos los (A/J)–coanillo canónicos (A/J)⊗AC⊗A (A/J) y C/J juntos
con sus morfismos de coanillos

(π, π̃) : (A,C) // (A/J, (A/J)⊗A C⊗A (A/J))

(π,Π) : (A,C) // (A/J,C/J ).

Se tiene pues un diagrama conmutativo

0 // J //

���
�
� C

Π //

eπ
��

C/J

0 // Ker(Π) // (A/J)⊗A C⊗A (A/J) Π // C/J ,

donde Π es un morfismo de (A/J)–coanillos definido por: Π(π(a)⊗Ac⊗Aπ(a′)) = aca′+J ,
con a, a′ ∈ A, c ∈ C; tales que π̃(J ) = Ker(Π).

Definición 1.1.35. Sea A un K–anillo con unidades locales y C un A–coanillo. Un sub-
coanillo de C, es un par (A′,C′) que consiste en un K-sub-anillo con unidades locales A′

de A (véase el caṕıtulo de apéndices sección A.2) y un A′–coanillo C′, tales que C′ sea un
A′–sub-bimódulo de C, por restricción, y que la inyección canónica (ϑ, θ) : (A′,C′)→ (A,C)
sea un morfismo de coanillos.
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Lema 1.1.36. Sean A y B dos K–anillos con unidades locales y C, D, respectivamente,
un A–coanillo y un B–coanillo. Si (ϕ, φ) : (A,C)→ (B,D) un morfismo de coanillos, tales
que (φ⊗A φ) ◦∆(Ker(φ)) = 0. Entonces (Im(ϕ), Im(φ)) es un sub-coanillo de D.

Demostración. Inmediata, aplicando el diagrama (1.10) de la demostración del Lema 1.1.31.

La noción de un ideal por la derecha o por la izquierda, puede ser proporcionada
adaptando un formalismo adecuado. Aqúı nos limitamos al contenido anterior.

1.2. Comódulos y morfismos de comódulos

Definición 1.2.1. Sea A un K–anillo con unidades locales y C un A–coanillo. Un comódulo
por la derecha es un par (M,ρM) donde M es un A–módulo unitario por la derecha y
ρM : M →M ⊗A C un morfismo A–lineal por la derecha, tales que

M
ρM //

ρM

��

M ⊗A C

M⊗A∆
��

M ⊗A C
ρM⊗AC // M ⊗A C⊗A C

M
ρM //

∼= $$IIIIIIIII M ⊗A C

M⊗Aε
��

M ⊗A A

sean diagramas conmutativos. Para especificar la coacción, llamaremos a M un C–comódulo
por la derecha y denotaremos por MC. Los C–comódulos por la izquierda son igualmente
definidos, utilizaremos la notación λN : N → C⊗A N para la C–coacción por la izquierda
sobre N . Por el momento (C,∆) es un C–comódulo por la izquierda y por la derecha.
Sean (M,ρM) y (M ′, ρM ′) dos C–comódulos por la derecha, un morfismo de comódulos de
MC a M ′

C es un morfismo f : M →M ′, A–lineal tal que

M
f //

ρM
��

M ′

ρM′

��
M ⊗A C

f⊗AC // M ′ ⊗A C.

es un diagrama conmutativo. El K–módulo de todos los morfismos de C–comódulos entre M
y M ′, sera denotado por HomC(M,M ′). Los morfismos de C–comódulos por la izquierda son
igualmente definidos. Los C–comódulos por la derecha y sus morfismos forman la categoŕıa
de C–comódulos por la derecha MC. Utilizaremos la notación CM para la categoŕıa de
C–comódulos por la izquierda.

En los siguientes pasos vamos a dar ejemplos de categoŕıas de comódulos correspondi-
entes a la serie de ejemplos de coanillos citados en la sección anterior.

Ejemplo 1.2.2. Fijamos A un K–anillo con unidades locales.
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(a) Si A es considerado trivialmente como un A–coanillo, entonces su categoŕıa de A–
comódulos (por derecha) coincide con su categoŕıa de A–módulos unitarios (por la
derecha).

(b) Para el caso del coanillo idempotente a ⊆ A, los a–comódulos (por la derecha) corre-
sponden a los A–módulos unitarios (por la derecha) M tales que ρM : M →M⊗Aa sea
un isomorfismo de A–módulos, es decir la clase de A–módulos unitarios por la derecha
que satisfacen M = Ma.

Ejemplo 1.2.3. Sean A y B dos K–anillos con unidades locales y M un (A,B)–bimódulo
unitario. Denotemos por R el K–anillo con unidades locales producto cartesiano R = A×B

y por C =

(
A M
0 B

)
elK–anillo con unidades locales de matrices generalizadas. En este caso

M es considerado como R–bimódulo unitario, v́ıa las acciones (a, b)m = am ym(a, b) = mb,
(a, b) ∈ R, m ∈ M . La representación de M en la categoŕıa MA ×MB

∼= MR, viene
dada por MR = (0,MB), mientras en la categoŕıa AM × BM ∼= RM, viene dada por

RM = (AM, 0). Se sabe de [92, p. 47] (similar al caso de anillos con unidades locales), que
cualquier C–módulo unitario por la derecha es un triple Z = (XA, YB, %Z), donde

%Z : X ⊗AM // Y (1.11)

es B–lineal. Los morfismos C–lineales son de forma (g, g′) : (XA, YB, %Z) → (x′A, Y
′
B, %Z′)

tales que %Z′ ◦ (g⊗AM) = g′ ◦ %Z . Cambiando el sentido de la flecha en la ecuación (1.11),
se puede considerar la siguiente categoŕıa: los objetos son ternas Z = (XA, YB, ρZ), donde

ρZ : Y // X ⊗AM
es B–lineal y cuyos morfismos son (g, g′) : Z → Z ′, tal que (g⊗AM) ◦ ρZ = ρZ′ ◦ g′. En lo
siguiente vamos a tratar de identificar esta categoŕıa.

Considere C como R–coanillo con la estructura del Ejemplo 1.1.5. Sea (Z, ρZ) un C–
comódulo por la derecha. El R–módulo por la derecha sub-yacente de Z es por definición
de la forma Z = (XA, YB) y ρZ : Z → Z⊗RC es R–lineal por la derecha. Es fácil de ver que
ρZ induce un morfismo B–lineal ρ′Z : Y → X ⊗A M ; de tal modo que cualquier morfismo
C–colineal por la derecha (f, f ′) : Z → Z ′ satisface (f ⊗A M) ◦ ρ′Z′ = ρ′Z ◦ f . Entonces la
categoŕıa de C–comódulos por la derecha forma parte de la categoŕıa arriba cuestionada.
Rećıprocamente, sea Z = (XA, YB, ρZ) una terna, donde ρZ : Y → X⊗AM es un morfismo
B–lineal por la derecha i.e. un objeto de la categoŕıa en cuestión. Representando Z como

matriz diagonal de forma

(
X 0
0 Y

)
, se define la siguiente coacción

ρ′Z :

(
X 0
0 Y

)
//

(
X 0
0 Y

)
⊗R
(
A M
0 B

)
(
x 0
0 y

)
� //

(
x 0
0 0

)
⊗R
(
e 0
0 0

)
+

(
0 0
0 y

)
⊗R
(

0 0
0 f

)
+

∑
i

(
xi 0
0 0

)
⊗R
(

0 mi

0 0

)
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Caṕıtulo.1. COANILLOS, COMóDULOS Y FUNTORES. 28

donde e ∈ Idemp(A), tal que xe = x, f ∈ Idemp(B) tal que yf = y y ρZ(y) =
∑

i xi ⊗A
mi. Un cálculo rutinario, demuestra que (Z, ρ′Z) es realmente un C–comódulo por la derecha.
Ahora cualquier morfismo (g, g′) : Z → Z ′ tal que (g⊗AM)◦ρZ = ρZ′ ◦g′ es por definición
compatible con esta nueva C–coacción. En conclusión la categoŕıa en cuestión corresponde
a la categoŕıa de C–comódulos por la derecha.

Observamos pues que la categoŕıa de C–módulos unitarios por la derechaMC se identifi-
ca con la categoŕıa de diagramas conmutativos por la izquierda {{1, 2},MA,−⊗AM,MB}.
Mientras que la categoŕıa de C–comódulos por la derechaMC se identifica con la categoŕıa
de diagramas conmutativos por la derecha {{1, 2},MB,MA,−⊗AM}. Véase [86] por la
definición de una categoŕıa de diagramas conmutativos; alĺı estas categoŕıas están definidas
siempre por la izquierda, como hemos visto la categoŕıa de C–comódulos por la derecha,
también la de la izquierda, representan ejemplos de categoŕıas de diagramas conmutativos
por la derecha. Dados estos nuevos ejemplos y por razones lógicas es normal ahora en
adelante diferenciar una categoŕıa de diagramas conmutativos si es por la derecha ó por la
izquierda.

Ejemplo 1.2.4. (a) Sea G un grupo con elemento neutro e y sea A = ⊕g∈GAg una K–
álgebra G–graduada junto con un G–conjunto por la derecha X. Según [78], [79],
consideramos la categoŕıa de A–módulos por la derecha X-graduados grsetX −A. Los
objetos de esta son A–módulos por la derecha M tales que M = ⊕x∈XMx (suma
directa de K–módulos) con MxAg ⊆ Mxg para todo x ∈ X y g ∈ G; sus morfismos
son A–lineales f : M → M ′ tal que f(Mx) ⊆ M ′

x. Consideramos ahora el A–coanillo
C(X) := A[X] del Ejemplo 1.1.18(1). Se puede verificar sin dificultad que el siguiente
funtor

MC(X) // grsetX − A
(M,ρM) // ⊕x∈XMx,

donde Mx = {m ∈M |ρM(m) = m⊗A x}; tiene como inverso el funtor

grsetX − A //MC(X)

⊕x∈XMx
// (M = ⊕x∈XMx, ρM),

donde ρM(mx) = mx⊗A x, para todo mx ∈Mx. El mismo isomorfismo es válido por la
izquierda. En el caso X = G, se tiene un isomorfismo entre la categoŕıa de A–módulos
(por la derecha) graduados y la categoŕıa de C(G)–comódulos (por la derecha).

(b) En general dada una estructura entrelazante (A,C)ψ, la categoŕıa de módulos entre-
lazados por la derecha (estos son A–módulos por la derecha y C–comódulos por la
derecha con cierta compatibilidad, véase [17]); es isomorfa a la categoŕıa de A ⊗K C–
comódulos por la derecha, [17, Proposition2.2]. Este isomorfismo se aplica pues sobre la
mayoŕıa de las categoŕıas de módulos relativos, como los módulos de Hopf, de Doi-Hopf,
de Doi-Koppinen, etc, véase [36], [70] y [28].

1.2.5. Sea ϕ : B → A una extensión de K–anillos con unidades locales. Siguiendo a [81],
la categoŕıa del ”descent data” por la derecha asociada a la extensión ϕ es definida como
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sigue. Sea M ∈MA y consideramos su B–módulo subyacente por la restricción de ϕ. Para
cada aplicación B–lineal por la derecha % : M → M ⊗B A, usando la notación de Cipolla
[31], se definen tres aplicaciones B–lineales de M ⊗B A en M ⊗B A⊗B A

d(1)
% (m⊗B a) = m⊗B a⊗B e, donde a = ae = ea, e ∈ Idemp(B).

d
(2)
% (m⊗B a) = m⊗B e⊗B a, e ∈ Idemp(B), m = me, a = ae = ea.

y
d(3)
% (m⊗B a) = %(m)⊗B a.

La aplicación % se dice que es un descent datum sobre M si satisface las dos siguientes
condiciones:

(1) % es A–lineal sección de ε : A⊗B A→ A enviado a⊗B a′ 7→ aa′ (% es ”gluing datum”
sobre M).

(2) d
(2)
% ◦ % = d

(3)
% ◦ % (% verifica la condición ”cocycle”).

Los objetos de la categoŕıa Descϕ, son pares (M,%), donde M es un A–módulo y % es
un descent datum sobre M . Un morfismo de esta categoŕıa, φ : (M,%) → (M ′, %′) es una
aplicación A–lineal φ de M sobre M ′ verificando la regla conmutativa:

(φ⊗B A) ◦ % = %′ ◦ φ.

El siguiente lema es una generalización de la observación de T. Brzeziński [17, Example
2.1]

Lema. La categoŕıa de descent data Descϕ asociada a cualquier extensión de K–anillos
con unidades locales ϕ : B → A es isomorfa a la categoŕıa de A ⊗B A–comódulos por la
derecha, donde A⊗A A es el A–coanillo canónico de Sweedler asociado a ϕ.

Demostración. Resulta inmediata utilizando las dos condiciones de un descent datum jun-
tos con los isomorfismos canónicos para obtener las propiedades coasociativa, counitaria y
vice-versa.

Ejemplo 1.2.6. Sea A y (C, δ, ε), respectivamente, una K–álgebra y una K–coálgebra.
Considere A como A–coanillo trivialmente, según el Ejemplo 1.1.20, A⊗KC es el A⊗KK–
coanillo producto tensor de A con C cuya A–acción por la derecha es (a⊗K c)a

′ = aa′⊗K c,
para todo a, a′ ∈ A y c ∈ C, la comultiplicación es A⊗K δ y la counidad es A⊗K εC .

Sea M un A–módulo por la derecha que es también un C–comódulo por la derecha
(M,ρM), tales que

ρM(ma) = m(0)a⊗K m(1), para todo m ∈M, y a ∈ A. (1.12)

Un morfismos f : (M,ρM) → (M ′, ρM ′) entre dos objetos de este mismo tipo, es un
morfismo C–colineal y A–lineal por la derecha. Claramente ρM : M → M ⊗K C ∼= M ⊗A
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(A ⊗K C), induce sobre M un estructura de A ⊗K C–comódulo por la derecha por la
cual cualquier morfismo C–colineal y A–lineal por la derecha es (A⊗K C)–colineal por la
derecha. Rećıprocamente, cualquier A ⊗K C–comódulo por la derecha (M,ρM) es un C–
comódulo por la derecha que satisface la ecuación (1.12) y por supuesto cualquier morfismo
(A⊗K C)–colineal por la derecha es un morfismo C–colineal y A–lineal por la derecha.
Notemos que este tipo de comódulos ha sido estudiado por F. W. Long en [72, Section 3]
bajo el nombre de Dimódulos , pero para el caso A = C = H una K–álgebra de Hopf.

1.2.7. En la Observación 1.1.24(b),(c), se ha visto que un coanillo sobre una K–álgebra A
y con elemento grouplike se convierten en anillo unitario cuya counidad es una extensión
de anillos, lo que es equivalente, según [18, Lemma 5.1], a que A sea un comódulo por la
derecha ó por la izquierda. El caso de A un K–anillo con unidades locales, este resultado
tiene su versión como sigue.

Proposición. Sea A un K–anillo con unidades locales y C un A–coanillo. Supongamos
que (A, ρA) (o (A, λA)) es un C–comódulo por la derecha (o por la izquierda) y supongamos
además que, para cualquier c, c′ ∈ C, existe una unidad e ∈ Idemp(A), ec = ce = c,
ec′ = c′e = c′, tal que eρA(e) = ρA(e) (ó λA(e) = λA(e)e). Entonces, C es un K–anillo con
unidades locales, cuya multiplicación convierte ε : C → A en una extensión de K–anillos
con unidades locales.

Demostración. La multiplicación de C, viene dada por

C⊗K C // C

c⊗K c
′ � // cε(c′) + ε(c)c′ − ε(c)ρA(ε(c′)).

Si A es un C–comódulo por la izquierda, se define la multiplicación por c.c′ = cε(c′) +
ε(c)c′− λA(ε(c))ε(c′). Es fácil de comprobar que es asociativa. Sean c, c′ ∈ C, por hipótesis
existe e ∈ Idemp(A) tales que ec = ce = c, ec′ = c′e = c′ y que eρA(e) = ρA(e) := g, se
tiene pues ε(g) = e y

c.g = ε(c)g + ce− ε(c)ρA(e) = ce = c

lo mismo pasa con c′ i.e. c′.g = c′; de otra parte

g.c = ec+ gε(c)− eρA(ε(c))
= c+ gε(c)− eρA(eε(c))
= c+ gε(c)− eρA(e)ε(c)
= c+ gε(c)− gε(c) = c

y lo mismo pasa con c′ i.e. g.c′ = c′. Por lo tanto C es un K–anillo con unidades locales.
Falta ver que ε es morfismo de K–anillos con unidades locales; pero esto es inmediato
usando la propiedad counitaria de ρA.

Ejemplo concreto de la Proposición 1.2.7 lo proporcionan los coanillos de Sweedler. En
efecto sea ϕ : B → A una extensión de K–anillos con unidades locales y A⊗B A el coanillo
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asociado. La coacción de A viene dada por

ρA : A // A⊗B A
a � // ϕ(e)⊗B a

donde ϕ(e) ∈ ϕ(Idemp(B)) es una unidad de a. Está claro que ϕ(e)ρA(ϕ(e)) = ρA(ϕ(e)).
Por lo tanto, según la Proposición 1.2.7 A⊗B A es un K–anillo con unidades locales cuya
multiplicación A⊗B A→ A es una extensión de K–anillos con unidades locales.

1.2.8. Sea A un K–anillo con unidades locales, C un A–coanillo. Consideramos (M,ρM)
un (A′,C)–comódulo, para un cierto K–anillo con unidades locales A′. Eso es un (A′, A)–
bimódulo con una C–coacción por la derecha ρM que es A′–lineal por la izquierda. Sea X
cualquier A′–módulo por la derecha, entonces ρX⊗A′M = X⊗A′ρM : X⊗A′M → X⊗A′M⊗A
C, induce una estructura de C–comódulos por la derecha sobre X ⊗A′ M . Está claro que,
para cualquier morfismo de A′–módulos por la derecha f : X → X ′, se tiene un morfismo
de C–comódulos por la derecha f ⊗A′M . Esto determina el funtor −⊗A′M :MA′ →MC.
De otra parte, para cada C–comódulo (Y, ρY ), el K–módulo HomC(M,Y )A′ admite una
A′–acción por la derecha, lo que da razón al funtor HomC(M,−)A′ : MC → MA′ . Estos
funtores inducen la siguiente adjunción

HomA(X ⊗A′ M,Y ) // HomA′(X,HomA(M,Y )A′)oo

HomC(X ⊗A′ M,Y ) //?�

OO

HomA′(X,HomC(M,Y )A′),
?�

OO

oo

véase el caṕıtulo de apéndices sección A.2, para la adjunción de la primera fila. De esta
manera HomC(C,−)A es un adjunto por la derecha de − ⊗A C. De otra parte el funtor
del olvido (olvidando la estructura de comódulo) UA : MC → MA es un adjunto por la
izquierda de −⊗A C, v́ıa el isomorfismo natural

HomA(X,X ′)
adjX,X′ // HomC(X,X ′ ⊗A C)

f � // (f ⊗A C) ◦ ρM
(X ⊗A ε) ◦ g g�oo

(1.13)

para cualquier pareja (XC, X
′
A) formada por un comódulo y un módulo, denotaremos UA a

− ⊗A C, véase [58].

Observación 1.2.9. La categoŕıa MC tiene conúcleos y coproducto y que pueden calcu-
larse en la categoŕıa MA. Aśı MC admite cualquier ĺımite inductivo. Análogamente, las
mismas observaciones tienen lugar en CM.

Lema 1.2.10. Sea A un K–anillo con unidades locales y C un A–coanillo. Si AC es plano,
entonces MC es una categoŕıa abeliana.

Coanillos y Categoŕıas de Comódulos.
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Demostración. Según la Observación 1.2.9, basta comprobar la existencia de núcleos,
porque el isomorfismo núcleo-conúcleo y conúcleo-núcleo se hace enMA. Sea f : (M,ρM)→
(M ′, ρM ′) un morfismo de C–comódulos por la derecha, consideramos la siguiente sucesión
exacta en MA

0 // Ker(f) // M // M ′

haciendo actuar el funtor exacto − ⊗A C, se tiene, por la propiedad universal del núcleo,
el siguiente diagrama conmutativo en MA

0 // Ker(f)

ρKer(f)

���
�
�

// M
f //

ρM

��

M ′

ρM′

��
0 // Ker(f)⊗A C // M ⊗A C // M ′ ⊗A C.

Luego Ker(f) admite un estructura de C–comódulo por la derecha, por el cual se convierte
en el núcleo de f en la categoŕıa MC.

Ejemplo 1.2.11. Sea A una K–álgebra e ∈ A un idempotente, f = 1 − e. Supongamos
que fAe = 0; en este caso se tiene ae = eae, para cualquier a ∈ A. Consideramos I =
eA, entonces I es un ideal bilátero con la multiplicación por la izquierda viene dada por
a′(ea) = e(a′ea), para cualquier a, a′ ∈ A. El A–bimódulo I es en realidad un A–coanillo
idempotente. Considere los siguientes funtores

F = −⊗eAe eA :MeAe
//MI , G = −⊗A Ae :MI //MeAe,

está claro que las transformaciones naturales

FG(M) // M,

m⊗A ae⊗eAe ea′ � // m(aea′)

GF (N) // N

n⊗eAe ea⊗′A ae
� // n(eaa′e),

donde M ∈MI y N ∈MeAe, son isomorfismos naturales. Por lo tantoMI es una categoŕıa
de Grothendieck. Mientras que AI no es plano excepto si eAeI lo es.

El siguiente resultado es para clarificar la situación creada por el Ejemplo 1.2.11.

Proposición 1.2.12. Sea A un K–anillo con unidades locales y C un A–coanillo. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes

(i) AC es un módulo plano;

(ii) MC es una categoŕıa abeliana y UA :MC →MA es exacto por la izquierda;

(iii) MC es una categoŕıa de Grothendieck y UA :MC →MA es exacto por la izquierda.
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Demostración. (i) ⇒ (iii) La exactitud del funtor − ⊗A C : MA → MA implica que
los núcleos en MC pueden ser calculados ya en MA, como hemos comprobado en Lema
1.2.10. Esto da queMC es una categoŕıa abeliana co-completa con el ĺımite directos exactos.
Necesitaremos pues de encontrar un generador paraMC. Por esto, vamos a proceder como
en la demostración de [100, 13.13]. Sea (M,ρM) ∈ MC y (M,%M) es A–módulo unitario
por la derecha sub-yacente de M . Existe K(I) →M → 0 una representación libre de M en
MK, esto implica una representación de forma

A(I) →M ⊗K A→M → 0

luego se tiene

C(I) ∼= A(I) ⊗A C
g // M ⊗A C // 0

g−1(M) //
?�

OO

M
?�

ρM

OO

// 0

está claro ahora que

gr =
⊕
{L|L es un subcomódulo de Ck, k ∈ N}

es un generador de MC. Claramente, el funtor del olvido UA : MC → MA es exacto en
este caso.
(iii)⇒ (ii) Esto es evidente.
(ii)⇒ (i) Recuerde que UA es un adjunto por la izquierda de −⊗A C, entonces, según [89,
Corollary 3.2.3], − ⊗A C : MA → MC es exacto por la izquierda, luego UA ◦ (− ⊗A C) :
MA →MA es exacto también. Por lo tanto, AC es plano.

Observación 1.2.13. Sea C un A–coanillo. El Ejemplo 1.2.11 nos dice que si MC es
una categoŕıa de Grothendieck, entonces AC no debe de ser necesariamente plano. Esto
demuestra que la conjetura de M. Wischnewsky [103, Conjecture 14] es falsa, si la coálgebra
de alĺı se reemplaza por un coanillo con anillo de escalares cualquiera, véase [3].

Como consecuencia de la demostración de la Proposición 1.2.12, se tiene

Corolario 1.2.14. Si AC es un módulo plano, entonces cada C–comódulo por la derecha
es isomorfo a un subcomódulo de un comódulo C–generado (se dice sub-generado por C).

En lo siguiente vamos a recordar de [96] el producto convolución sobre los duales
(izquierda, derecha) y el bi-dual de un coanillo. Aśı sus relaciones con los anillos de endo-
morfismos colineales y el anillo de escalares de base.

Proposición 1.2.15. Sea A un K–anillo con unidades locales y C un A–coanillo.

(a) El dual por la derecha C∗ es una K–álgebra con la unidad ε, donde para σ, σ′ ∈ C∗, el
producto σ′σ es la composición

C
∆ // C⊗A C

σ′⊗AC // C⊗A A ∼= C
σ // A;
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es decir que
σ′σ = σ ◦ (σ′ ⊗A C) ◦∆,

y C∗ es una anti-extensión de A, v́ıa

A
ρ // C∗

a � // [c 7→ aε(c)],

de esta manera la estructura de A–bimódulo sobre C∗ inducida por ρ coincide con la
A–biacción canónica de HomA(CA, A). Además existe un anti-isomorfismo de anillos

End(CC) // C∗

f � // ε ◦ f
(g ⊗A C) ◦∆ g�oo

(b) El dual por la izquierda ∗C es una K–álgebra con la unidad ε, donde para δ, δ′ ∈ ∗C, el
producto δ′δ es la composición

C
∆ // C⊗A C

C⊗Aδ // C⊗A A ∼= C
δ′ // A,

es decir
δ′δ = δ′ ◦ (C⊗A δ) ◦∆

y ∗C es una anti-extensión de A, v́ıa

A
λ // ∗C

a � // [c 7→ ε(c)a].

de esta manera la estructura de A–bimódulo sobre ∗C inducida por λ coincide con la
A–biacción canónica de HomA(AC, A). Además existe un isomorfismo de anillos

End(CC) // ∗C

f � // ε ◦ f
(C⊗A g) ◦∆ g�oo

(c) El bi-dual ∗C∗ es una K–álgebra con la unidad ε, donde para f, g ∈ ∗C∗, el producto
gf es la composición

gf : C
∆ // C⊗A C

g⊗Af // A

y ∗C∗ es una extensión de CA, v́ıa

CA
ζ // ∗C∗

a � // [c 7→ ε(c)a = aε(c)].
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Demostración. Véase [96, Proposition 3.2].

Ejemplo 1.2.16. Presentamos aqúı ejemplos de K–álgebras duales de algunos caso de
coanillos.

(1) Sea A un K–anillo con unidades locales considerado como A–coanillo trivialmente. En-
tonces A∗ = End(AA) y ∗A = End(AA), que son canónicamente K–álgebras extensiones
de A.

(2) [96]. Sea ϕ : B → A una extensión de K–anillos con unidades locales A–coanillo de
Sweedler asociado a ϕ. Consideramos las siguientes aplicaciones A–bilineales

(A⊗B A)∗ // End(AB)

f � Φ // [a 7→ f(a⊗B ϕ(e)), ae = ea = a, e ∈ Idemp(B)]

[a⊗B a′ 7→ g(a)a′] g.�Ψoo

Es fácil de comprobar que Φ y Ψ establecen un anti-isomorfismo de K–álgebras.
Análogamente, existe anti-isomorfismo de K–álgebras (A ⊗B A)∗ ∼= End(BA). Final-
mente, si A y B son dos K–álgebras, entonces ∗(A⊗B A)∗ ∼= AB donde AB es el sub-
anillo de A de los elementos invariantes respeto a la acción de B (o el centralizador de
ϕ(B) en A).

(3) Sea A una K–álgebra y C una K–coálgebra. Consideramos pues el A–coanillo producto
tensor de C y A: C⊗KA. El opuesto del dual por la derecha (C⊗KA)∗ es canónicamente
isomorfo al K–módulo HomK(C,A), aśı el producto de convolución de este dual se
trasforma al siguiente producto

(f ∗ g)(c) =
∑

f(c(1))g(c(2)), c ∈ C, f, g ∈ HomK(C,A),

muy conocido en la teoŕıa de coálgebras, véase [94].

Observación 1.2.17. Sea A un K–anillo con unidades locales y C un A–coanillo. Cada
C–comódulo por la derecha (M,ρM), admite un acción por la izquierda del anillo dual ∗C
dada por

δ.m = (M ⊗A δ) ◦ ρM(m), para todo δ ∈ ∗C y m ∈M. (1.14)

Sea ahora f : (M,ρM)→ (M ′, ρM ′) un morfismo C–colineal, sean δ ∈ ∗C, m ∈M , se tiene
pues

δf(m) = (M ′ ⊗A δ) ◦ ρM ′(f(m))
= (M ′ ⊗A δ) ◦ (f ⊗A C) ◦ ρM(m), (f es C− colineal)
= f ◦ (M ⊗A δ) ◦ ρM(m), (f es A− lineal)
= f(δm).

Esto define el funtor ωr :MC → ∗CM. Por simetŕıa se tiene el funtor ωl : CM→MC∗ , la
acción del dual por la derecha sobre los comódulos por la izquierda, viene dada por: Para
cada C–comódulo por la izquierda (N, λN)

n.σ = (σ ⊗A N) ◦ λN(n), para todo σ ∈ C∗ y n ∈ N. (1.15)

Finalmente, aplicando eso al propio coanillo C, observamos que C es un (∗C,C∗)–bimódulo.
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Proposición 1.2.18. Sea A un K–anillo con unidades locales y C un A–coanillo.

(a) El dual M∗ de cualquier C–comódulo por la derecha M tiene una estructura de C∗–
módulo por la derecha que viene dada por

x.σ = σ ◦ (x⊗A C) ◦ ρM , para todo x ∈M∗ y σ ∈ C∗.

De esta manera, el funtor dual (−)∗ :MA → AM se extiende al funtor (−)∗ :MC →
MC∗ tal que el diagrama

MC
(−)∗ //

UA
��

MC∗

Ur

��
MA

(−)∗ //
AM

conmutativo, donde U r :MC∗ → AM es el funtor restricción de escalares asociado al
anti-morfismo canónico ρ : A→ C∗, enviando ρa : c 7→ aε(c), a ∈ A.

(b) El dual ∗N de cualquier C–comódulo por la izquierda N tiene una estructura de ∗C–
módulo por la izquierda que viene dada por

δ.y = δ ◦ (C⊗A y) ◦ λN , para todo y ∈ ∗N y δ ∈ C∗.

De esta manera, el funtor dual ∗(−) : AM→MA se extiende al funtor ∗(−) : CM→
∗CM tal que el diagrama

CM
∗(−) //

AU
��

∗CM
U l

��
AM

∗(−) // MA

conmutativo, donde U l : ∗CM→ MA es el funtor restricción de escalares asociado al
anti-morfismo canónico λ : A→ ∗C, enviando λa : c 7→ ε(c)a, a ∈ A.

Demostración. Basta comprobar (a), porque (b) es una versión simétrica. Sea M ∈MC y
x ∈M∗, σ, σ′ ∈ C∗; es suficiente comprobar que (x.σ).σ′ = x.(σ.σ′), pues

(x.σ).σ′ = σ′ ◦ ((x.σ)⊗A C) ◦ ρM
= σ′ ◦ ((σ ◦ x⊗A C ◦ ρM)⊗A C) ◦ ρM
= σ′ ◦ (σ ⊗A C) ◦ (x⊗A C⊗A C) ◦ (ρM ⊗A C) ◦ ρM
= σ′ ◦ (σ ⊗A C) ◦ (x⊗A ∆) ◦ ρM ;

y de otra parte

x.(σ.σ′) = (σ.σ′) ◦ (x⊗A C) ◦ ρM
= σ′ ◦ (σ ⊗A C) ◦∆ ◦ (x⊗A C) ◦ ρM
= σ′ ◦ (σ ⊗A C) ◦ (x⊗A C) ◦ ρM ,
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porque ∆ es A–lineal por la izquierda, lo que nos da la igualdad deseada. Ahora consider-
amos un morfismo C–colineal por la derecha f : M → L y f ∗ : L∗ → M∗ su dual por la
derecha. Sea y ∈ L∗, x ∈M∗ y σ ∈ C∗, entonces

f ∗(y.σ) = σ ◦ (y ⊗A C) ◦ ρL ◦ f
= σ ◦ (y ⊗A C) ◦ (f ⊗A C) ◦ ρM , f es colineal
= σ ◦ ((y ◦ f)⊗A C) ◦ ρM
= f ∗(y).σ .

Por lo tanto (−)∗ :MC →MC∗ es un funtor bien definido. Finalmente, sea x ∈M∗, a ∈ A
y m ∈M , entonces

(a.x)(m) = (x.ρa)(m) = ρa ◦ (x⊗A C) ◦ ρM(m)
=

∑
i ρa(x(mi)ci), ρM(m) =

∑
imi ⊗A ci

=
∑

i aε(x(mi)ci)
=

∑
i ax(mi)ε(ci)

= ax(m),

entonces el citado diagrama es conmutativo.

Observación 1.2.19. Sea A un K–anillo con unidades locales y C un A–coanillo. Una
demostración alternativa de la Proposición 1.2.18 se puede dar, como sigue. Para todo C–
comódulo por la derecha M , el K–módulo HomC(M,C) se convierte canónicamente en un
End(CC)–módulo por la izquierda. Ahora utilizaremos el isomorfismo de anillos End(CC)o ∼=
C∗ y el isomorfismo HomC(M,C) ∼= M∗, para trasladar esta acción por la izquierda a una
estructura de C∗–módulo por la derecha. Unos cálculos triviales muestran que esta acción
por la derecha coincide con la acción citada en la Proposición 1.2.18. Como el isomorfismo
HomC(−,C) ∼= (−)∗ es natural, se tiene que cada morfismo f en la categoŕıa MC da el
morfismo f ∗ en la categoŕıa C∗M. Por lo tanto, se tiene el funtor (−)∗ : MC → C∗M.
Finalmente la conmutatividad del citado diagrama, viene del efecto de que el isomorfismo
End(CC)o ∼= C∗ actúa como identidad sobre Ao. El siguiente diagrama (no-conmutativo),
resume la situación hasta hora:

MC
(−)∗ //

UA

��

ωr

""FFFFFFFFFFFFFFFFFF MC∗

Ur

��

∗CM

U l

��

CM

ωl

<<xxxxxxxxxxxxxxxxxx∗(−)oo

AU

��

MA

−⊗AC

OO

""FFFFFFFFFFFFFFFFFF

(−)∗ //
AM

−⊗AoC∗

OO

MA

∗C⊗Ao−

OO

AM

C⊗A−

OO

∗(−)
oo

<<xxxxxxxxxxxxxxxxxx

(1.16)
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donde cada pareja de flechas de va y viene, representa una adjunción canónica.

Observación 1.2.20. En la Proposición 1.2.18 no se consigue dar una estructura de
comódulo sobre el dual de un comódulo. Pero existen casos, donde el dual si hereda una
coacción. Sea pues A un K–anillo con unidades locales y C un A–coanillo. Adaptamos
la siguiente notación, para cualquier (M,ρM) C–comódulo por la derecha, definimos la
siguiente transformación natural

ξM : M∗ = HomA(M,A) // HomA(M,C)

x � // (x⊗A C) ◦ ρM ,

que es además un morfismo A–lineal por la izquierda.

(1) Consideramos (P, ρP ) un C–comódulo por la derecha tal que PA sea un módulo finita-
mente generado y proyectivo; considere {p∗i , pi} ⊆ Σ∗ × Σ un base dual finita por la
derecha, es decir, la siguiente igualdad

u =
∑
i

pip
∗
i (u), ∀u ∈ PA (1.17)

es satisfecha. Primero, se sabe del caṕıtulo de apéndices sección A.2, que P ∗ es un A–
módulo unitario finitamente generado y proyectivo. Es fácil comprobar que la aplicación
A–lineal por la izquierda

λP ∗ : P ∗ // C⊗A P ∗

x � //
∑

i((x⊗A C)ρP )(pi)⊗A p∗i =
∑

i ξP (x)(pi)⊗A p∗i

induce sobre P ∗ un estructura de C–comódulo por la izquierda. Observe que λP ∗ es
independiente de la base dual escogida. En efecto, dada otra base dual finita por la
derecha {qj, q∗j} de PA, utilizando el isomorfismo de la ecuación (A.5) (véase el caṕıtulo
de apéndices), se tiene el isomorfismo

ξ : P ⊗A P ∗
ξP,P // End(PA)

u⊗A ϕ � // [v 7→ uϕ(v)]∑
i g(pi)⊗A p∗i g�oo

(1.18)

y luego

((x⊗A C) ◦ ρP )⊗A P ∗(
∑
i

pi ⊗A p∗i ) = ((x⊗A C) ◦ ρP )⊗A P ∗(
∑
j

qj ⊗A q∗j )

(2) Como en el caso unitario, para cualquier QA un módulo plano, MA un módulo finita-
mente presentado y ANA, existe un isomorfismo

νM,Q,N : Q⊗A HomA(M,N) // HomA(M,Q⊗A N)

q ⊗A f � // [m 7→ q ⊗A f(m)] ,

Coanillos y Categoŕıas de Comódulos.
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natural sobre (Q,N). Además si Q es un A–bimódulos unitario, entonces νM,Q,N es
A–lineal por la izquierda.

Supongamos ahora que CA es un módulo plano y consideramos (M,ρM) un C–comódulo
por la derecha tal que MA es un módulo finitamente presentado. El dual M∗ se injecta
en un A–módulo por la izquierda unitario, luego AM

∗ el mismo es unitario. Definimos

λM∗ : M∗ ξM // HomA(M,C) ∼= HomA(M,C⊗A A)
ν−1
M,C,A// C⊗AM∗.

Vamos a comprobar que (M∗, λM∗) es un C–comódulo por la izquierda. Como com-
posición de aplicaciones A–lineales, λM∗ es A–lineal por la izquierda. La propiedad
counitaria viene del siguiente diagrama

HomA(M,C)
ν−1
M,C,A //

hA(M,ε)
��

C⊗AM∗

ε⊗AM∗

��
HomA(M,A)

ν−1
M,A,A // A⊗AM∗

que es conmutativo gracia a la naturalidad de ν−1
M,−,−. Consideramos ahora el siguiente

diagrama

M∗ ξM //

ξM

��

HomA(M,C)
ν−1
M,C,A //

F

��

(2)

C⊗AM∗

∆⊗AM∗

��

HomA(M,C) F //

ν−1
M,C,A

��

(1)

HomC(M,C⊗A C⊗A C)

G

��
C⊗AM∗ C⊗AξM // C⊗A HomA(M,C)

C⊗Aν−1
M,C,A // C⊗A C⊗AM∗

donde F = hC(M,C⊗A∆)◦adjM,C y G = ν−1
M,C,C ◦adj

−1
M,C⊗AC, véase la ecuación (1.13) y

las convenciones y notaciones de esta memoria. El rectángulo (1) es fácil de comprobar
que es conmutativo. Por la conmutatividad de (2), se utilisa la siguiente composición

νM,C⊗AC,A = νM,C,C ◦ (C⊗A νM,C,A)

de isomorfismos naturales. Aśı tendremos la conmutatividad del diagrama total.

Ejemplo 1.2.21. En general los duales (i.e. izquierda, derecha) de un coanillo son dos
anillos distintos. El siguiente ejemplo confirma este hecho. Considere D una K–álgebra

de división. Considere el anillo de matrices generalizadas

(
D V
0 D

)
, donde V es un doble-

espacio vectorial sobre D cuya dimensión por la izquierda dim(DV ) ≥ 1, denotemos por

e =

(
1 0
0 0

)
, y f = 1− e =

(
0 0
0 1

)
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Está claro que fAe = 0 y que eAe = D. Consideramos IA = eA el A–coanillo idempotente
como en el Ejemplo 1.2.11. Se puede comprobar entonces que

C∗ ∼= D, mientras que ∗C ∼= End(D(D ⊕ V )).

1.3. (Bi)-comódulos y (Bi)-módulos (Bi)-racionales

Consideramos A y B dos K–anillos con unidades locales. Sean C y D, respectivamente,
un A–coanillo y un B–coanillo. Consideramos M un (A,B)–bimódulo tal que (M,ρM) ∈
MD y (M,λM) ∈ CM. Un calculo trivial demuestra que

ρM : (M,λM)→ (M ⊗B D, λM ⊗B D)

es un morfismo de C–comódulos por la izquierda si y sólo si

λM : (M,ρM)→ (C⊗AM,C⊗A ρM)

es un morfismo de D–comódulos por la derecha. Si el bimódulo M satisface una de las
condiciones equivalentes de antes, se le llama un (C,D)-bicomódulo. Un morfismo de (C,D)-
bicomódulos f : M → M ′ es un morfismo C–colineal por la derecha y D–colineal por la
izquierda. Los (C,D)–bicomódulos y sus morfismos forman la categoŕıa CMD.

Como en el caso de módulos sobre anillos unitarios, los bicomódulos cuyos anillos de
escalares son K–álgebras, son también comódulos (por la derecha), véase [53]. Ahora en
adelante utilizaremos la siguiente notación: Para cualquier n ∈ N∗, S un K–anillo con
unidades locales y V un S–bimódulo unitario, denotemos

V n = V ⊗S V ⊗S · · · ⊗S V, el producto tensor n veces.

Proposición 1.3.1. Sean A, B dos K–álgebras y C, D, respectivamente, un A–coanillo,
un B–coanillo. Entonces existe un isomorfismo de categoŕıas CMD ∼=MCo⊗KD que hace el
siguiente diagrama conmutativo

CMD
∼= //

AUB

��

MCo⊗KD

UAo⊗KB

��

AMB

∼= //MAo⊗KB

Demostración. Denotemos por R = Ao ⊗K B y por E = Co ⊗K D el R–coanillo producto
tensor de Co y D, con la comultiplicación y la counidad de la Proposición 1.1.20. Sea
(M,ρM , λM) ∈ CMD, como bimódulo está claro que M ∈MR, consideramos

ρ′M : M
ρM // M ⊗B C

λM⊗BD // C⊗AM ⊗B D
ξM // M ⊗R E

m � // m(0) ⊗B m(1)
� // m(−1) ⊗A m(0) ⊗B m(1)

� // m(0) ⊗R (mo
(−1) ⊗K m(1)),

(1.19)
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donde ξ− es la transformación natural del Lema A.3.1 del caṕıtulo apéndices. Comprobare-
mos pues si ρ′M induce sobre MR una estructura de E–comódulo por la derecha. Está claro
que ρ′M es R–lineal por la derecha y que

(M ⊗R εE) ◦ ρ′M(m) = m(0)(ε(m(−1))
o ⊗K ε(m(1))) = ε(m(−1))m(0)ε(m(1)) = m.

lo que nos da la propiedad counitaria. Por la coasociatividad, se considera el siguiente
diagrama

M
ρ //

(1)
ρ

��

M ⊗B D
λ⊗BD //

(2)
M⊗B∆

��

C⊗AM ⊗B D
ξM //

(7)

C⊗AM⊗B∆

��

M ⊗R C⊗K D

M⊗R∆E

��

M ⊗B D
ρ⊗BD //

(3)
λ⊗BD

��

M ⊗B D2 λ⊗BD2
//

(4)
λ⊗BD2

��

C⊗AM ⊗B D2

∆⊗AM⊗BD2

��
C⊗AM ⊗B D

ξM

��

C⊗Aρ⊗BD//

(5)

C⊗AM ⊗B D2

ξM⊗BD

��

C⊗Aλ⊗BD2
//

(6)

C2 ⊗AM ⊗B D2

ξC⊗AM⊗BD

��
M ⊗R E

ρ⊗RE // M ⊗B D⊗R E
λ⊗BD⊗RE// C⊗AM ⊗B D⊗R E

ξM⊗RE // M ⊗R E2

ahora los rectángulos (1), (2), (3) y (4) son conmutativos por hipótesis. La transformación
natural ξ−, implica la conmutatividad de (5) y (6). Falta comprobar si el rectángulo (7) es
conmutativo, para ello, sean c ∈ C, m ∈M , d ∈ D.

(ξM ⊗R E) ◦ (ξC⊗AM⊗BD) ◦ (∆⊗AM ⊗B D⊗B D) ◦ C⊗AM ⊗B ∆(c⊗A m⊗B d)
= (ξM ⊗R E) ◦ (ξC⊗AM⊗BD) ◦∆⊗AM ⊗B D⊗B D(c⊗A m⊗B d(1) ⊗B d(2))
= (ξM ⊗R E) ◦ ξC⊗AM⊗BD(c(1) ⊗A c(2) ⊗A m⊗B d(1) ⊗B d(2))
= ξM ⊗R E(c(2) ⊗A m⊗B d(1) ⊗R

(
(c(1))

o ⊗K d(2)

)
)

= m⊗R
(
(c(2))

o ⊗K d(1)

)
⊗R
(
(c(1))

o ⊗K d(2)

)
= m⊗R (co(1) ⊗K d(1))⊗R (co(2) ⊗K d(2))

= m⊗R ∆E(co ⊗K d)
= (M ⊗R ∆E) ◦ ξM(c⊗A m⊗B d),

entonces (7) es conmutativo. Por lo tanto el diagrama entero lo es, lo que implica que
(MR, ρ

′
M) ∈ ME. Sea f : M → N en la categoŕıa CMD y consideramos (MR, ρ

′
M) y

(NR, ρ
′
N) como objetos de ME con la coacción de la ecuación (1.19). El morfismo f es
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R–lineal y por definición se tiene

ρ′N ◦ f = ξN ◦ (λN ⊗B D) ◦ ρN ◦ f
= ξN ◦ (λN ⊗B D) ◦ (f ⊗B D) ◦ ρM , f es D− colineal
= ξN ◦ ((C⊗A f ◦ λM)⊗B D) ◦ ρM , f es C− colineal
= ξN ◦ (C⊗A f ⊗B D) ◦ (λM ⊗B D) ◦ ρM
= (f ⊗R E) ◦ ξM ◦ (λM ⊗B D) ◦ ρM , ξ− es natural
= (f ⊗R E) ◦ ρ′M

es decir que f es E–colineal por la derecha. Esto nos da el primer funtor del citado isomor-
fismo. Consideramos esta vez cualquier comódulo (M,ρ′M) ∈ ME junto con su estructura
canónica de (A,B)–bimódulo. Se puede considerar los siguientes morfismos de (A,B)–
bimódulos

λM : M
ρ′M // M ⊗R E

ξ−1
M // C⊗AM ⊗B D

C⊗AM⊗BεD // C⊗AM

ρM : M
ρ′M // M ⊗R E

ξ−1
M // C⊗AM ⊗B D

εC⊗AM⊗BD// M ⊗B D.

(1.20)

Vamos a comprobar que (AM,λM) ∈ CM. Antes de nada, notemos que X⊗RE es impĺıcita-
mente considerado como (A,B)–bimódulo, para cualquier R–módulo por la derecha (o un
(A,B)–bimódulo), usando la estructura de R–módulo por la derecha de E. Por definición,
se tiene el siguiente diagrama

M
ρ′M //
(1)

ρ′M
��

M ⊗R E
ξ−1
M //

M⊗R∆
��

(4)

C⊗AM ⊗B D
C⊗AM⊗Bε// C⊗AM

∆⊗AM

��

M ⊗R E
ρ′M⊗RE

//

(2)
ξ−1
M

��

M ⊗R E2

ξ−1
M⊗RE

��
C⊗AM ⊗B D

C⊗Aρ′M⊗BD
//

(3)
C⊗AM⊗Bε

��

C⊗A (M ⊗R E)⊗B D

C⊗A(M⊗RE)⊗Bε
��

C⊗AM
C⊗Aρ′M // C⊗A (M ⊗R E)

C⊗Aξ−1
M // C2 ⊗AM ⊗B D

C2⊗AM⊗Bε// C2 ⊗AM

los rectángulos (1), (2) y (3) son claramente conmutativos, la conmutatividad de (4), se
deduce después de comparar la siguiente ecuación

(∆⊗AM) ◦ (C⊗AM ⊗B ε) ◦ ξ−1
M (m⊗R (co ⊗K d))

= (∆⊗AM) ◦ C⊗AM ⊗B ε(c⊗A m⊗B d)
= c(1) ⊗A c(2) ⊗A mε(d)
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con esta otra

(C⊗A C⊗AM ⊗B ε) ◦ (C⊗A ξ−1
M ) ◦ (C⊗A (M ⊗R E)⊗B ε) ◦ (ξM⊗RE) ◦M ⊗R ∆(m⊗R (co ⊗K d))

= (C⊗A C⊗AM ⊗B ε) ◦ (C⊗A ξ−1
M ) ◦ (C⊗A (M ⊗R E)⊗B ε)

◦(ξM⊗RE)(m⊗R ((c(2))
o ⊗K d(1))⊗R ((c(1))

o ⊗K d(2)))
= (C⊗A C⊗AM ⊗B ε) ◦ (C⊗A ξ−1

M )
◦(C⊗A (M ⊗R E)⊗B ε)(c(1) ⊗A (m⊗R ((c(2))

o ⊗K d(1)))⊗B d(2))
= (C⊗A C⊗AM ⊗B ε) ◦ C⊗A ξ−1

M (c(1) ⊗A (m⊗R ((c(2))
o ⊗K d(1)))ε(d(2)))

= C⊗A C⊗AM ⊗B ε(c(1) ⊗A c(2) ⊗A m⊗B d(1)ε(d(2)))
= c(1) ⊗A c(2) ⊗A mε(d)

lo que implica la conmutatividad de todo el diagrama y por consecuencia (AM,λM) ∈
CM. Escogiendo esta vez el objeto (MB, ρM) con ρM definida como en la ecuación (1.20),
podemos comprobar de la misma manera que (MB, ρM) es un D–comódulo por la derecha.
Ahora es fácil de comprobar que cada morfismo R–colineal por la derecha f : (MR, ρ

′
M)→

(NR, ρ
′
N), induce un morfismo C–colineal por la izquierda f : (AM,λM) → (AN, λN) y

un morfismo D–colineal por la derecha f : (MB, ρM) → (NB, ρN). Falta comprobar la
compatibilidad entre estas dos estructuras, es decir la igualdad (C⊗A ρM) ◦ λM = (λM ⊗B
D) ◦ ρM , para cada (MR, ρ

′
M) ∈ME. Para ello

(C⊗A ρM) ◦ λM = (C⊗A ε⊗AM ⊗B D) ◦ (C⊗A ξ−1
M )

◦(C⊗A ρ′M) ◦ (C⊗AM ⊗B ε) ◦ ξ−1
M ◦ ρ′M

= (C⊗A ε⊗AM ⊗B D) ◦ (C⊗A ξ−1
M ) ◦ (C⊗A (M ⊗R E)⊗B ε)

◦(C⊗A ρ′M ⊗B D) ◦ ξ−1
M ◦ ρ′M

= (C⊗A ε⊗AM ⊗B D) ◦ (C⊗A C⊗AM ⊗B D⊗B ε) ◦ (C⊗A ξ−1
M ⊗B D)

◦(C⊗A ρ′M ⊗B D) ◦ ξ−1
M ◦ ρ′M

= (C⊗A ε⊗AM ⊗B D) ◦ (C⊗A C⊗AM ⊗B D⊗B ε) ◦ (C⊗A ξ−1
M ⊗B D)

◦(ξ−1
M⊗RE) ◦ (ρ′M ⊗R E) ◦ ρ′M

de otra parte es fácil de comprobar que

(∆⊗AM ⊗B ∆) ◦ ξ−1
M ◦ ρ

′
M = (C⊗A ξ−1

M ⊗B ξ
−1
M⊗RE) ◦ (ρ′M ⊗R E) ◦ ρ′M . (1.21)

Entonces

(C⊗A ρM) ◦ λM = (C⊗A ε⊗AM ⊗B D) ◦ (C⊗A C⊗AM ⊗B D⊗B ε)
◦(∆⊗AM ⊗B ∆ ◦ ξ−1

M ) ◦ ρ′M
= ξ−1

M ◦ ρ′M
Ahora la parte derecha de la igualdad deseada

(λM ⊗B D) ◦ ρM = (C⊗AM ⊗B ε⊗B D) ◦ (ξ−1
M ⊗B D)

◦(ρ′M ⊗B Dε⊗AM ⊗B D) ◦ ξ′M ◦ ρ′M
= (C⊗AM ⊗B ε⊗B D) ◦ (ξ−1

M ⊗B D) ◦ (ε⊗A (M ⊗R E)⊗B D)
◦(C⊗A ρ′M ⊗B D) ◦ ξ−1

M ◦ ρ′M
= C(⊗AM ⊗B ε⊗B D) ◦ (ε⊗A C⊗AM ⊗B D⊗B D) ◦ (C⊗A ξ−1

M ⊗B D)
◦(C⊗A ρ′M ⊗B D) ◦ ξ−1

M ◦ ρ
−1
M

= (C⊗AM ⊗B ε⊗B D) ◦ (ε⊗A C⊗AM ⊗B D⊗B D)
◦(C⊗A ξ−1

M ⊗B D) ◦ (ξ−1
M⊗RE) ◦ ρ′M
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utilizando la ecuación (1.21) y la propiedad counitaria de las dos deltas, se tiene

(λM ⊗B D) ◦ ρM = ξ−1
M ◦ ρ

′
M

lo que termina la demostración

Corolario 1.3.2. Sea A un K–álgebra y C un A–coanillo. Entonces la categoŕıa de C–
bicomódulos es isomorfa a la categoŕıa de los Cenv–comódulos por la derecha, donde Cenv =
Co ⊗K C es el (Aenv = Ao ⊗K A)–coanillo envolvente de C.

Observación 1.3.3. Sean A y B dos K–álgebras y D un B–coanillo. Consideramos M
un (A,D)–bicomódulo, es decir un D–comódulo por la derecha (M,ρM) con la coacción
ρM , A–lineal por la izquierda. Es fácil de averiguar que el morfismo canónico de anillos
λ : A→ End(MB) tiene su imagen en End(MD). Sea ahora C un A–coanillo y supongamos
que M ∈ CMD, se tiene pues dos diagramas conmutativos el primero en AMA y el segundo
en BMB

A
λ //

λ

$$

End(MB)

C
λ //

ε

OO

End(MD)
?�

OO B
ρ //

ρ

$$

End(AM)

D
ρ //

ε

OO

End(CM),
?�

OO

donde λ y ρ completan la conmutatividad del diagrama correspondiente. Se puede observar,
usando la Observación 1.1.24(b), que si uno de los coanillos considerados tiene un elemento
grouplike, el diagrama correspondiente se convierte en diagrama de morfismos de anillos
unitarios. Por supuesto, que en este mismo caso, cualquier (C,D)–bicomódulo se convierte
en un (C,D)–bimódulo.

En lo que queda de esta sección vamos a dedicarlo al estudio de módulos racionales
y bimódulos biracionales. Nuestro análisis utiliza las mismas técnicas y sigue la misma
trayectoria de [51], donde se estudian los módulos racionales respecto de una K–álgebra.

Fijamos A un K–anillo con unidades locales y sean P,Q dos A–bimódulos, no nece-
sariamente unitarios por el momento. Supongamos que existe una forma A–bilineal y A–
equilibrada

〈−,−〉 : P ×Q −→ A.

Los datos T = (P,Q, 〈−,−〉) inducen dos transformaciones naturales, α− y β−:

βN : Q⊗A N −→ HomA(AP, AN)

q ⊗A n 7−→ [p 7→ 〈p, q〉n]

αM : M ⊗A P −→ HomA(QA,MA)

m⊗A p 7−→ [q 7→ m〈p, q〉] .

Además si M es un (A′, A)–bimódulo (A′ otro K–anillo con unidades locales), entonces
αM es un morfismo A′–lineal por la izquierda; y si 〈−,−〉 es equilibrada, entonces αM es

Coanillos y Categoŕıas de Comódulos.
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A′ −A–bilineal. Argumentos simétricos tiene lugar para βN , si N es un (A,A′)–bimódulo.
Los isomorfismos canónicos nos dan dos aplicaciones A–bilineales:

β : Q −→ HomA(AP, AA) = ∗P

q 7−→ [p 7→ 〈p, q〉]
(1.22)

α : P −→ HomA(QA, AA) = Q∗

p 7−→ [q 7→ 〈p, q〉] .
(1.23)

Se puede pues recuperar de nuevo la forma bilineal dada una de esas transformaciones
naturales.

Lema 1.3.4. Sea (P,Q, 〈−,−〉) como antes, MA, AN dos módulos.

1. Los siguientes son equivalentes

(a) βN es inyectiva;

(b) Si
∑
qi ⊗A ni ∈ Q ⊗A N , entonces

∑
qi ⊗A ni = 0 si y sólo si para todo p ∈ P ,∑

〈p, qi〉ni = 0.

2. Los siguientes son equivalentes

(a) αM es inyectiva;

(b) Si
∑
mi ⊗A pi ∈ M ⊗A P , entonces

∑
mi ⊗A pi = 0 si y sólo si para todo q ∈ Q,∑

mi〈pi, q〉 = 0.

Demostración. Inmediata.

Definición 1.3.5. El data (P,Q, 〈−,−〉) es llamado un sistema racional por la derecha si
P es un A–bimódulo unitario y si αM es inyectiva para todo A–módulo por la derecha M .
Se dice que es un sistema racional por la izquierda si Q es un A–bimódulo unitario y si βN
es inyectiva para todo A–módulo por la izquierda N .

Observación 1.3.6. ([4, Remark 2.3]). Sea (P,Q, 〈−,−〉) un sistema racional por la
derecha. Consideramos M ∈ MA y M ′ un submódulo de M con la inyección canónica
ι. Consideramos el siguiente diagrama

M ′ ⊗A P � � αM′ //

ι⊗AP
��

HomA(Q,M ′)� _

i
��

M ⊗A P � � αM // HomA(Q,M).

Lo que implica que ι⊗A P es inyectiva. Como M ha sido escogido arbitrariamente enMA,
se deduce que AP es un A–módulo plano. Ahora si (P,Q, 〈−,−〉) es un sistema racional
por la izquierda. Se tiene de la misma manera, que QA es un A–módulo plano.
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Ejemplo 1.3.7. Sea A un K–anillo con unidades locales y L un A–bimódulo unitario junto
con su dual por la izquierda ∗L = HomA(L,A). La forma bilineal canónica

L× ∗L // A

(l, x) � // 〈l, x〉 = x(l)

induce la siguiente transformación natural αM : M ⊗A L → HomA(∗L,M), v́ıa m ⊗A l 7→
[x 7→ m〈l, x〉]. Supongamos que para cada l ∈ L, existe un conjunto finito de parámetros
{li, xi} ∈ L× ∗L, tales que l =

∑
〈l, xi〉li; dicha propiedad puede expresase de la siguiente

manera: para cualquier l ∈ L, se tiene l ∈ ∗L(l)L. Sea M un A–módulo unitario por la
derecha, si αM(

∑
kmk ⊗A lk) = 0, entonces

∑
kmk〈lk, x〉 = 0 para todo x ∈ ∗L. Por lo

tanto ∑
k

mk ⊗A lk =
∑
k

∑
i

mk ⊗A 〈lk, x〉li

=
∑
k,i

mk〈lk, x〉 ⊗A li

=
∑
i

(∑
k

mk〈lk, x〉

)
⊗A li = 0,

Entonces αM es inyectiva para todo A–módulo unitario por la derecha M , es decir que
(L, ∗L, 〈−,−〉) es un sistema racional por la derecha. Por lo tanto AL debe se ser un
módulo plano, según la Observación 1.3.6. En el caso unitario (i.e. A es una K–álgebra con
1), el módulo AL que satisface dicha condición, se le llama un módulo localmente proyectivo,
véase [56], [104], [3], [102]. No hay que confundir los módulos localmente proyectivos sobre
un anillo unitario, con los módulos unitarios ”localmente proyectivos”sobre anillos con
unidades locales, definidos por G. Abrams en [1].

Lema 1.3.8. Sea A un K–anillo con unidades locales. Consideramos los data (P,Q, 〈−,−〉),
(P ′, Q′, [−,−]), donde P,Q, P ′, Q′ son A–bimódulos y

〈−,−〉 : P ×Q→ A y [−,−] : P ′ ×Q′ → A

son formas A–bilineales; juntos con las transformaciones naturales asociadas, α−, α
′
− y

β−, β
′
−. Supongamos que existe un morfismo (f, g) : (Q′, P ) → (Q,P ′) en la categoŕıa

AMA × AMA, que satisface

〈p, f(q′)〉 = [g(p), q′], para todo p ∈ Pyq′ ∈ Q′.

Entonces el siguiente diagrama

M ⊗A P ′
α′M // HomA(Q′,M)

M ⊗A P
αM //

M⊗Ag

OO

HomA(Q,M)

h(f,M)

OO

es conmutativo para cualquier A–módulo por la derecha M .
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Demostración. Inmediata.

La siguiente es una propiedad muy útil de un sistema racional por la derecha.

Proposición 1.3.9. Sea (P,Q, 〈−,−〉) un sistema racional por la derecha y M ∈ MA,
M ′ un A-submódulo de M y

∑
imi ⊗A pi ∈M ⊗A P . Entonces∑

i

mi ⊗A pi ∈M ′ ⊗A P ⇔
∑
i

mi〈pi, q〉 ∈M ′, para todo q ∈ Q.

Demostración. Es consecuencia del Lema 1.3.4 y de la Observación 1.3.6.

En el caṕıtulo de apéndices, sección A.1, se analizan los A–anillos como K–bimódulos
centrales, A–bimódulos y cuyos producto es A–bilineal y A–equilibrado. En la siguiente
definición, vamos a restringirnos al caso donde B es un A–anillo por extensión, es decir
existe ϕ : A → B un morfismo K–lineal que respeta el producto y donde la estructura
de A–bimódulo de B viene dada por este ϕ; además exigimos que la multiplicación de B

debe de tener unidades locales, sin que haya compatibilidad con las de A v́ıa ϕ (i.e. ϕ no
es necesariamente un morfismo de K–anillos con unidades locales); por lo tanto B no es
necesariamente un A–bimódulo unitario. Ejemplo de este tipo de A–anillos son los anillos
de endomorfismos End(AA) y End(AA) con las extensiones canónicas A → End(AA) y
A→ End(AA).

Definición 1.3.10. Sea A un K–anillo con unidades locales. Un par racional por la derecha
sobre A es un sistema racional (C,B, 〈−,−〉), donde

rPRac.1) C es un A–coanillo;

rPRac.2) B es un A–anillo extensión de A y que posee unidades locales;

rPRac.3) β : B→ ∗C es un anti-morfismo de A–anillos extensiones de A, es decir

B
β // ∗C

A

ϕ

OO

ρ

<<yyyyyyyy

es un diagrama conmutativo;

rPRac.4) ∗C es, por restricción de β, un B–módulo unitario por la izquierda i.e B∗C = ∗C.

En este caso, si ∆(c) =
∑

(c) c(1) ⊗A d(2), entonces

〈c, bb′〉 =
∑
(c)

〈c(1)〈c(2), b〉, b′〉, para todo b, b′ ∈ B. (1.24)

Análogamente, un par racional por la izquierda sobre A es un sistema racional por la
izquierda (B′,C, [−,−]), donde
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lPRac.1) C es un A–coanillo;

lPRac.2) B′ es un A–anillo extensión de A y que posee unidades locales;

lPRac.3) α : B′ → C∗ es un anti-morfismo de A–anillos extensiones de A, es decir

B′
α // C∗

A

ϕ′

OO

λ

<<yyyyyyyyy

es un diagrama conmutativo;

lPRac.4) C∗ es, por restricción de α, un B′–módulo unitario por la derecha C∗B′ = C∗.

En este caso
[bb′, c] =

∑
(c)

[b, [b′, c(1)]c(2)], para todo b, b′ ∈ B′.

Ejemplo 1.3.11. Sea A un K–anillo con unidades locales y C un A–coanillo, tal que
(C, ∗C, 〈−,−〉) es un sistema racional, por ejemplo que sea AC un módulo de la clase que se
indica en la Observación 1.3.7. Entonces (C, (∗C)o, 〈−,−〉) es un par racional por la derecha.
Es fácil de comprobar, utilizando la Proposición 1.2.15 y escogiendo el producto en End(CC)
el opuesto de la composición, que (C,End(CC), 〈−,−〉) es también un par racional por la
derecha. Si ahora CA satisface la versión por la izquierda de la Observación 1.3.7, entonces
(C∗o,C, [−,−]) (o equivalentemente (End(CC),C, [−,−])) será par racional por la izquierda.

Ahora en adelante fijamos T = (C,B, 〈−,−〉) un par racional por la derecha sobre A.
Para la definición de la categoŕıa de B–módulos unitarios por la derechaMB, enviamos el
lector al caṕıtulo de apéndices sección A.1. Sea M un B–módulo unitario por la derecha, un
elemento m ∈M es llamado elemento racional , si existe un conjunto finito de parámetros
racionales por la derecha {(ci,mi)} ⊆ C×M , tal que mb =

∑
imi〈ci, b〉, para todo b ∈ B.

está claro que el conjunto de todos los elementos racional de M es, por ahora, un K-
submódulo, le denotaremos por RacT (M). Sea a ∈ A y m ∈ RacT (M), entonces

(ma)b = m(ab) =
∑
i

mi〈ci, ab〉 =
∑
i

mi〈cia, b〉, (1.25)

donde hemos utilizado el efecto de que la forma A–bilineal 〈−,−〉 es equilibrada, recuerde
que β es un morfismo de A–anillos. Entonces {(cia,mi)} son parámetros racionales por la
derecha para ma. Por lo tanto RacT (M) pasa de ser un A-submódulo de M . está claro que
RacT (M) ⊆MA, luego RacT (M) es un A–módulo unitario por la derecha. Por el momento
C es un B–módulo unitario por la derecha, por restricción de β. En efecto

CB = β(B)C = β(B)(∗CC) = (β(B)∗C)C = ∗CC = C,

donde hemos utilizado la condición rPRac.4). Además es fácil de averiguar que {c(1), c(2)},
donde ∆(c) = c(1) ⊗A c(2), forman un conjunto de parámetros por la derecha para c.
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Proposición 1.3.12. Sea T = (C,B, 〈−,−〉) un par racional por la derecha y M un B–
módulo unitario por la derecha tal que el A–módulo subyacente MA, sea un módulo unitario
también. Entonces

(1) RacT (M) es B-submódulo de MB.

(2) RacT (N) = RacT (M) ∩N para todo B-submódulo N ≤M .

(3) RacT (RacT (M)) = RacT (M).

(4) f(RacT (M)) ⊆ RacT (N) para cualquier morfismo de B–módulos por la derecha f :
M → N .

Demostración. (1) Si m ∈ RacT (M) con parámetros racionales {(ci,mi)} y b ∈ B, en-
tonces la ecuación (1.24) implica que {(

∑
(ci)

ci(1)〈ci(2), b〉,mi)} es un conjunto de parámet-

ros racionales de mb. En particular RacT (M) es un B-submódulo unitario por la derecha
de M .
(2) Está claro que RacT (N) ⊆ RacT (M)∩N . Sea n ∈ N ∩RacT (M), existe

∑
imi⊗A ci ∈

M ⊗A C tal que
∑

imi〈ci, b〉 = nb para todo b ∈ B, la Proposición 1.3.9 implica pues que∑
imi ⊗A ci ∈ N ⊗A C; luego n ∈ RacT (N).

(3) Es una consecuencia de (1) y de (2).
(4) Es fácil de ver que {(ci, f(mi))} son parámetros racionales por la derecha de f(m)
cuando {(ci,mi)} son parámetros racionales de m.

Está claro que la Proposición 1.3.12 nos indica que el funtor que asigna M 7→ RacT (M)
definido sobre MB es un preradical exacto por la izquierda. Llamaremos a este funtor el
funtor racional por la derecha y le denotamos por

RacT (−) :MB −→MB.

Definición 1.3.13. Se dice que un B–módulo unitario por la derecha M , es racional , si
RacT (M) = M . La sub-categoŕıa plena de MB cuyos objetos son todos los B–módulos
racionales será denotada por RacT (MB).

Recuerde de [46, p. 395] que un sub-categoŕıa plena B de una categoŕıa de Grothendieck
G es cerrada si lo es bajo los sub-objetos, objetos cocientes y sumas directas. En particular
cualquier sub-categoŕıa cerrada de G es de Grothendieck. La sub-categoŕıa B es llamada
una sub-categoŕıa coreflexiva de G si el funtor de inclusión B → G tiene un adjunto por la
derecha [92, p. 213].

Teorema 1.3.14. Sea T = (C,B, 〈−,−〉) un par racional por la derecha. Entonces la
categoŕıa RacT (MB) es una sub-categoŕıa de MB cerrada (en particular de Grothendieck)
y coreflexiva.

Demostración. Hemos observado de la Proposición 1.3.12 que RacT (−) es un preradical
exacto por la izquierda sobreMB. Esto implica que RacT (MB) es un sub-categoŕıa cerrada
de MB. Además es fácil de averiguar que el funtor RacT (−) es un adjunto por la derecha
del funtor inclusión RacT (MB) ⊆MB.
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Si T ′ = (B′,C, [−,−]) es un par racional por la izquierda, los parámetros racionales de
un elemento m de un B′–módulo unitario por la izquierda M es un conjunto {(mi, ci)} ⊆
M × C tal que b′m =

∑
i[b
′, ci]mi para todo b′ ∈ B′. El funtor racional es análogamente

definido. tenemos pues

Teorema (1.3.14’). Sea T ′ = (B′,C, [−,−]) un par racional por la izquierda. Entonces la
categoŕıa RacT

′
(B′M) es una sub-categoŕıa de B′M cerrada (en particular de Grothendieck)

y coreflexiva.

Observación 1.3.15. Sea T = (C,B, 〈−,−〉) un par racional por la derecha y α : C →
HomA(B, A) = B∗. Se pueden observar las siguientes propiedades.

(a) B es un A–anillo extensión de A v́ıa ϕ : A → B (recuerde que aqúı la estructura
de A–bimódulo de B es por restricción y no es necesariamente unitario). Entonces
α(C) ⊆ RacT ((B∗B)B) y RacT (BB) es un B-sub-bimódulo de B. En efecto, sea c ∈ C

y e ∈ Idemp(B), tal que ce = c. Entonces, para cualquier b ∈ B, se tiene

(α(c)e)(b) = α(c)(eb)

= 〈c, eb〉
=

∑
(c)

〈c(1)〈c(2), e〉, b〉

= 〈ce, b〉
= α(c)(b)

luego α(c)e = α(c), es decir que α(C) ⊆ B∗B. De otra parte, para cualquier b, b′ ∈ B y
c ∈ C, tenemos (α(c)b)(b′) = α(c)(bb′) = 〈c, bb′〉 = α(

∑
c(1)〈c(2), b〉)(b′), luego α(c)b =∑

α(c(1))〈c(2), b〉, por que α es A–lineal. Por lo tanto α(c) es racional por la derecha
con parámetros {α(c(1)), c(2)}, lo que implica la primera aserción. La segunda es una
averiguación inmediata.

(b) Si A es una K–álgebra y B es un A–anillo unitario, v́ıa la extensión de anillos unitarios
ϕ : A→ B. Entonces α(C) = RacT (B∗B) y RacT (BB) es un ideal bilátero de B. Basta
comprobar la inclusión RacT (B∗B) ⊆ α(C) ya que el resto es fácil de averiguar. Sea pues
f ∈ RacT (B∗B) con parámetros {fi, ci}, entonces, para cualquier b ∈ B, tenemos

f(1) = f(b1) = (fb)(1) =
∑
i

(fi〈ci, b〉)(1) =
∑
i

fi(1)〈ci, b〉 =
∑
i

〈fi(1)ci, b〉,

esto implica que f = α(
∑

i fi(1)ci) ∈ α(C), luego α(C) = RacT (B∗B), según el item (a).

Proposición 1.3.16. Sea T = (C,B, 〈−,−〉) un par racional por la derecha sobre A y M
un B–módulo racional por la derecha. Define

ρM : M −→M ⊗A C

m 7−→
∑
i

mi ⊗A ci (1.26)
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donde {(ci,mi)} es un conjunto de parámetros racionales por la derecha de m ∈M . La apli-
cación ρM define una C–coacción coasociativa sobre M . En particular M tiene una estruc-
tura de ∗C–módulo por la izquierda. Además cualquier morfismo en la categoŕıa RacT (MB)
es ∗C–lineal por la izquierda.

Demostración. La aplicación ρM está bien definida gracias a la inyectividad de αM , y es
A–lineal por la derecha, porque los parámetros racionales de ma, m ∈ M , a ∈ A, son
{mia, ci}, donde {mi, ci} es el conjunto de parámetros de m. Vamos a comprobar ahora
que ρM es coasociativa, para ello, consideramos la siguiente forma A–bilineal

C⊗A C×B⊗A B // A

(c⊗A c′, b′ ⊗A b) � // {c⊗A c′, b′ ⊗A b} = 〈c, 〈c′, b′〉b〉 = 〈c〈c′, b′〉, b〉

La ecuación (1.24) se traduce ahora por

{∆C(c), b′ ⊗A b} = 〈c, µB(b′ ⊗A b)〉

lo que implica que el morfismo (µB,∆C) : (B⊗A B,C)→ (B,C⊗A C), satisface las condi-
ciones del Lema 1.3.8. Por lo tanto

HomA(µB,M) ◦ αM = (M ⊗A ∆C) ◦ α′M , (1.27)

donde α′− es la transformación natural asociada a la forma bilineal {−,−}. Como M es un
B–módulo unitario por la derecha, vamos a utilizar la notación del caṕıtulo de apéndices
sección A.1, es decir considerando la B–acción como la aplicación A–lineal %M : M →
HomA(B,M), enviando m 7→ [b 7→ mb]. Se tiene pues el siguiente diagrama

M
ρM //

OOOOOOOOOOOOOOO

OOOOOOOOOOOOOOO

ρM

��

M ⊗A C

αMuukkkkkkkkkkkkkkk

M⊗A∆

��

M
%M //

%M

��

HomA(B,M)

h(µ,M)

��
HomA(B,M)

∼=◦%M // HomA(B⊗A B,M)

M ⊗A C
ρM⊗AM //

αM
77oooooooooooo

M ⊗A C⊗A C

α′M
iiTTTTTTTTTTTTTTT

(1.28)

El rectángulo del fondo y los trapecios de arriba y de la izquierda, son todos conmutativos
por definición. Usando la ecuación (1.27), se tiene la conmutatividad del trapecio de la
derecha y por ultimo:

α′M ◦ ρM ⊗A C(m⊗A c)(b′ ⊗A b) =
∑

imi{ci ⊗A c, b′ ⊗A b}
=

∑
imi〈ci〈c, b′〉, b〉

= m(〈c, b′〉b)
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de otra parte

(∼= ◦%M) ◦ αM(m⊗A c)(b′ ⊗A b) = %M (αM(m⊗A c)) (b′)(b)
= %M(m〈c, b′〉)(b) = (m〈c, b′〉)b

lo que nos da la conmutatividad del trapecio de abajo. Por lo tanto la coasociatividad
de la ”coacción”ρM . La estructura de ∗C–módulo por la izquierda viene dada como en la
Observación 1.2.17, ecuación (1.14) i.e.

νM : M // HomA(∗C,M)

m � // [δ 7→
∑

imiδ(ci) = δm]

(1.29)

y que hace el siguiente diagrama conmutativo

M
ρM //

νM

��

� v

%M

((RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR M ⊗A C� _

αM

��
HomA(∗C,M)

h(β,M)
// HomA(B,M)

Notemos que esta acción no es necesariamente unitaria. Es fácil de averiguar que cualquier
morfismo de B–módulos racionales por la derecha es ∗C–lineal por la izquierda, por la
acción (1.29).

La Proposición 1.3.16, nos indica que hay un funtor fiel

F : RacT (MB)→ ∗CM.

Denotemos pues por RacTunit(MB) la subcategoŕıa plena de todos los B–módulo racionales
por la derecha con una estructura de ∗C–módulo por la izquierda unitaria, es decir respecto
de la unidad ε de ∗C. Está claro ahora que cualquier objeto en la categoŕıa RacTunit(MB)
admite un estructura de C–comódulo por la derecha, con la coacción de la Proposición
1.3.16. Además se tiene el siguiente diagrama conmutativo

RacT (MB)
F // ∗CM

RacTunit(MB)
?�

OO

F // ∗CM
?�

OO

Proposición 1.3.17. Sean M , M ′ dos objetos en la categoŕıa RacTunit(MB) y f : M →M ′

un morfismo A–lineal por la derecha. Entonces f es un morfismo de B–módulos por la
derecha si y sólo si f es C–colineal por la derecha. En particular, si N es cualquier A-
submódulo por la derecha de M ; entonces N es un B-submódulo por la derecha de M si y
sólo si N es un C-sub-comódulo por la derecha de M .
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Demostración. Vamos a usar la notación de la demostración de la Proposición 1.3.16. En
el siguiente diagrama

M
f //

ρM

��

%M

))SSSSSSSSSSSSSSSSS M ′

%M′uujjjjjjjjjjjjjjjjj

ρM′

��

HomA(B,M)
h(B,f) // HomA(B,M ′)

M ⊗A C

αM
55kkkkkkkkkkkkkk f⊗AC // M ′ ⊗A C

αM′

iiSSSSSSSSSSSSSSS

está claro que el rectángulo es conmutativo si y sólo si el trapecio de arriba lo es; lo que
implica la primera equivalencia deseada. El caso particular es ahora una consecuencia de
esta última equivalencia.

De la Proposición 1.3.17, se tiene pues el funtor

(−)C : RacTunit(MB) −→MC

y que completa el siguiente diagrama conmutativo

MC

ωr

++VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

RacTunit(MB) //
� _

��

(−)C

ff

F

// ∗CM� _

��
RacT (MB) //

F
// ∗CM,

(1.30)

Proposición 1.3.18. Si (M,ρM) es un C–comódulo por la derecha. Entonces (M,%M)
admite una estructura de B–módulo racional por la derecha con la acción

M ⊗A C
αM // HomA(B,M)

M

ρM

OO

%M

77

En particular (M,%M) ∈ RacTunit(MB) y (M)C = (M,ρM).

Demostración. Antes de todo es importante observar, utilizando la Observación 1.2.17
ecuación (1.14), que la acción %M tal como es definida viene dada por la restricción del
anti-morfismo de A–anillos β : B→ ∗C. La asociatividad de %M , viene de la coasociatividad
de ρM , como en en la demostración de la Proposición 1.3.16 diagrama (1.28). La propiedad
counitaria de ρM implica que (M,%M) es un objeto de RacTunit(MB). La última aserción es
inmediata.
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Utilizando las Proposiciones 1.3.17 y 1.3.18, se tiene el funtor

(−)B :MC −→ RacTunit(MB).

que actúa como identidad sobre el A–módulos sub-yacente de cualquier C–comódulo por
la derecha.

Teorema 1.3.19. Sea A un K–anillo con unidades locales y T = (C,B, 〈−,−〉) un par
racional por la derecha sobre A. El funtor (−)C : RacTunit(MB) → MC establece un iso-
morfismo de categoŕıas. Además, CB es un sub-generador de la categoŕıa RacTunit(MB), es
decir σMB

[C] = RacTunit(MB) (véase [14] por esta notación).

Demostración. De una parte la identificación (−)C◦(−)B = idMC viene dada por la Proposi-
ción 1.3.18. De otra parte la Proposición 1.3.17 y la definición de un B–módulo racional
por la derecha, implican la identidad (−)B ◦ (−)C = idRacTunit(MB). La última igualdad es
fácil de averiguar.

El Teorema 1.3.19 tiene su versión análoga por la izquierda. Si T ′ = (B′,C, [−,−]) es un
para racional por la izquierda, se puede entonces definir los funtores C(−) : RacTunit(BM)→
CM y B′(−) : CM→ RacTunit(B′M), aśı se obtiene el siguiente teorema

Teorema (1.3.19’). Sea A un K–anillo con unidades locales y T ′ = (B′,C, [−,−]) un
par racional por la izquierda sobre A. El funtor C(−) : RacTunit(B′M) → CM establece un
isomorfismo de categoŕıas. Además, B′C es un sub-generador de la categoŕıa RacTunit(B′M),
es decir σ

B′M[C] = RacTunit(B′M).

Uno de los resultados más útiles sobre comódulos proporcionado por el Teorema 1.3.19,
esta citado en lo siguiente.

Proposición 1.3.20. Sea A un K–anillo con unidades locales y T = (B,C, 〈−,−〉) (resp.
T ′ = (B′,C, [−,−])) un par racional por la derecha (resp. por la izquierda) sobre A. Sea
M ∈ MC (resp. M ∈ CM). Entonces M es finitamente generado como C–comódulo si y
sólo si M es finitamente generado como A–módulo.

Demostración. Está claro que si MC es finitamente como A–módulo, entonces lo es co-
mo comódulo. Rećıprocamente, supongamos que MC es un comódulo finitamente gener-
ado; según el Teorema 1.3.19, MB ∈ RacTunit(MB) es finitamente generado. Sin perder
generalidad, podemos suponer que MB = m(eB), para un cierto m ∈ M con ρM =∑

(m) m(0) ⊗A m(1) y un cierto e ∈ Idemp(B) tal que me = m. Para cualquier b ∈ B,
tenemos

mb =
∑
(m)

m(0)〈m(1), b〉 ∈
∑
(m)

m(0)A

como m =
∑

(m) m(0)ε(m(1)), esto implica que M =
∑

(m) m(0)A.
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En lo que sigue un K–anillo con unidades locales A, se dice que es noetheriano por
la derecha (resp. por la izquierda) si su categoŕıa de A–módulos unitarios por la derecha
(resp. por la izquierda MA (AM) es localmente noetheriana, véase [89].

La condición de cadenas sobre la categoŕıa de módulos sobre el anillo de escalares de
base A, induce condiciones locales de cadenas sobre la categoŕıa de C–comódulos. Por la
definiciones categóricas, enviamos a [89, p. 371].

Corolario 1.3.21. Sea A un K–anillo con unidades locales y T = (B,C, 〈−,−〉) un par
racional por la derecha sobre A. Si el anillo de base A es noetheriano (resp. artiniano) por la
derecha, entonces RacTunit(MB) es una categoŕıa localmente noetheriana (resp. artiniana).
Además, si K es un cuerpo y A es una K–álgebra finito dimensional, entonces RacT (MB)
es una categoŕıa localmente finita.

La versión análoga por la izquierda del corolario anterior es

Corolario (1.3.21’). Sea A un K–anillo con unidades locales y T ′ = (B′,C, [−,−]) un para
racional por la izquierda sobre A. Si el anillo de base A es noetheriano (resp. artiniano)
por la izquierda, entonces RacTunit(B′M) es una categoŕıa localmente noetheriana (resp.
artiniana). Además, si K es un cuerpo y A es una K–álgebra finito dimensional, entonces
RacT (B′M) es una categoŕıa localmente finita.

Observación 1.3.22. Sea A un K–anillo con unidades locales. Dado un par racional por
la derecha T = (C,B, 〈−,−〉). El Teorema 1.3.19, sirve de gran ayuda a la hora de estudiar
la categoŕıa de comódulosMC. Otra utilidad, que proporciona este teorema, es la siguiente.
Sea B un A–anillo con unidades locales, definición de caṕıtulo apéndices. Considere M un
B–módulo unitario. En general el A–sub-módulo sub-yacente de M no es necesariamente
unitario. De alĺı uno intenta caracterizar los B–módulos unitarios cuyos A–sub-módulos
son también unitarios. Una respuesta parcial la proporciona el Teorema 1.3.19, que nos
dice además que los objetos en cuestión forman entre ellos una categoŕıa de Grothendieck.

Ahora vamos a pasar al estudio de bimódulos biracionales, es decir caracterizar, en caso
de dos pares racionales uno por cada lado, los módulos del coanillo producto tensor lo que
es equivalente, según la Proposición 1.3.1, a caracterizar los bicomódulos correspondientes
a dichos pares.

Aśı, fijamos A y B dos K–álgebras. Sean (P,Q, [−,−]) un sistema racional por la
izquierda sobre A y (T, S, 〈−,−〉) un sistema racional por la derecha sobre B. Por definición
se tiene las siguientes transformaciones naturales

βN : Q⊗A N // HomA(P, AN)

q ⊗A n � // [p 7→ [p, q]n],

γN : S ⊗B N // HomB(T, BN)

s⊗B n � // [t 7→ 〈t, s〉n],

αM : M ⊗A P // HomA(Q,MA)

m⊗A p � // [q 7→ m[p, q]],

δM : M ⊗B T // HomB(S,MB)

m⊗B t � // [s 7→ m〈t, s〉],

donde β(−) y δ(−) son inyecciones naturales. Denotemos por R := Ao ⊗K B la K–álgebra
producto tensor y consideramos Qo ⊗K T (también a P o ⊗K S) como R–bimódulo con la
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siguiente R–biacción

(ao ⊗K b) (qo ⊗K t((a
′)o ⊗K b

′)) = (a′qa)o ⊗K btb
′ = ((ao ⊗K b)q

o ⊗K t) ((a′)o ⊗K b
′)

para todo a, a′ ∈ A, b, b′ ∈ B, q ∈ Q y t ∈ T .

Proposición 1.3.23. Sean A y B dos K–álgebras. Consideramos (P,Q, [−,−]) y (T, S, 〈−,−〉),
respectivamente, un sistema racional por la izquierda sobre A y un sistema racional por
la derecha sobre B. Entonces (Qo ⊗K T, P

o ⊗K S, {−,−}) es un sistema racional por la
derecha sobre la K–álgebra producto tensor R = Ao ⊗K B, donde {−,−} es la siguiente
forma R–bilineal

{−,−} : (Qo ⊗K T )× (P o ⊗K S) // R

(qo ⊗K t, p
o ⊗K s)

� // [p, q]o ⊗K 〈t, s〉.

Demostración. Sea M un R–módulo por la derecha lo que equivale a un (A,B)–bimódulo.
Existe pues una trasformación natural

Q⊗AM ⊗B T
OM //_________

βM⊗BT
��

HomA−B(P ⊗K S, AMB)

HomA(P, AMB)⊗B T
δHomA(P,M) // HomB(SB,HomA(AP, AMB))

d1

OO

donde d1 es el isomorfismo natural de la adjunción canónica. Modulo los siguientes isomor-
fismos naturales (véase el caṕıtulo de apéndices, sección A.3)

Q⊗AM ⊗B T ∼= M ⊗R (Qo ⊗K T ) y HomA−B(P ⊗K S, AMB) = HomR(P o ⊗K S,MR)

la transformación O(−) se traduce por la siguiente

OM : M ⊗R (Qo ⊗K T ) // HomR(P o ⊗K S,MR)

m⊗R (qo ⊗K t)
� // [(po ⊗K s) 7→ m ([p, q]o ⊗K 〈t, s〉)]

que es inyectiva por definición y por la Observación 1.3.6. De la misma manera se obtiene
la otra transformación natural, que es

Σ
RN : (P o ⊗K S)⊗R N // HomR((Qo ⊗K T ), RN)

(po ⊗K s)⊗R n � // [(qo ⊗K t) 7→ ([p, q]o ⊗K 〈t, s〉)n] .

Teorema 1.3.24. Sean A y B dos K–álgebras. Consideramos T ′ = (A,C, [−,−]) y T =
(D,B, 〈−,−〉), respectivamente, un par racional por la izquierda sobre A y un par racional
por la derecha sobre B. Entonces T ′⊗KT := (Co⊗K D,Ao⊗K B, {−,−}) es un par racional
por la derecha sobre R = Ao ⊗K B con la siguiente forma R–bilineal

{−,−} : Co ⊗K D×Ao ⊗K B // Ao ⊗K B

(co ⊗K d, u
o ⊗K v) � // [u, c]o ⊗K 〈d, v〉
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Demostración. Según la Proposición 1.3.23 (Co ⊗K D,Ao ⊗K B, {−,−}) es un sistema
racional por la derecha. La Proposición 1.1.20 y la sección A.1 del caṕıtulo de apéndices,
implican, respectivamente, que Co ⊗K D es un R–coanillo y Ao ⊗K B es un R–anillo ex-
tensión de R y con unidades locales. Sean α : A → C∗ y γ : B → ∗D los anti-morfismo
de A–anillos extensiones de A y de B–anillos extensiones de B, correspondientes a T ′ y
a T . Está claro que αo ⊗K γ : Ao ⊗K B → (C∗)o ⊗K

∗D es un anti-morfismo de R–anillos
extensiones de R. Componiendo este anti-morfismo con el siguiente morfismo de R–anillos
unitarios

Φ : (C∗)o ⊗K
∗D // ∗(Co ⊗K D) = HomR(Co ⊗K D, RR)

δo ⊗K σ
� // [co ⊗K d 7→ (δ(c))o ⊗K σ(d)],

(1.31)

se tiene pues el anti-morfismo Σ : Ao ⊗K B → ∗(Co ⊗K D) de R–anillos extensiones de
R. Falta comprobar que ∗(Co ⊗K D) es un Ao ⊗K B–módulo por la izquierda unitario,
v́ıa el anti-morfismo Σ. Sea pues F ∈ ∗(Co ⊗K D), se sabe que existen e ∈ Idemp(A) y
f ∈ Idemp(B) tales que

εCα(e) = εC y γ(f)εD = εD.

Por lo tanto
Φ(εoC ⊗K εD)F = F

= Φ(α(e)o ⊗K γ(f))Φ(εoC ⊗K εD)F
= Φ(α(e)o ⊗K γ(f)).εCo⊗KDF
= Φ(α(e)o ⊗K γ(f))F
= Σ(eo ⊗K f)F,

lo que termina la demostración.

Ejemplo 1.3.25. Sean A y B dos K–álgebras, C y D un A–coanillo y un B–coanillo.
Supongamos que (C∗o,C, [−,−]) es un sistema racional por la izquierda sobre A y que
(D, ∗D, 〈−,−〉) es un sistema racional por la derecha sobre B. Entonces, según el Ejemplo
1.3.11 y el Teorema 1.3.24, (Co⊗K D, (C∗)o⊗K

∗D, {−,−}) es un par racional por la derecha
sobre el K–álgebra tensorial Ao ⊗K B.

Lema 1.3.26. Sean T y T ′ como en el Teorema 1.3.24 y M un (A,B)–bimódulo con
estructura de C–comódulo por la izquierda λM : M → C ⊗A M y una estructura de D–
comódulo por la derecha ρM : M → M ⊗B D. Entonces M es un (C,D)–bicomódulo si y
sólo si M es un (A,B)–bimódulo si y sólo si M es un Co ⊗K D–comódulo por la derecha.

Demostración. Según los Teoremas 1.3.19 y 1.3.19’, M es un A–módulo racional por la
izquierda y un B–módulo racional por la derecha. Vamos a comprobar primero que λM
es B–lineal por la derecha si y sólo si M es un (A, B)–bimódulo como sigue: para todo
m ∈ M , escribimos λM(m) =

∑
i ci ⊗A mi para un conjunto de parámetros racionales por

la izquierda {(ci,mi)}. Luego λM es B–lineal si y sólo si {(ci,mib)} es un conjunto de
parámetros racionales por la izquierda de mb, para todo b ∈ B. Esta última condición es
equivalente a que M sea un (A, B)–bimódulo. Desde luego, ρM es A–lineal por la izquierda
si y sólo si M es un (A,B)–bimódulo. Por lo tanto, para terminar la demostración, podemos
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suponer que M es un (A, B)–bimódulo y un (A,B)–bimódulo. Bajo esta condición M es
un (C,D)–bicomódulo si y sólo si∑

ci ⊗A mij ⊗B dij =
∑

cij ⊗A mji ⊗B dj,

donde {(mij, dij)} es un conjunto de parámetros racionales por la derecha de cada mi,
{(mj, dj)} es un conjunto de parámetros racionales por la derecha de m, y {(cji,mji)} es un
conjunto de parámetros racionales por la izquierda de cada mj; recuerda de la proposición
1.3.16 que estos parámetros están determinados por λM(m) =

∑
ci ⊗A mi, ρM(m) =∑

mj ⊗B dj y λM(mj) =
∑
cji⊗Amji, ρM(mi) = mij ⊗B dij. Un cálculo inmediato nos da

(u.m).v =
∑

[u, ci]mij〈dij, v〉, y
u.(m.v) =

∑
[u, cji]mji〈dj, v〉, para cualquier (u, v) ∈ A×B.

Luego M es un (A,B)–bimódulo si y sólo si∑
[u, ci]mij〈dij, v〉 =

∑
[u, cij]mji〈dj, v〉, para cualquier (u, v) ∈ A×B.

Según la Observación 1.3.6, la siguiente aplicación es inyectiva

C⊗AM ⊗B D� � C⊗AδM //C⊗A HomB(B,M)�
� βHomB(B,M) //HomA(A,HomB(B,M))

c⊗A m⊗B d � //c⊗A δM(m⊗B d) � //

[
u 7−→ : BB −→ M

v 7−→ [u, c]m〈d, v〉

]
Por lo tanto M es un (C,D)–bicomódulo si y sólo si es un (A,B)–bimódulo. Ahora, supong-
amos que M es un (A,B)–bimódulo, lo que implica que M es un Ao ⊗K B–módulo por la
derecha, usando la notación de arriba

m(uo ⊗K v) =
∑

[u, cij]mji〈dj, v〉 =
∑

[u, ci]mij〈dij, v〉
=
∑
mji([u, cji]

o ⊗K 〈dj, v〉) =
∑
mij([u, ci]

o ⊗K 〈dij, v〉)
=
∑
mij{coi ⊗K dij, u

o ⊗K v},

para todo m ∈ M, u ∈ A, v ∈ B; es decir {mij, c
o
i ⊗K dij} es un conjunto de parámetros

para m. Luego M es un (Ao⊗K B)–módulo racional por la derecha. Como estos conjuntos
de parámetros racionales vienen de las estructuras λM y ρM , el Teorema 1.3.24, implica
que M es un objeto de la categoŕıa RacT

′⊗KT
unit (MAo⊗KB), lo que es equivalente a M es un

(Co ⊗K D)–comódulo por la derecha, según el Teorema 1.3.19. Rećıprocamente, si ahora
M es un Co ⊗K D–comódulo por la derecha, entonces, según el Teorema 1.3.19’, λM y ρM
proporcionan dos conjuntos distintos de parámetros racionales por la derecha para cada
m ∈ M , respecto del par racional T ′ ⊗K T . En efecto uno de ellos es {(mij, c

o
i ⊗K dij)},

donde λM(m) =
∑
ci ⊗A mi, ρM(mi) =

∑
mij ⊗B dij, el otro es {(mji, cji ⊗K dj)}, donde

ρM(m) =
∑
mj ⊗B dj, λM(mj) =

∑
cji ⊗A mji. Por definición de un sistema racional, se

tiene ∑
ci ⊗A mij ⊗B dij =

∑
cij ⊗A mji ⊗B dj,

es decir (C⊗A ρM) ◦ λM(m) = (λM ⊗B D) ◦ ρM(m), para cualquier m ∈M , lo que implica
que M es un (C,D)–bicomódulo, lo que termina la demostración.
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Teorema 1.3.27. Sean A y B dos K–álgebras, A y B, respectivamente, un A–anillo ex-
tensión de A y un B–anillo extensión de B, los dos con unidades locales; sean C y D,
respectivamente, un A–coanillo y un B–coanillo. Supongamos que T ′ = (A,C, [−,−]) es
un par racional por la izquierda sobre A y que T = (D,B, 〈−,−〉) es un par racional por la
derecha sobre B. Considere T ′⊗K T el par racional por la derecha sobre Ao⊗K B como en
el Teorema 1.3.24 y RacT

′,T
unit (AMB) la sub categoŕıa plena de AMB cuyos objetos son ob-

jetos en la categoŕıa RacT
′

unit(AM) y objetos en la categoŕıa RacTunit(MB). Existen entonces
isomorfismos de categoŕıas

CMD ∼= RacT
′,T

unit (AMB) ∼= RacT
′⊗KT

unit (MAo⊗KB) ∼=MCo⊗KD.

Demostración. El primer y el tercer isomorfismos son consecuencia del Lema 1.3.26, de su
demostración y de los Teoremas 1.3.19, 1.3.24. Sea M ∈ RacT

′⊗KT
unit (MAo⊗KB), por definición

M es un Ao ⊗K B–módulo unitario por la derecha y por restricción es desde luego un R =
Ao ⊗K B–módulo (unitario) por la derecha, aśı un (A,B)–bimódulo. Según la Proposición
1.3.16, M es un ∗(Co ⊗K D)–módulo unitario por la izquierda, utilizando las siguientes
extensiones de anillos

Ao αo // (C∗)o
−⊗KεD // (C∗)o ⊗K

∗D
Φ // ∗(Co ⊗K D)

B
γ // ∗D

εC⊗K− // (C∗)o ⊗K
∗D

Φ // ∗(Co ⊗K D)

donde Φ es el morfismo (1.31); se tiene pues que M es un (A,B)–bimódulo unitario
(recuerde que C∗A = C∗ y B∗D = ∗D). Estas acciones tienen la siguiente forma: sea
{(mij, c

o
ij⊗K dij)} un conjunto de parámetros racionales por la derecha de m ∈M respecto

del par racional T ′ ⊗K T , entonces

mv =
∑
εC(cij)mij〈dij, v〉, v ∈ B

um =
∑

[u, cij]mijεD(dij), u ∈ A

m =
∑
εC(cij)mijεD(dij)

lo que implica queM es un objeto de la categoŕıa RacTunit(MB) y de la categoŕıa RacT
′

unit(AM).
Rećıprocamente, seaM un (A,B)–bimódulo tal que es un objeto en la categoŕıa RacT

′

unit(AM)
y un objeto en la categoŕıa RacTunit(MB). Según los Teoremas 1.3.19 y 1.3.19’, M es un
C–comódulo por la izquierda y un D–comódulo por la derecha. Como M es un (A,B)–
bimódulo, el Lema 1.3.26 implica que M es un Co ⊗K D–comódulo por la derecha y por lo
tanto M ∈ RacT

′⊗KT
unit (MAo⊗KB), lo que establece el teorema.

Corolario 1.3.28. Sean T ′ = (A,C, [−,−] y T = (C,A′, 〈−,−〉), respectivamente, un par
racional por la izquierda y un par racional por la derecha, los dos sobre una K–álgebra A.
Considere RacT

′,T
unit (AMA′) la sub-categoŕıa plena de AMA′ cuyos objetos son objetos en la

categoŕıa RacT
′

unit(AM) y objetos en la categoŕıa RacTunit(MA′). Existen entonces isomorfis-
mos de categoŕıas

CMC ∼= RacT
′,T

unit (AMA′) ∼= RacT
′⊗KT

unit (MAo⊗KA′) ∼=MCenv ,

donde Cenv = Co ⊗K C, es el coanillo envolvente de C.
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Corolario 1.3.29. Sea A un K–álgebra y C un A–coanillo. Supongamos que existen dos A–
anillos extensiones de A y que tienen unidades locales, A y A′, tales que T ′ = (A,C, [−,−])
y T = (C,A′, 〈−,−〉) forman, respectivamente, un par racional por la izquierda y un par
racional por la derecha los dos sobre A. Considere I un A-sub-bimódulo de C.

1. I es un sub-bicomódulo de C si y sólo si I es un (A,A′)-sub-bimódulo de C.

2. Si I es puro como A-submódulo por la izquierda y como A-submódulo por la derecha
de C, entonces I es un sub-coanillo de C si y sólo si es un (A,A′)-sub-bimódulo de
C.

Supongamos por el momento que A es una K–álgebra. Para un C–comódulo por la
derecha M definimos C(M) como la suma de las imágenes de todos los morfismos de
comódulos de MC en CC. En la presencia de dos pares racionales T = (C,A′, 〈−,−〉),
por la derecha y T ′ = (A,C, [−,−]), por la izquierda, es fácil de ver que C(M) es un
sub-bicomódulo de C: por definición es ahora un A′–submódulo por la derecha del (A,A′)–
bimódulo C. Si v ∈ A y c = f(m), para un cierto morfismo de comódulos por la derecha
f : M → C y un cierto m ∈M , entonces vc = (λv ◦f)(m), donde λv : C→ C es el morfismo
de comódulos por la derecha inducido por la multiplicación por la izquierda por el elemento
v. Por lo tanto C(M) es un (A,A′)–sub-bimódulo de C, y luego es un sub-bicomódulo de
C, aplicando el Corolario 1.3.29; lo que llamaremos el bicomódulo de coeficientes de M .

Proposición 1.3.30. Sea A una K–álgebra y C un A–coanillo. Sea (M,ρM) un C–comódulo
por la derecha supongamos que existen dos pares racionales T = (C,A′, 〈−,−〉) y T ′ =
(A,C, [−,−]), respectivamente por la derecha y por la izquierda sobre A.

(1) Si τ : I ↪→ C es un monomorfismo de C–bicomódulos, tal que ρM(M) ⊆ (M ⊗A
τ)(M ⊗A I), entonces C(M) ⊆ I.

(2) Si N es un subcomódulo de M , entonces C(N) ⊆ C(M) y C(M/N) ⊆ C(M).

(3) Si N ∼= M es un isomorfismo de comódulos, entonces C(N) = C(M).

Demostración. Sea c = f(m) ∈ C(M), donde f : M → C es un morfismo de comódulos
por la derecha, escribimos ρM(m) =

∑
mi⊗A ci, para unos ciertos ci ∈ J y mi ∈M . Puesto

que f es colineal, tenemos

∆(c) = ∆(f(m)) = (f ⊗A C)(ρM)(m) =
∑

f(mi)⊗ ci,

luego, usando la propiedad counitaria, c =
∑
εC(f(mi))ci ∈ J. Lo que demuestra la aserción

(1). Las aserciones (2) y (3) son consecuencias triviales de la definición del bicomódulo de
coeficientes.

En el resto de esta memoria adoptamos las siguientes notaciones. Sea A un K–anillo
con unidades locales y C un A–coanillo. Considere (M,ρM) ∈ MC; supongamos que M es
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un (A′, A)–bimódulo (A′ es otro K–anillo con unidades locales) y que ρM es A′–lineal por
la izquierda. Está claro que se tiene un diagrama

A′ //

λ &&

HomA(M,M)

HomC(M,M)
?�

OO
(1.32)

De otra parte si consideramos A′ como A′–coanillo trivialmente, los (A′, A)–bimódulos
unitarios que son C–comódulos por la derecha con una coacción A′–lineal por la izquierda,
forman la categoŕıa de (A′,C)–bicomódulos la que denotemos por A′MC. Mismos argumen-
tos validos cambiando derecha por izquierda.

1.4. El producto cotensor de bicomódulos.

El nombre de producto cotensor apareció en vez primera en [39], [85]. Después ha
sido utilizado en [97] para caracterizar equivalencias entre categoŕıas de comódulos sobre
coálgebras sobre cuerpos, y en [5] para el mismo problema pero por coálgebras sobre anillos
conmutativos y finalmente para caracterizar los coanillos coseparables en [58]. Para definir
el producto cotensor en coanillos vamos a seguir la versión moderna de [52] y [14]. Sean C,
C′ y C′′, respectivamente, un A–coanillo, A′–coanillo y A′′–coanillo, donde A, A′ y A′′ son
K–anillos con unidades locales. Sean M ∈ C′MC y N ∈ CMC′′ . Consideramos M ⊗A N y
M ⊗A C⊗A N como (C′,C′′)–bicomódulos de manera canónica i.e. con las coacciones

ρM⊗AN = M ⊗A ρN
λM⊗AN = λM ⊗A N
ρM⊗AC⊗AN = M ⊗A C⊗A ρN
λM⊗AC⊗AN = λM ⊗A C⊗A N

(1.33)

Si (f, g) : (M,N) → (M ′, N ′) es un morfismo en la categoŕıa C′MC × CMC′′ , es fácil de
averiguar usando las coacciones (1.33) que f ⊗A g : M ⊗A N →M ′ ⊗A N ′ y f ⊗A C⊗A g :
M⊗AC⊗AN →M ′⊗AC⊗AN ′ son ahora morfismos C′−C′′–bi-colineales. De esta manera,
se definen los siguientes funtores

−⊗A −, −⊗A C⊗A − : C′MC × CMC′′ → C′MC′′

Para cualquier pareja (M,N) en la categoŕıa producto C′MC×CMC′′ , considere la siguiente
aplicación A′ − A′′–bilineal

eqM,N : M ⊗A N
ρM⊗AN−M⊗AλN // M ⊗A C⊗A N (1.34)

con las coacciones de (1.33), eqM,N es ahora C′ − C′′–bi-colineal. Además

eq−,− : −⊗A − // −⊗A C⊗A −
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establece una transformación natural. Denotemos por M�CN el núcleo de (1.34) en A′MA′′ ,
se tiene pues una sucesión exacta

0 // M�CN
eqkM,N // M ⊗A N

eqM,N // M ⊗A C⊗A N (1.35)

Dado (f, g) : (M,N) → (M ′, N ′) un morfismo en la categoŕıa C′MC × CMC′′ , se tiene el
siguiente diagrama con el rectángulo de la derecha conmutativo

0 // M�CN
eqkM,N //

f�Cg

��

M ⊗A N
eqM,N //

f⊗Ag
��

M ⊗A C⊗A N

f⊗AC⊗Ag
��

0 // M ′�CN
′

eqk
M′,N′ // M ′ ⊗A N ′

eqM′,N′ // M ′ ⊗A C⊗A N ′

luego existe una única aplicación f�Cg : M�CN → M ′�CN
′ que convierte el diagrama

total conmutativo. Esto implica que −�C− es un sub-objeto de −⊗A− en la categoŕıa de
funtores Funt(A

′MC × CMA′′ , A′MA′′). En particular −�A− = − ⊗A −, considerando A
como un A–coanillo trivialmente.

Lema 1.4.1. Sean C, C′ y C′′, respectivamente, un A–coanillo, A′–coanillo y A′′–coanillo.

(1) Para cualquier M ∈ MC, eqkM,C : M�CC→ M ⊗A C escinde por la izquierda en MA.
Por lo tanto M�CC admite una estructura de C–comódulo por la derecha para la cual
M�CC ∼= M como C–comódulos. En particular −�C

∼= idMC.

(2) Sean M ∈ C′MC y N ∈ CMC′′. Si C′⊗A′C′A′ y A′′C
′′⊗A′′C′′ preservan el igualador eqM,N

ó el morfismo eqkM,N escinde por la izquierda. Entonces M�CN es un C′–comódulo por
la izquierda y un C′′–comódulo por la derecha.

(3) Supongamos que para cada M ∈ C′MC y N ∈ CMC′′, los módulos C′A′, A′′C
′′ y la pareja

de módulos (C′A′ , A′′C
′′) preservan cada uno ellos el igualador eqM,N . Entonces existe

un funtor aditivo

−�C− : C′MC × CMC′′ // C′MC′′

En particular el bifuntor producto cotensor −�C− es definido si C′A′ y A′′C
′′ son módulos

planos.

Demostración. (1). Tenemos el siguiente diagrama en MA

0 // M�CC
eqkM,C // M ⊗A C

eqM,C // M ⊗A C⊗A C

M

ρM

OO

ρ′M

ff

Como eqM,C◦ρM = 0, existe una única aplicación A–lineal ρ′M : M →M�CC tal que eqkM,C◦
ρ′M = ρM . Usando la propiedad counitaria, se tiene la inclusión Im(eqkM,C) ⊆ Im(ρM). Por
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lo tanto Im(eqkM,C) = Im(ρM) y luego eqkM,C escinde por la izquierda. Esto implica que
cualquier A–módulo AX preserva el igualador eqM,C, en particular AC. Resumiendo, se
tiene usando la coasociatividad de ∆ que el siguiente diagrama es conmutativo

0 // M�CC
eqkM,C //

ρM�CC

��

M ⊗A C
eqM,C //

M⊗A∆

��

M ⊗A C⊗A C

M⊗AC⊗A∆

��
0 // (M�CC)⊗A C

eqkM,C⊗AC
// M ⊗A C⊗A C

eqM,C⊗AC
// M ⊗A C⊗A C

donde ρM�CC induce una C–coacción. Ahora está claro que el isomorfismo M ∼= Im(ρM) ∼=
M�CC es de C–comódulos.

(2). Bajo la hipótesis A′′C
′′⊗A′′ C′′ preserva el igualador eqM,N , se puede comprobar que

el módulo A′′C
′′ preserva el mismo igualador. Entonces bajo esta hipótesis o el morfismo

eqkM,N escinde por la izquierda, se tiene una única aplicación A′ − A′′–bilineal ρM�CN que
hace el siguiente diagrama conmutativo

0 // M�CN
eqkM,N //

ρM�CN

��

M ⊗A N
eqM,N //

M⊗AρN
��

M ⊗A C⊗A N
M⊗AC⊗AρN

��
0 // (M�CN)⊗A′′ C′′

eqkM,N⊗A′′C
′′
// M ⊗A N ⊗A′′ C′′

eqM,N⊗A′′C′′// M ⊗A C⊗A N ⊗A′′ C′′

la conmutatividad del rectángulo de la derecha es fácil de averiguar. De la misma manera
se obtiene el siguiente diagrama conmutativo

0 // M�CN
eqkM,N //

λM�CN

��

M ⊗A N
eqM,N //

λM⊗AN
��

M ⊗A C⊗A N
λM⊗AC⊗AN

��
0 // C′ ⊗A′ (M�CN)

C′⊗A′ eqkM,N // C′ ⊗A′ M ⊗A N
C′⊗A′ eqM,N // C′ ⊗A′ M ⊗A C⊗A N

Las coacciones ρM�CN y λM�CN inducen estructuras de C′′–comódulo por la derecha y de
C′–comódulo por la izquierda sobre M�CN .

(3). Usando las coacciones de (2), se tiene ahora un diagrama

M ⊗A N
M⊗AρN //

λM⊗AN

��

M ⊗A N ⊗A′′ C′′

λM⊗AN⊗A′′C′′

��

M�CN
ρM�CN //

eqkM,Nkkkkk

55kkkkk

λM�CN

��

(M�CN)⊗A′′ C′′

λ(M�CN)⊗A′′C′′

��

eqkM,N⊗A′′C
′′

hhhhh

33hhhhh

C′ ⊗A′ M ⊗A N
C′⊗A′M⊗AρN // C′ ⊗A′ M ⊗A N ⊗A′′ C′′

C′ ⊗A′ (M�CN)
C′⊗A′ρ(M�CN) //

C′⊗A′ eqkM,Nkkkk

55kkkk

C′ ⊗A′ (M�CN)⊗A′′ C′′
C′⊗A′ eqkM,N⊗A′′C

′′
hhhhh

33hhhhh
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cuyos rectángulos laterales, del techo y del suelo son conmutativos. Como C′⊗A′eqkM,N⊗A′′C′′
es inyectivo, por hipótesis, se tiene la conmutatividad del rectángulo del frente y luego el
final de la demostración.

La compatibilidad entre el producto tensor y el producto cotensor viene como sigue.
Sea M ∈ C′MC y N ∈ CMC′′ dos bicomódulos. Para cualquier A′–módulo unitario por la
derecha X, consideramos el siguiente diagrama conmutativo

X ⊗A′ (M�CN)
X⊗A′ eqkM,N //

ψrX,M,N
��

X ⊗A′ (M ⊗A N)

τX,M,N ∼=
��

X⊗A′ eqM,N // X ⊗A′ (M ⊗A C⊗A N)

τX,M,C⊗AN ∼=
��

0 // (X ⊗A′ M)�CN
eqkX⊗A′M,N // (X ⊗A′ M)⊗A N

eqX⊗A′M,N // (X ⊗A′ M)⊗A C⊗A N
(1.36)

donde ψr viene dada por la propiedad universal del núcleo de la segunda fila en MA′′ .
Notemos que, para cualquier X ∈MA′ , M ∈ C′MC, se tiene los siguientes funtores

(X ⊗A′ M)�C−, X ⊗A′ (M�C−) : CM−→MK,

es fácil de comprobar que ψr induce una transformación natural ψrX,M,− : X⊗A′ (M�C−)→
(X ⊗A′ M)�C−. La aplicación ψr, implica también el siguiente lema

Lema 1.4.2. El diagrama (1.36), implica que XA′ preserva el igualador eqM,N si y sólo si
ψr : X ⊗A′ (M�CN) ∼= (X ⊗A′ M)�CN . En particular, ψr es un isomorfismo si XA′ es
módulo plano.

Análogamente, si consideramos L ∈ C′′′MC′ , se tiene para cualquier módulo AY un
morfismo ψlL,M,Y : (L�C′M) ⊗A Y → L�C′(M ⊗A Y ) y como en el Lema 1.4.2, ψl es un
isomorfismo si y sólo si AY preserva el igualador eqL,M .

El problema de la asociatividad del producto cotensor, viene parcialmente resuelto por
la siguiente proposición

Proposición 1.4.3. Sean L ∈ C′′′MC′, M ∈ C′MC y N ∈ CMC′′. Supongamos que

(H1) los objetos C′A′, A′′C
′′, (C′A′ , A′′C

′′), LA′ y (L⊗A′ C′)A′ preservan el igualador eqM,N .

(H2) los objetos C′′′A′′′, AC, (C′′′A′′′ , AC), AN y A(C⊗A N) preservan el igualador eqL,M .

Entonces existe un isomorfismo de (C′′′,C′′)–bicomódulos

L�C′(M�CN) ∼= (L�C′M)�CN.

Demostración. La hipótesis (H1) implica la siguiente sucesión exacta de (C′′′,C′′)–bicomódu-
los

0 // L�C′(M�CN)
L�C′ eq

k
M,N // L�C′(M ⊗A N)

L�C′ eqM,N // L�C′(M ⊗A C⊗A N)
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Mientras que la hipótesis (H2) implica la siguiente sucesión exacta, también de (C′′′,C′′)–
bicomódulos

0 // (L�C′M)�CN
eqk
L�C′M,N // (L�C′M)⊗A N

eqL�C′M,N // (L�C′M)⊗A C⊗A N

Consideramos ahora el diagrama

0 // (L�C′M)�CN
eqk
L�C′M,N //

ψl1
��

(L�C′M)⊗A N
eqL�C′M,N //

ψlL,M,N
��

(L�C′M)⊗A C⊗A N
ψlL,M,C⊗AN

��
0 // L�C′(M�CN)

L�C′ eq
k
M,N // L�C′(M ⊗A N)

L�C′ eqM,N // L�C′(M ⊗A C⊗A N)

componiendo con la inyección eqkL,M⊗AC⊗AN , obtenemos la conmutatividad de este diagra-

ma. La aplicación ψl1, viene dada por la propiedad universal del núcleo. Como ψlL,M,C⊗AN
y ψlL,M,N son isomorfismos, según el Lema 1.4.2, se tiene el isomorfismo L�C′(M�CN) ∼=
(L�C′M)�CN en A′′′MA′′ que sigue siendo un isomorfismo en la categoŕıa C′′′MC′′ .

Observación 1.4.4. (1.) Si C es A–coanillo coseparable i.e. existe un morfismo de C–
bicomódulos γ : C⊗A C→ C tal que γ ◦∆ = C, véase [58] y [53]. Entonces, M�CN es
un (C′,C′′)–bicomódulo, para cualquier pareja de bicomódulos (M,N) ∈ C′MC×CMC′′ .
Además, eqkM,N es un morfismo que escinde por la izquierda en la categoŕıa C′MC′′ ,
[58, Proposition 1.2]. Aśı las hipótesis del Lema 1.4.1 y de la Proposición 1.4.3, son
satisfechas por este tipo de coanillos.

(2.) Sea C cualquier A–coanillo y M un (C, B)–bicomódulo, B otro K–anillo con unidades
locales. Se puede comprobar sin dificultad que −�CM :MC →MB, es un funtor que
preserva la suma directa, incluso el ĺımite directo.

Sea A un K–anillo con unidades locales y C un A–coanillo tal que AC es módulo plano.
Para un C–comódulo por la izquierda M , el funtor cotensor −�CM :MC →MK no es en
general exacto ni por la izquierda ni por la derecha. Pero se puede comprobar como en el
caso de comódulos sobre coálgebras que

Lema 1.4.5. Sean A y B dos K–anillos con unidades locales, C un A–coanillo tal que AC

es un módulo plano y M un (C, B)–bicomódulo. Entonces

1. El funtor −�CM : MC → MB es relativamente exacto por la izquierda i.e. exacto
por la izquierda respecto a sucesiones exactas en MC y que son puras en MA.

2. Si AM es un módulo plano, entonces −�CM es exacto por la izquierda.

Definición 1.4.6. Sean A y B dos K–anillos con unidades locales, C un A–coanillo con

AC un módulo plano y M un (C, B)–bicomódulo. Se dice que M es un C–comódulo coplano
si el funtor cotensor −�CM :MC →MB es exacto.
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1.5. El coproducto de coanillos y sus comódulos.

En esta sección vamos a ver ciertas aplicaciones del producto cotensor además de dar
algunos ejemplos de comódulos coplanos.

Fijamos A un K–anillo con unidades locales. Considere φ : C → D un morfismo de
A–coanillos. A cualquier C–comódulo por la derecha M , el A–módulo subyacente admite
claramente una estructura de D–comódulo por la derecha (Mφ, ρMφ

), v́ıa la coacción

ρMφ
: M

ρM // M ⊗A C
M⊗Aφ// M ⊗A D,

y cualquier morfismo de C–comódulos por la derecha f : M → M ′ induce un morfismo
de D–comódulos fφ : Mφ → M ′

φ. Simétricamente, cualquier C–comódulo por la izquierda
admite una D–coacción por la izquierda. En particular C es ahora un D–comódulo por
la izquierda y por la derecha, lo que convierte a φ en un morfismo D–colineal por la
izquierda y por la derecha. Aún más, usando la coasociatividad de ∆C, se tiene que C con
las estructuras arriba inducidas, es un (C,D)–bicomódulo y un (D,C)–bicomódulo. De esta
manera si (M,ρM) es un C–comódulo por la derecha, es fácil de ver que eqMφ,C

◦ ρM = 0,
luego se tiene que la siguiente composición de aplicaciones D–colineales

M
ρM // Mφ�DC

Mφ�Dφ // Mφ�DD ∼= Mφ

es la identidad, esto quiere decir que Mφ es un sumando directo de Mφ�DC como D–
comódulo. El morfismo de A–coanillos φ induce funtores entre categoŕıas de comódulos.
En efecto (−)φ establece el funtor

(−)φ :MC //MD

conocido por el nombre del funtor de inducción (ó funtor de corestricción en [14, 22.11]).
Usando la estructura de (C,D)–bicomódulo sobre C, está claro queM�CC es un D–comódu-
lo por la derecha, para todo M ∈ MC y además el funtor inducción es isomorfo al funtor
−�CC :MC →MD. Usando el bicomódulo simétrico DCC, podemos formar el A–módulo
por la derecha M�DC, para cualquier D–comódulo por la derecha M . Según el Lema 1.4.1,
M�DC es un C–comódulo por la derecha si AC es un módulo plano. Esto nos conlleva pues
a definir el funtor ad-inducción (u el funtor coinducción en [14, 22.11])

−�DC :MD //MC

El siguiente lema es un resultado particular de [52], véase también [14, 22.11].

Lema 1.5.1. Sea A un K–anillo con unidades locales, φ : C → D un morfismo de A–
coanillos. Si AC es un módulo plano, entonces, par cualquier M ∈MC y N ∈MD,

HomC(M,N�DC) // HomD(Mφ, N)

f � // (M�Dφ) ◦ f
(g ⊗A C) ◦ ρM g�oo
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es un isomorfismo natural es decir (−)φ es un funtor adjunto por la izquierda de −�DC,
i.e. (−)φ a −�DC.

Lema 1.5.2. Sean A, A′ y A′′ K–anillos con unidades locales y φ : C→ D un morfismo de
A–coanillos. Para cualquier X ∈ C′MC y Y ∈ CMC′′, donde C′ y C′′ son respectivamente, un
A′–coanillo y un A′′–coanillo tales que C′A′ y A′′C

′′ son módulos planos, existe un morfismo
(natural sobre las dos componentes) de (C′,C′′)–bicomódulos

$X,Y : X�CY // Xφ�DYφ

Si supongamos que X⊗A φ⊗A Y es inyectivo, entonces $X,Y es un isomorfismo natural de
(C′,C′′)–bicomódulos. En particular si φ escinde por la izquierda en AMA. Entonces $−,−
es un isomorfismo natural.

Demostración. Por hipótesis y Lema 1.4.1, se tiene el siguiente diagrama en C′MC′′

0 // X�CY
eqkX,Y //

$X,Y
���
�
� X ⊗A Y

eqX,Y // X ⊗A C⊗A Y
X⊗Aφ⊗AY

��
0 // Xφ�DYφ

eqkXφ,Yφ // X ⊗A Y
eqXφ,Yφ // X ⊗A D⊗A Y

cuyo rectángulo de la derecha es fácil de comprobar que es conmutativo y donde $X,Y

viene dada por la propiedad universal del núcleo y que convierte el total del diagrama
conmutativo. Por lo tanto, si X ⊗A φ⊗A Y es inyectivo $X,Y será un isomorfismo. El caso
particular es ahora inmediato.

Sea A un K–anillo con unidades locales y {Ci}i∈I una familia A–coanillos; denotemos
como usual por τi y πi las inyecciones y las proyecciones canónicas. Supongamos que cada
uno de los ACi es un módulo plano. Sea sabe de la Proposición 1.1.10 que ⊕ICi es un
A–coanillo y que cada τi : Ci → D = ⊕ICi es un morfismo de A–coanillos. Sea M un
D–comódulo por la derecha, entonces cada producto tensor M�DCi es un Ci–comódulo
por la derecha, recuerde del Lema 1.4.1; existe pues un objeto

(M�DCi)i∈I en la categoŕıa producto
∏
i∈I

MCi

Cada morfismo D–colineal por la derecha f : M → M ′, induce la familia de morfismos
Ci–colineales por la derecha f�DCi, i ∈ I. Esto establece el funtor

z :MD //
∏

IMCi

M
� // (M�DCi)i∈I

(1.37)

Si consideramos ahora (Mi)I un objeto de la categoŕıa producto
∏

IMCi , entonces⊕I(Mi)τi
es un D–comódulo por la derecha. Para no complicar la notación, no vamos a disponer
siempre de la notación del funtor de inducción (−)τi . Con esta nueva notación si (fi)I es un
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morfismo en la categoŕıa
∏

IMCi , entonces ⊕Ifi es un morfismo D–colineal por la derecha.
Se tiene pues el funtor

k :
∏

IMCi //MD

(Mi)I
� // ⊕IMi

(1.38)

Proposición 1.5.3. Sea A un K–anillo con unidades locales y {Ci}i∈I una familia de A–
coanillos tales que cada módulo ACi es plano. Los funtores z y k de las ecuaciones (1.37)
y (1.38), establecen una equivalencia de categoŕıas entre la categoŕıa producto

∏
IMCi y

la categoŕıa de comódulos M⊕ICi.

Demostración. Sea M ∈MD, donde D = ⊕ICi, z(M) = (M�DCi)I , luego

kz(MD) = ⊕I (M�DCi) ∼= M�D (⊕ICi) ∼= MD

Por lo tanto kz ∼= idMD es un isomorfismo natural. Ahora si (Mj)j∈I es un objeto en la
categoŕıa producto

∏
IMCi , k ((Mj)I) = ⊕IMj como D–comódulo por inducción. Entonces

zk ((Mj)I) = ((⊕IMj)�DCi)i∈I
∼= (⊕j∈I(Mj�DCi))i∈I

Sean i 6= j en I y consideramos la composición

Mj ⊗A Ci
eq(Mj)τj ,Ci // Mj ⊗A D⊗A Ci

∼= // ⊕k∈I(Mj ⊗A Ck ⊗A Ci)

Está claro que la imagen de Mj�DCi, por esta composición está dentro de la intersección
(Mj ⊗A Ci ⊗A Ci) ∩ (Mj ⊗A Cj ⊗A Ci) = 0 en Mj ⊗A D⊗A Ci, recuerde que los morfismos
canónicos τi escinde por la izquierda en la categoŕıa AMA. Por lo tanto Mj�DCi = 0, para
todo i 6= j en I. Aśı

(⊕j∈IMj)�DCi ∼= ⊕i(Mj�DCi) ∼= Mi�DCi, para cualquier i ∈ I.

Usando el Lema 1.5.2, recuerda que τi es un morfismo de A–coanillos, se tiene

(Mi)τi�DCi ∼= Mi�CiCi
∼= Mi

como Ci–comódulo por la derecha. Lo que implica que zk ((Mi)I) ∼= (Mi)I i.e. zk ∼=
idQ

IMCi un isomorfismo natural.

Proposición 1.5.4. Sea A un K–anillo con unidades locales y {Ci}i∈I una familia de A–
coanillos tal que cada uno de los ACi es un módulo plano. Considere D = ⊕iCi el A–coanillo
suma directa junto con los morfismos canónicos de A–coanillos τi : Ci → D, como en la
Proposición 1.1.10. Entonces, para cada i ∈ I, DCi es un comódulo coplano.

Demostración. Según la notación del apartado 1.5.3 los funtores z y k en las ecuaciones
(1.37) y (1.38), establecen una equivalencia de categoŕıas. Entonces z es un funtor exacto,
lo que implica que cada funtor −�DCi :MD →MCi es exacto. Como cada uno de los ACi
es plano el funtor del olvido U i

A :MCi →MA es exacto, según le Proposición 1.2.12, para
cualquier i ∈ I. Por lo tanto cada funtor −�DCi :MD →MA es exacto.
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1.6. Funtores entre categoŕıas de comódulos.

Nuestro objetivo en esta sección consiste en caracterizar ciertos funtores entre cate-
goŕıas de comódulos. Este problema ha sido inspirado del trabajo de C. E. Watts en [98],
sobre los funtores aditivos. Aqúı vamos adaptar la versión de [52], aunque usando K–anillos
con unidades locales, como anillos de escalares.
Todos los coanillos bajo consideración en esta sección deben de tener la categoŕıa de
comódulos por la derecha una categoŕıa abeliana.

Sean A y B dos K–anillos con unidades locales, C un A–coanillo y D un B–coanillo.
consideramos un funtor K–lineal

F :MC //MD

Sea T otro K–anillo con unidades locales. Para cualquier (M,ρM) ∈ TMC (i.e. ρM es T–
lineal por la izquierda), considere el morfismo de K–anillos (que no conserva las unidades
locales)

T
λ // HomC(M,M) F // HomD(F (M), F (M)) (1.39)

donde la primera flecha viene de la ecuación (1.32). Aśı el morfismo (1.39), induce una
estructura de (T,B)–bimódulo sobre F (M) con una D–coacción T–lineal por la izquierda.
Denotaremos por ςF (M) esta nueva T–acción, es decir

ςF (M) : T ⊗T F (M) // F (M)

t⊗T x � // F (λt)(x) := tx

observe que TF (M) no es por el momento un módulo unitario. Con esta acción se tienen
pues dos funtores

−⊗T F (−), F (−⊗T −) :MT × TMC //MD.

Fijamos, por el momento M ∈ TMC. Vamos a intentar definir una trasformación natural

Υ−,M : −⊗T F (M) −→ F (−⊗T M) (1.40)

Sea X ∈MT , supongamos que existe e ∈ Idemp(T ) tal que eT = XT , sea pues

eT ⊗T F (M)

τe,F (M) &&NNNNNNNNNNN

ΥeT,M //_________ F (eT ⊗T M)

F (M)
F (γe,M )

88ppppppppppp

(1.41)

donde γe,P : P → eT ⊗T P , v́ıa p 7→ e ⊗T p y τe,P : eT ⊗T P → P , v́ıa et ⊗T p 7→ etp,
para cualquier T–módulo por la izquierda P , son las aplicaciones canónicas, en efecto
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transformaciones naturales, definidas en el caṕıtulo de apéndices, véase la ecuación (A.3)
de alĺı. Observe que en este caso τe,F (M) es D–colineal; mientras que γe,M es C–colineal. Para
comprobar que Υ−,M es natural sobre los T–módulos de forma eT con e en Idemp(T ),
considere f : eT → e′T , un morfismo en MT y λf(e) : M → M , v́ıa m 7→ f(e)m, para
todo m ∈ M . Como M ∈ TMC, λf(e) es C–colineal y luego F (λf(e)) : F (M)→ F (M), v́ıa
x 7→ F (λf(e))(x) = f(e).x es D–colineal. Se tiene pues el siguiente diagram en MD

eT ⊗T F (M)

τe,F (M) ))SSSSSSSSSSSSSSSS

f⊗TF (M)

��

ΥeT,M //________________ F (eT ⊗T M)

F (f⊗TM)

��

F (M)
F (γe,M )

55kkkkkkkkkkkkkkkk

F (λf(e))

��

e′T ⊗T F (M)

τe′,F (M) ))SSSSSSSSSSSSSSSS

Υe′T,M //________________ F (e′T ⊗T M)

F (M)
F (γe′,M )

55kkkkkkkkkkkkkkkk

Utilizando las ecuaciones (A.4) del caṕıtulo de apéndices, se tiene la conmutatividad de los
dos paralelogramos, y luego la del rectángulo del fondo. Si suponemos ahora que F preserva
coproductos y que X = ⊕i∈IeiT , donde ei ∈ Idemp(T ), para todo i ∈ I. Entonces,
definimos ΥX,M como el morfismo que hace el siguiente diagrama conmutativo

(⊕IeiT )⊗T F (M)
ΥX,M //_______ F ((⊕IeiT )⊗T M)

⊕I(eiT ⊗T F (M))
⊕IΥeiT,M //

∼=

OO

⊕I(F (eiT ⊗T M))

∼=

OO

Siguiendo los pasos del Teorema de Mitchell [86, Theorem 4.5.2] ó [89, Theorem 3.6.5]
(recuerde que MC y MD son supuestas abelianas), y usando representaciones libres de
forma ⊕J(ejT ) → ⊕I(eiT ) → X, si F preserva coproductos, entonces existe una única
transformación natural

ΥX,M : X ⊗T F (M)→ F (X ⊗T M)

cuya restricción a {eT}e∈Idemp(T ) coincide con la transformación (1.41).
Si ahora movemos la segunda componente, es decir si h : M → N es un morfismo en la
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categoŕıa TMC y e ∈ Idemp(T ) entonces

eT ⊗T F (M)

τe,F (M) ))SSSSSSSSSSSSSSSS

eT⊗TF (h)

��

ΥeT,M //________________ F (eT ⊗T M)

F (eT⊗T h)

��

F (M)
F (γe,M )

55kkkkkkkkkkkkkkkk

F (λf(e))

��

eT ⊗T F (N)

τe,F (N) ))SSSSSSSSSSSSSSSS

ΥeT,N //________________ F (eT ⊗T N)

F (N)
F (γe,N )

55kkkkkkkkkkkkkkkk

donde los paralelogramos son conmutativos porque τe,− y γe,− son naturales. De alĺı la nat-
uralidad de ΥeT,−. Si F preserva coproductos, se tiene también la naturalidad de Υ⊕I(eiT ),−,
luego se utiliza una presentación libre ⊕I(eiT ) → X, para obtener la naturalidad sobre
XT . En conclusión tenemos

Lema 1.6.1. Sean F :MC →MD un funtor K–lineal y M ∈ TMC.

(a) ΥeT,M es un isomorfismo de D–comódulos para cualquier e ∈ Idemp(T ).

(b) Si F preserva coproductos, entonces Υ−,− es una transformación natural y ΥX,− es un
isomorfismo natural para cualquier módulo proyectivo XT .

(c) Si F preserva ĺımites directos, entonces F (M) es un T–módulo unitario por la izquierda
i.e. F (M) ∈ TMD y ΥT,M es en este caso un isomorfismo de D–comódulos. Además
ΥX,− es un isomorfismo natural para cualquier módulo unitario XT ĺımite directo de
T–módulos unitarios proyectivos.

Demostración. (a). Consideramos ΘeT,M : F (eT ⊗T M) → eT ⊗T F (M) la composición
ΘeT,M = γe,F (M) ◦ F (τe,M), que es D–colineal. De una parte tenemos

ΥeT,M ◦ΘeT,M = F (γe,M) ◦ τe,F (M) ◦ γe,F (M) ◦ F (τe,M)

= F (γe,M) ◦ F (λe) ◦ F (τe,M)

= F (γe,M ◦ λe ◦ τe,M)

= F (eT ⊗T M)

y de otra parte

ΘeT,M ◦ΥeT,M = γe,F (M) ◦ F (τe,M) ◦ F (γe,M) ◦ τe,F (M)

= γe,F (M) ◦ F (τe,M ◦ γe,M) ◦ τe,F (M)

= γe,F (M) ◦ F (λe) ◦ τe,F (M)

= eT ⊗T F (M)
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Por lo tanto ΥeT,M es un isomorfismo de D–comódulos por la derecha.
(b). Observe que en este caso, es fácil de comprobar, de la misma manera que para el
caso de Υ−,M , que Θ−,M puede ser extendida a una transformación natural sobre toda la
categoŕıa de módulos unitarios MT . Luego concluimos, usando (a).
(c). Vamos a comprobar solamente la primera aserción porque el resto es consecuencia
de resultados anteriores o de esta misma aserción. Fijamos e ∈ Idemp(T ), se sabe que
eF (M) es un B–submódulo unitario sumando directo de F (M)B, como ρF (M) es T–lineal
por la izquierda, eF (M) hereda un estructura de D–comódulo por la derecha. Por lo tanto
eT⊗TF (M) ∼= eF (M), mediante τe,F (M), es un isomorfismo de D–comódulos por la derecha.
Se tiene pues el siguiente diagrama conmutativo

eT ⊗T F (M)

∼=

��

τe,F (M) &&NNNNNNNNNNN

ΥeT,M // F (eT ⊗T M)

∼=

��

F (M)
F (γe,M )

88ppppppppppp

&&NNNNNNNNNNN

eF (M)

88ppppppppppp ∼= // F (eM)

(1.42)

Lo que implica que eF (M) ∼= F (eM) en MD. Recuerde ahora del caṕıtulo de apéndices
sección A.2 el orden e ≤ e′ ⇔ e = ee′ = e′e sobre Idemp(T ), se sabe de alĺı que en cualquier
T–módulo unitario por la izquierda X, la familia {eX}e∈Idemp(T ) forma un sistema dirigido
de K–submódulos con las inyecciones canónicas µee′ : eX → e′X, para e ≤ e′ y que
X = lim

−→
(eX). Por lo tanto, aplicando esto a TF (M), se tiene

lim
−→

(eF (M)) ∼= lim
−→

(F (eM)) ∼= F (lim
−→

(eM)) ∼= F (M)

enMD, donde el segundo isomorfismo es por hipótesis y el último porque TM es unitario.
De esta manera

T ⊗T F (M) ∼=
(

lim
−→

(eT )
)
⊗T F (M) ∼= lim

−→
(eT ⊗T F (M)) ∼= lim

−→
(eF (M)) ∼= F (M)

se tiene entonces una aplicación inversa de ςF (M) y luego F (M) es un T–módulo unitario
por la izquierda.

Basándose sobre el Lema 1.6.1 y su demostración, se puede extender los resultados [52,
lemmata 3.2, 3.3, proposition 3.4] al caso de K–anillos con unidades locales. Por lo tanto
podemos enunciar el siguiente teorema análogo de [52, Theorem 3.5] por el caso unitario.

Teorema 1.6.2. Sean A, B dos K–anillos con unidades locales y C, D, respectivamente,
un A–coanillo, un B–coanillo. Considere F : MC → MD un funtor exacto y que preser-
va ĺımites directos (e.g. F es una equivalencia de categoŕıas). Si CA es ĺımite directo de
módulos unitarios proyectivos, entonces F ∼= −�CF (C) un isomorfismo natural.
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Sean A y B dos K–anillos con unidades locales y (ϕ, φ) : (A,C)→ (B,D) un morfismo
de A − B–coanillos. Vamos a definir, análogamente a [52, Proposition 5.4], los funtores
inducción y ad-inducción respecto al morfismo de A − B–coanillos (ϕ, φ). Para ello hacia
falta traducir el material técnico del apartado [52, 5.1], al caso de anillos con unidades
locales. Considere pues los siguientes funtores

B ⊗B −, −⊗A B : BMB
//
BMB

Para cada X un B–bimódulo unitario, definimos el morfismo de B–bimódulos, σrX : X ⊗A
B → B ⊗B X, v́ıa x ⊗A b 7→ e ⊗B xb, donde e ∈ Idemp(A) tal que ϕ(e) es una unidad
del conjunto {x, b}. Dado un morfismo de B–bimódulos unitarios f : X → Y , se puede
comprobar sin dificultad que el diagrama

X ⊗A B
σrX //

f⊗AB
��

B ⊗B X
B⊗Bf

��
Y ⊗A B

σrY // B ⊗B Y

es conmutativo. Es decir que

σr− : −⊗A B // B ⊗B −

es un morfismo natural. De la misma manera, definimos la transformación natural

σl− : B ⊗A − // −⊗B B

De otra parte, sean X y Y dos B–bimódulos, se puede comprobar que el siguiente diagrama

X ⊗A Y ⊗A B
X⊗AσrY //

ωX,Y ⊗AB
��

X ⊗A B ⊗A Y
σrX⊗AY

��
X ⊗B Y ⊗A B

σrX⊗BY // B ⊗B X ⊗A Y

es conmutativo, donde ωX,Y : X ⊗A Y → X ⊗B Y es la aplicación obvia. Ahora, según [52,
Proposition 5.2], estamos en condiciones de definir el funtor de inducción por la derecha

−⊗A B :MC //MD

(X, ρX) � // (X ⊗A B, ρX⊗AB)

donde ρX⊗AB = (X ⊗A σrC) ◦ (X ⊗A φ ⊗A B) ◦ (ρX ⊗A B) y el funtor de inducción por la
izquierda

B ⊗A − : CM // DM
(Y, λY ) � // (B ⊗A Y, λB⊗AY )

donde λB⊗AY = (σlC ⊗A Y ) ◦ (B ⊗A φ ⊗A Y ) ◦ (B ⊗A λY ). Observe que B ⊗A C es ahora
un (D,C)–bicomódulo. La siguiente proposición es la version no-unitaria del resultado [52,
Proposition 5.4].
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Proposición 1.6.3. Sean A, B dos K–anillos con unidades locales y (ϕ, φ) : (A,C) →
(B,D) un morfismo de A−B–coanillos. Si AC preserva el igualador eqY,B⊗AC, para cualquier
comódulo YD. Entonces el funtor ad-inducción

−�D(B ⊗A C) :MD //MC

es un adjunto por la derecha del funtor inducción

−⊗A B :MC //MD

La siguiente proposición es una generalización del Lema 1.5.2.

Proposición 1.6.4. Sean A, B dos K–anillos con unidades locales y (ϕ, φ) : (A,C) →
(B,D) un morfismo de A−B–coanillos.

(1) Considere (X, ρX) ∈ MC y (Y, λY ) ∈ CM. Entonces existe una aplicación canónica y
K–lineal

$X,Y : X�CY // (X ⊗A B)�D(B ⊗A Y )

(2) Si C′, C′′ son, respectivamente un A′–coanillo y un A′′–coanillo, tales que C′A′ y A′′C
′′

son módulos planos. Entonces

$−,− : −�C− // (−⊗A B)�D(B ⊗A −)

establece una transformación natural de (C′,C′′)–bicomódulos.

Demostración. (1). Definimos la siguiente aplicación K–lineal

χX,Y : X ⊗A Y // (X ⊗A B)⊗B (B ⊗A Y )

x⊗A y � // (x⊗A ϕ(e))⊗B (ϕ(e)⊗A y)

(1.43)

donde e ∈ Idemp(A), es una unidad del conjunto {x, y}. Se tiene pues el siguiente diagrama

X�CY

$X,Y
�
�
�

���
�
�

eqkX,Y // X ⊗A Y
eqX,Y //

χX,Y

��

X ⊗A C⊗A Y
X⊗Aφ⊗AY

��
X ⊗A D⊗A Y

∼=
��

(X ⊗A B)�D(B ⊗A Y )
eqkX⊗AB,B⊗AY// (X ⊗A B)⊗B (B ⊗A Y )

eqX⊗AB,B⊗AY// (X ⊗A B)⊗B D⊗B (B ⊗A Y )

cuyo rectángulo de la derecha es fácil de comprobar que es conmutativo y $X,Y viene
dada entonces por la propiedad universal del núcleo y que convierte el total del diagrama
conmutativo.
(2). Viene del Lema 1.4.1 y del apartado (1).
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1.7. Cotriples sobre módulos y la noción de coanillo.

Los (co)-triples y sus generadores universales, sobre categoŕıas aditivas, han sido detal-
ladamente investigados por S. Eilenberg y J. C. Moore en [38]. La relación entre (co)-triples
y funtores adjuntos, ha sido también observada por H. Kleisli en [69], donde se encuentra un
generador de cualquier (co)-triple y su correspondiente categoŕıa, conocida por la categoŕıa
de Kleisli, véase también [11]. En esta sección, vamos a dar una equivalencia de categoŕıas
entre la categoŕıa de A–coanillos (A es un K–anillo con unidades locales) y la categoŕıa de
los cotriples exactos por la derecha y que preservan coproductos, definidos sobreMA. Los
morfismos de esta última categoŕıa, viene definidos en [11] (véase el caṕıtulo de apéndices).
Un tal resultado ha sido afirmado en [38, p. 398], para el caso de coálgebras sobre anillos
conmutativos; pero sin demostración concreta.

Fijamos durante los siguientes pasos, A un K–anillo con unidades locales y

F :MA
//MA

un funtor covariante exacto por la derecha y que preserva coproductos. Vamos a comprobar
como en el caso unitario [98], que F es naturalmente isomorfo al funtor tensor. La estructura
de A–bimódulo de F (A), viene dada por la siguiente composición

A
λ // HomA(AA, AA) F // HomA(F (A), F (A))

donde λa : A → A, envia a′ 7→ aa′, para cualquier a ∈ A. Aśı también podemos definir
una A–acción por la izquierda sobre F 2(A) = FF (A). Se puede pues considerar el funtor
− ⊗A F (A) : MA → MA, observe que AF (A) no es necesariamente unitario. Se trata
entonces de construir un isomorfismo natural Υ− : F (−) → − ⊗A F (A). Para ello sea
e ∈ Idemp(A) y

F (eA)
ΥeA //_________

F (τe) $$IIIIIIIII
eA⊗A F (A)

F (A)

γe,F (A)
88qqqqqqqqqq

donde τe : eA → A es la inyección canónica y γe,F (A) es la transformación natural del
caṕıtulo de apéndices ecuación (A.4). Si ahora escogemos f : eA → e′A un morfismo
A–lineal, donde e′ ∈ Idemp(A) es otro idempotente de A. Entonces

F (eA)
ΥeA //_________

F (τe) $$IIIIIIIII

F (f)

��

eA⊗A F (A)

f⊗AF (A)

��

F (A)

γe,F (A)

88qqqqqqqqqqq

F (λf(e))

��

F (e′A)
Υe′A //_________

F (τe′ ) $$IIIIIIIII
e′A⊗A F (A)

F (A)

γe′,F (A)

88qqqqqqqqqqq
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es un diagrama cuyos paralelogramos del pico es fácil de comprobar que son conmuta-
tivos, lo que implica la conmutatividad del rectángulo del fondo. Aśı Υ− es natural sobre
{eA}e∈Idemp(A). De la misma manera, se puede considerar

eA⊗A F (A)
ΘeA //_________

τe,F (A) &&MMMMMMMMMM
F (eA)

F (A)
F (πe)

::uuuuuuuuu

donde πe : A → eA es la proyección canónica y τe,F (A) es la transformación natural del
caṕıtulo de apéndices ecuación (A.4). Un cálculo rutinario comprueba que ΘeA es efectiva-
mente el morfismo inverso de ΥeA, para cada e ∈ Idemp(A). Como F preserva coproductos,
Υ⊕IeiA es también un isomorfismo para cualquier conjunto de idempotentes {ei}i∈I de A.
Usando las representaciones libres en MA y el efecto de que F es exacto por la derecha
junto con el Teorema de Mitchell [86, Theorem 4.5.2], [89, Theorem 3.6.5], deducimos que
F ∼= − ⊗A F (A) mediante una única extensión de Υ−. Denotemos pues este isomorfismo
natural por

Υ− : F (−) // −⊗A F (A) (1.44)

Hemos visto que eF (A) ∼= F (eA), v́ıa ΥeA, para cualquier e ∈ Idemp(A). Ahora usando
el isomorfismo natural F ∼= − ⊗A F (A), se ve que F preserva ĺımites directos. Entonces
lim
−→

(eF (A)) ∼= F (lim
−→

(eA)) ∼= F (A), lo que implica que AF (A) es unitario y luego F (A) es

un A–bimódulo unitario.

Lema 1.7.1. Sea A un K–anillo con unidades locales y F1, F2 :MA →MA dos funtores
exactos por la derecha y que preservan coproductos. Supongamos que existe χ : F1 → F2

una transformación natural. Entonces

(1) El morfismo χA : F1(A)→ F2(A) es A–bilineal.

(2) Para cualquier módulo unitario XA, el siguiente diagrama es conmutativo

F1(X)
Υ
F1
X //

χX
��

X ⊗A F1(A)

X⊗AχA
��

F2(X)
Υ
F2
X // X ⊗A F2(X)

donde ΥFi
− es el isomorfismo natural (1.44) asociado al funtor Fi, i = 1, 2.

Demostración. (1). Para cualquier a ∈ A, se tiene χA ◦ F1(λa) = F2(λa) ◦ χA, porque χ es
natural y λa A–lineal por la derecha. Luego χ es A–bilineal.
(2). Supongamos queX es de formaX = eA, para un cierto idempotente e de A. Denotemos
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por Υi
− : Fi → −⊗A Fi(A), i = 1, 2, el isomorfismo natural (1.44) asociado al funtor Fi,

tenemos pues

Υ2
eA ◦ χeA = γe,F2(A) ◦ F2(τe) ◦ χeA

= γe,F2(A) ◦ χA ◦ F1(τe), χ− es natural

= (eA⊗A χA) ◦ γe,F1(A) ◦ F1(τe), γe,− es natural

= (eA⊗A χA) ◦Υ1
eA

lo que implica la conmutatividad del citado diagrama para X = eA. Para el resto de
módulos unitarios, utilizaremos las representaciones libres ⊕IeiA → X, donde {ei}i∈I es
un conjunto de idempotentes de A.

Para cualquier consulta sobre las siguiente definiciones, enviamos al lector al caṕıtulo
de apéndices. De ahora en adelante consideramos (F, δ, ξ) un cotriple sobreMA tal que el
funtor F :MA →MA sea exacto por la derecha y que preserva coproductos. Nuestro ob-
jetivo en los siguientes pasos es montar sobre el A–bimódulo unitario F (A), una estructura
de A–coanillo. Considere pues la aplicaciones A–lineales por la derecha

∆ : F (A)
δA // F 2(A)

ΥF (A) // F (A)⊗A F (A)

ε : F (A)
ξA // A

donde Υ− es isomorfismo natural de (1.44). Primero vamos a comprobar que ∆ y ε son A–
lineales por la izquierda. Para cualquier a ∈ A y en la notación de arriba λa : A→ A designa
la multiplicación por a por la izquierda. Como ξ es natural, se tiene ξA ◦ F (λa) = λa ◦ ξA,
para cualquier a ∈ A. Lo que implica que ε es A–lineal por la izquierda. La A–linealidad
de ∆ viene del siguiente diagrama conmutativo

F (A)
δA //

F (λa)
��

F 2(A)
ΥF (A) //

F 2(λa) ��

F (A)⊗A F (A)

F (λa)⊗AF (A)
��

F (A)
δA // F 2(A)

ΥF (A) // F (A)⊗A F (A)

donde se ve que δA es A–bilineal.
Denotemos por Υ2

− : F 2 → −⊗A F 2(A) el isomorfismo natural asociado el funtor F 2.
La coasociatividad de ∆, viene dada por el siguiente diagrama

F (A)

(1)

δA //

δA

��

F 2(A)

(2)

ΥF (A) //

F (δA)

��

F (A)⊗A F (A)

δA⊗AF (A)

��
F 2(A)

(3)

δF (A) //

ΥF (A)

��

F 3(A)

(4)

ΥF2(A) //

Υ2
F (A)

��

F 2(A)⊗A F (A)

ΥF (A)⊗AF (A)

��
F (A)⊗A F (A)

F (A)⊗AδA // F (A)⊗A F 2(A)
F (A)⊗AΥF (A)// F (A)⊗A F (A)⊗A F (A)
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recordar que δA es A–bilineal. El rectángulo (1) en este diagram es conmutativo porque
(F, δ, ξ) es un cotriple. La naturalidad de Υ− implica la conmutatividad del rectángulo (2).
Aplicando el Lema 1.7.1, con la siguiente transformación natural χ = δ : F → F 2, se tiene
la conmutatividad del rectángulo (3). Para el rectángulo (4), se aplica el mismo Lema; pero
esta vez con los datos F1 = F 2, F2 = F (−) ⊗A F (A) y χ = ΥF (−). Por lo tanto el total
del diagrama es conmutativo y luego ∆ es coasociativa. Falta de comprobar la propiedad
counitaria. Para ello es fácil de ver que la naturalidad de Υ−, y la propiedad counitaria del
cotriple, implican que el diagrama

F (A)
δA //

HHHHHHHHH

HHHHHHHHH
F 2(A)

ΥF (A) //

F (ξA)

��

F (A)⊗A F (A)

ξA⊗AF (A)

��
F (A)

ΥA // A⊗A F (A)

es conmutativo y luego (ε ⊗A F (A)) ◦ ∆ = F (A). La otra igualdad, viene del siguiente
diagrama cuyo triángulo es conmutativo por la propiedad counitaria del cotriple y cuyo
rectángulo es conmutativo por el Lema 1.7.1, escogiendo los datos F1 = F , F2 = idMA

y
χ = ξ:

F (A)
δA //

HHHHHHHHH

HHHHHHHHH
F 2(A)

ΥF (A) //

ξF (A)

��

F (A)⊗A F (A)

F (A)⊗AξA
��

F (A)
Υ0
F (A) // A⊗A F (A)

donde Υ0 : idMA
→ − ⊗A A es el isomorfismo natural asociado al funtor idMA

. En con-
clusión estamos en posición de enunciar

Proposición 1.7.2. Sea A un K–anillo con unidades locales y (F, δ, ξ) un cotriple sobre
MA tal que F : MA → MA sea un funtor exacto por la derecha y preserva coproductos.
Si Υ− : F → −⊗A F (A) es el isomorfismo natural asociado a F . Entonces (F (A),ΥF (A) ◦
δA, ξA) es un A–coanillo.

En consiguiente vamos a caracterizar el cogenerador universal del cotriple (F, δ, ξ) sobre
MA. Según la Proposición 1.7.2, F (A) es un A–coanillo, sea pues

UA :MF (A) //MA : −⊗A F (A)oo

la adjunción entre módulos y comódulos.

Proposición 1.7.3. Sea A un K–anillo con unidades locales y (F, δ, ξ) un cotriple sobre
MA tal que F : MA → MA sea un funtor exacto por la derecha y preserva coproductos,
con el cogenerador universal

(
MF

A, S
F a T F

)
(véase el caṕıtulo de apéndices). Entonces

existe un isomorfismo de categoŕıas

MF
A
∼=MF (A),

modulo el cual, se tiene los isomorfismos naturales

SF ∼= UA, y −⊗AF (A) ∼= T F .
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Demostración. Usando la notación de la sección A.4, el isomorfismo de categoŕıas viene
dado por

MF
A

//MF (A)

(X, dX) � //
(
SF (X) = X, ρX = ΥX ◦ dX

)(
X, dX = Υ−1

X ◦ ρX
)

(X, ρX)�oo

(1.45)

Primero comprobaremos que la flecha MF
A →MF (A) es un funtor bien definido. Sea pues

(X, dX) un objeto en la categoŕıa MF
A, se tiene el diagrama

X

(1)

dX //

dX

��

F (X)

(2)

ΥX //

δX
��

X ⊗A F (A)

X⊗AδA
��

F (X)

(3)

F (dX) //

ΥX
��

F 2(X)

(4)

Υ2
X //

Υ
��

X ⊗A F 2(X)

X⊗AΥF (A)

��
X ⊗A F (X)

dX⊗AF (A) // F (X)⊗A F (A)
ΥX⊗AF (A) // X ⊗A F (A)⊗A F (A)

(1) es conmutativo por definición de los objetos deMF
A. El rectángulo (2) resulta conmuta-

tivo si aplicamos el Lema 1.7.1 con la transformación natural χ = δ : F → F 2. La conmuta-
tividad de (3) viene por la naturalidad de Υ−. Por último (4) resulta conmutativo después
de aplicar el Lema 1.7.1 con la transformación natural χ = ΥF (−) : F 2(−)→ F (−)⊗AF (A),
aqúı hay que observar que el isomorfismo natural asociado al funtor F (−) ⊗A F (A) es

Υ−⊗A F (A) i.e. Υ
F (−)⊗AF (A)
− = Υ−⊗A F (A). En conclusión el diagrama total es conmuta-

tivo lo que nos da la coasociatividad de esta nueva coacción. La propiedad counitaria viene
del siguiente diagrama conmutativo

X
dX // F (X)

ΥX //

ξX
��

X ⊗A F (A)

X⊗AξA
��

X
Υ0
X // X ⊗A A

(Υ0
X)−1

// X

En resumen el citado funtor está bien definido sobre los objetos. Falta ver si lo es sobre
los morfismos. Para ello sea f : (X, dX) → (X ′, dX

′
) un morfismo en la categoŕıa MF

A,
entonces

X
dX //

f

��

F (X)
ΥX //

F (f)

��

X ⊗A F (A)

f⊗AF (A)

��
X ′

dX
′

// F (X ′)
ΥX′ // X ′ ⊗A F (A)

que es un diagrama conmutativo y luego f es F (A)–colineal por la derecha. De la misma

manera y usando los isomorfismos naturales
(
Υ−−
)−1

y su versión correspondiente del Lema
1.7.1, comprobaremos que (X, ρX) → (X, dX = Υ−1

X ◦ ρX) es un funtor bien definido.
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Caṕıtulo.1. COANILLOS, COMóDULOS Y FUNTORES. 80

Está claro ahora que (1.45), establece un isomorfismo de categoŕıas. El isomorfismo natural
SF ∼= UA es evidente. Sea ahora X ∈MA, se sabe que T F (X) = (F (X), dF (X) = δX), luego

F (X)

(1)

δX //

ΥF (X)

��

F 2(X)

(2)

ΥX //

Υ2
X

��

F (X)⊗A F (A)

ΥX⊗AF (A)

��
X ⊗A F (A)

X⊗AδA // X ⊗A F 2(A)
X⊗AΥF (A)// X ⊗A F (A)⊗A F (A)

donde (1) es conmutativo, por la aplicación del Lema 1.7.1 con χ = δ : F → F 2. (2)
lo es también aplicando el mismo Lema pero utilizando la transformación natural χ =
ΥF (−) : F 2 → F (−)⊗A F (A). Módulo el isomorfismo de categoŕıas (1.45), Υ− es ahora un
isomorfismo natural de F (A)–comódulos por la derecha. Por lo tanto T F ∼= − ⊗A F (A),
mediante este mismo isomorfismo natural.

Sea A un K–anillo con unidades locales. Denotemos por CA la categoŕıa de cotriples
sobre MA, cuyos funtores son exactos por la derecha y que preservan coproductos. El
resultado principal de esta sección se resume en el siguiente teorema.

Teorema 1.7.4. Sea A un K–anillo con unidades locales junto con sus correspondientes
categoŕıas A− coring y CA. Entonces existe una equivalencia de categoŕıas

CA // A− coring

(F, δ, ξ) � // (F (A),ΥA ◦ δA, ξA)

[Φ : F → F ′] � // [ΦA : F (A)→ F ′(A)]

cuyo funtor inverso es

A− coring // CA

(C,∆, ε) � // (UA ◦ (−⊗A C),−⊗A ∆,−⊗A ε)
[φ : C→ C′] � // [−⊗A φ : −⊗A C→ −⊗A C′]

Demostración. Vamos a comprobar solamente que dichos funtores son bien definidos; el
resto es evidente. Sea Φ : (F, δ, ξ) → (F ′, δ′, ξ′) un morfismo de cotriples sobre MA. El
morfismo ΦA es A–bilineal, según el Lema 1.7.1. La propiedad counitaria, ξA ◦ ΦA = ξA,
viene dada por definición de Φ. Denotemos por Υ′− la transformación natural asociada a F ′.
Aplicando el Lema 1.7.1 con la trasformación natural Φ : F → F ′ y usando la naturalidad
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de Υ−, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

F ′F ′(A)
ΥF ′(A) // F ′(A)⊗A F ′(A)

F ′F (A)
Υ′
F (A) //

F ′(ΦA)

OO

F (A)⊗A F ′(A)

ΦA⊗AF ′(A)

OO

FF (A)

ΦF (A)

77pppppppppppppppppp

ΥF (A)

// F (A)⊗A F (A)

F (A)⊗AΦA

66mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

Por lo tanto, se tiene

ΥF ′(A) ◦ F ′(ΦA) ◦ ΦF (A) = (ΦA ⊗A F ′(A)) ◦Υ′F (A) ◦ ΦF (A)

= (ΦA ⊗A F ′(A)) ◦ (F (A)⊗A ΦA) ◦ΥF (A)

= (ΦA ⊗A ΦA) ◦ΥF (A)

lo que implica que el diagrama

F (A) Φ //

δA
��

F ′(A)

δ′A
��

F 2(A)

ΥF (A)

��

F ′(ΦA)◦ΦF (A)=

ΦF ′(A)◦F (ΦA)
// F ′2(A)

Υ′
F ′(A)

��
F (A)⊗A F (A)

ΦA⊗AΦA // F ′(A)⊗A F ′(A)

es conmutativo y luego ΦA : F (A) → F ′(A) es un morfismo de A–coanillos. Sea ahora
φ : (C,∆, ε) → (C′,∆′, ε′) un morfismo de A–coanillos. Consideramos los cotriples corre-
spondientes y definimos la transformación natural

Φ− : −⊗A C
−⊗Aφ // −⊗A C′

Es evidente que

ΦX⊗AC′ ◦ (ΦX ⊗A C) = X ⊗A φ⊗A φ
= (ΦX ⊗A C′) ◦ ΦX⊗AC

para cualquier módulo XA. Luego

X ⊗A C

X⊗A∆

��

X⊗Aφ // X ⊗A C′

X⊗A∆′

��
X ⊗A C⊗A C

ΦX⊗AC′◦(ΦX⊗AC)=

(ΦX⊗AC′)◦ΦX⊗AC

// X ⊗A C′ ⊗A C′
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lo que implica la coasociatividad de la transformación natural Φ−. La propiedad counitaria
de φ implica que el diagrama:

X ⊗A C
ΦX //

X⊗AεC ))RRRRRRRRRRRRRRR X ⊗A C′

X⊗AεC′
��
X

es conmutativo y luego Φ− : −⊗A C→ −⊗A C es un morfismo de cotriples.

Observación 1.7.5. Los funtores Frobenius entre categoŕıas de módulos unitarios sobre
anillos unitarios han sido investigados en [30]. Véase también, [87], [76], [27], por el his-
torial de este tipo de funtores. Un par de Frobenius , consiste en una pareja de funtores
(F,G), tales que G es adjunto por la derecha y por la izquierda de F . Un funtor F es un
funtor de Frobenius, si existe G tal que (F,G) forman un par de Frobenius. Según [30,
Theorem 2.1], los pares de Frobenius, vienen inducidos por bimódulos finitamente gener-
ados y proyectivos por la derecha y por la izquierda. Con esta caracterización, se puede
comprobar que los cotriples asociados a un par de Frobenius, entre categoŕıas de módu-
los, corresponden a coanillos de coendomorfismos de módulos quasi-finitos i.e. finitamente
generados y proyectivos, considerados en el Ejemplo 2.1.5.
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Caṕıtulo 2

Reconstrucción, Coanillos de
Comatrices y la Teoŕıa del Descent.

Introducción

En este caṕıtulo caracterizaremos primero los coanillos (sobre anillos con unidades
locales) cuya categoŕıa de comódulos (por la derecha) posee un generador finitamente
generado y proyectivo. La estructura de esta clase de coanillos la proporcionan los coanillos
de comatrices finitas. A cada bimódulo finitamente generado y proyectivo por un lado, se le
asocia su coanillo de comatrices finitas. Si el bimódulo es un anillo extensión (de anillos con
unidades locales) de otro anillo, entonces el coanillo correspondiente coincide con el coanillo
canónico de Sweedler. Nuestros métodos se basan sobre la equivalencia de categoŕıas entre
comódulos y módulos sobre el anillo de endomorfismos de este generador (Teorema de
Gabriel-Popescu). Lo que nos ha permitido ofrecer un Teorema del Descent generalizado
para módulos, lo cual en caso de extensiones de anillos, implica el Descent clásico.

En segundo lugar caracterizaremos los coanillos sobre anillos unitarios y cuya cate-
goŕıa de comódulos posee un conjunto de generadores pequeños y proyectivos. Esta vez son
los coanillos de comatrices infinitas, quien nos proporciona la estructura de esta clase de
coanillos. A cada categoŕıa aditiva pequeña y un funtor fiel entre esta y la sub-categoŕıa
de módulos finitamente generados y proyectivos (sobre anillo unitario), se le asocian su
coanillo de comatrices infinitas. Si hay un sólo objeto, entonces el coanillo de comatrices
correspondiente coincide con el coanillo de comatrices finitas (definido sobre anillo uni-
tario). La caracterización de esta parte se basa sobre el Teorema de Freyd [44, p. 120] en
combinación con el Teorema Gabriel [46, Proposition II2] (véase también [60]).

Aparentemente los coanillos de comatrices finitas son caso particular de los coanillos
de comatrices infinitas. Esto es el caso cuando el anillo de escalares es un anillo unitario.
Notemos que todav́ıa no existe una definición concreta de comatrices infinitas con escalares
en un anillo sin unidad (o con unidades locales). Aśı, en nuestro procedimiento, vamos a
analizar aisladamente cada caso del otro.
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2.1. Comódulos quasi-finitos y coanillo de coendomor-

fismos.

Los comódulos quasi-finitos y sus coálgebras de coendomorfismos en el caso de coálge-
bras sobre cuerpos pueden encontrarse en [97], el caso de coálgebras sobre anillos conmuta-
tivos lo describe [5]. Para coanillos sobre anillos unitarios, los comódulos quasi-finitos han
sido redefinidos en [52], véase también [14]. Aqúı nosotros vamos a adaptar la versión de
[52, Section 4] al caso de coanillos sobre K–anillos con unidades locales.

Sean A, B dos K–anillos con unidades locales, C y D, respectivamente, un A–coanillo
y un B–coanillo.

Definición 2.1.1. Un (C,D)–bicomódulo N , se dice que es quasi-finito como D–comódulo
por la derecha, si el funtor − ⊗A N : MA → MD tiene un adjunto por la izquierda
hD(N,−) :MD →MA. Este último funtor es llamado el funtor co-hom asociado a N . A
veces es conveniente decir que N es (A,D)–quasi-finito para concretar el anillo de escalar
del lado izquierdo.

El siguiente isomorfismo natural será el asociado a esta adjunción

ΦX,Y : HomA(hD(N,X), Y )→ HomD(X, Y ⊗A N) (2.1)

para cualquier X ∈ MD, Y ∈ MA. Sea θ− : idMD → hD(N,−) ⊗A N la unidad de la
adjunción (2.1). Según las notaciones de la sección A.4 del caṕıtulo de apéndices, sabemos
que

ΦX,Y (f) = (f ⊗A N)θX , para cualquier f : hD(N,X)→ Y.

En lo siguiente vamos a dotar hD(N,X) de una C–coacción por la derecha, para cualquier
comódulo XD. Considere pues la composición de aplicaciones

X
θX // hD(N,X)⊗A N

hD(N,X)⊗AλN // hD(N,X)⊗A C⊗A N

luego existe un único morfismo A–lineal ρhD(N,X) : hD(N,X)→ hD(N,X)⊗A C tal que

(ρhD(N,X) ⊗A N) ◦ θX = (hD(N,X)⊗A λN) ◦ θX
Para comprobar la coasociatividad de ρhD(N,X) basta, según la sección A.4 del caṕıtulo de
apéndices, comprobar que el siguiente diagrama es conmutativo

X

θX

((QQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQ

hD(N,X)⊗A N
ρhD(N,X)⊗AN //

ρhD(N,X)⊗AN

��

hD(N,X)⊗A C⊗A N

hD(N,X)⊗A∆⊗AN

��
hD(N,X)⊗A C⊗A N

ρhD(N,X)⊗AC⊗AN
// hD(N,X)⊗A C⊗A C⊗A N
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Se tiene pues

(hD(N,X)⊗A ∆⊗A N) ◦ (ρhD(N,X) ⊗A N) ◦ θX
= (hD(N,X)⊗A ∆⊗A N) ◦ (hD(N,X)⊗A λN) ◦ θX

= (hD(N,X)⊗A (∆⊗A N ◦ λN)) ◦ θX
= (hD(N,X)⊗A λN ⊗A C) ◦ (hD(N,X)⊗A λN) ◦ θX

= (hD(N,X)⊗A λN) ◦ (ρhD(N,X) ⊗A N) ◦ θX
= (ρhD(N,X) ⊗A C⊗A N) ◦ (ρhD(N,X) ⊗A N) ◦ θX

la propiedad counitaria viene dada por

(hD(N,X)⊗Aε⊗AN)◦(ρhD(N,X)⊗AN)◦θX = (hD(N,X)⊗Aε⊗AN)◦(hD(N,X)⊗AλN)◦θX
= (hD(N,X)⊗A (ε⊗A N ◦ λN)) ◦ θX = θX

Sea ahora f : X → X ′ un morfismo D–colineal, entonces

(hD(N, f)⊗AC⊗AN)◦(ρhD(N,X)⊗AN)◦θX = (hD(N, f)⊗AC⊗AN)◦(hD(N,X)⊗AλN)◦θX
= (hD(N,X ′)⊗A λN) ◦ (hD(N, f)⊗A N) ◦ θX

= (hD(N,X ′)⊗A λN) ◦ θX′ ◦ f
= (ρhD(N,X′) ⊗A N) ◦ θX′ ◦ f

= (ρhD(N,X′) ⊗A N) ◦ (hD(N, f)⊗A N) ◦ θX

lo que implica que el morfismo hD(N, f) : hD(N,X) → hD(N,X ′) es C–colineal por la
derecha. Lo que establece el funtor

hD(N,−) :MD //MC

Proposición 2.1.2. Sean A y B dos K–anillos con unidades locales y C, D, respectiva-
mente, un A–coanillo y un B–coanillo. Sea N un (C,D)–bicomódulo. Supongamos que BD

preserva el igualador eqY,N para cualquier comódulo YC.

(1) Si N es (A,D)–quasi-finito, entonces el isomorfismo natural (2.1) se restringe a un
isomorfismo natural HomC(hD(N,X), Y ) ∼= HomD(X, Y�CN). Por lo tanto hD(N,−)
es un adjunto por la izquierda de −�CN .

(2) Rećıprocamente, si −�CN :MC →MD tiene un adjunto por la izquierda, entonces N
es (A,D)–quasi-finito.

Demostración. (1). Basta comprobar que si f : hD(N,X)→ Y es un morfismo C–colineal,
entonces la imagen de (f ⊗A N) ◦ θX está dentro de Y�CN . Para ello

eqY,N ◦ (f ⊗AN)◦θX = (f ⊗AC⊗AN)◦ (ρhD(N,X)⊗AN)◦θX− (Y ⊗A λN)◦ (f ⊗AN)◦θX
= (f ⊗A C⊗A N) ◦ (hD(N,X)⊗A λN) ◦ θX − (Y ⊗A λN) ◦ (f ⊗A N) ◦ θX

= 0
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Caṕıtulo.2. RECONSTRUCCIÓN Y COANILLOS DE COMATRICES. 86

(2). Como C�CN ⊆ C ⊗A N escinde, el Lema 1.4.2, implica que (− ⊗A C)�CN ∼= − ⊗A
(C�CN) ∼= −⊗AN isomorfismos naturales. Pero UA es adjunto por la izquierda de −⊗A C

y por hipótesis UA ◦ hD(N,−) es adjunto de −⊗A N .

En lo que sigue vamos a definir el coanillo de coendomorfismos asociado a un (C,D)–
bicomódulo N que es (A,D)–quasi-finito; aśı como el morfismo canónico de A–coanillos
correspondiente. Sea N (A,D)–quasi-finito, utilizando la aplicación (1.32) junto con la
notación de esta misma sección, considere

A
λ // HomD(N,N)

hD(N,−) // HomC(hD(N,N), hD(N,N))

lo que implica que hD(N,N) es un A–bimódulo. De la misma manera, componiendo esta
vez con el funtor −⊗AN , se tiene una estructura de (A,B)–bimódulo sobre hD(N,N)⊗AN .
Observe que estas nuevas acciones por la izquierda no son por el momento unitarias.

Proposición 2.1.3. Sean A y B dos K–anillos con unidades locales y C, D, respecti-
vamente, un A–coanillo y un B–coanillo. Sea (N, ρN , λN) un (C,D)–bicomódulo que es
(A,D)–quasi-finito. Denotemos por hD(N,N) := eD(N) y por ξ : hD(N,−) ◦ −�CN →
idMC la counidad asociada a la adjunción de la Proposición 2.1.2(2). Entonces

(1) eD(N) es un A–bimódulo unitario que admite una estructura de A–coanillo. En par-
ticular N se convierte en un eD(N)–comódulo por la izquierda.

(2) La aplicación canN : eD(N) → C definida por canN = ξC◦hD(N, λN), es un morfismo de
A–coanillos. Además la estructura inducida de comódulo por la izquierda de canN (N)
coincide con la estructura inicial de CN .

Demostración. Primero vamos a comprobar que θN : N → eD(N)⊗AN es A–bilineal. Sea
a ∈ A y λa : N → N la multiplicación por la izquierda por a. Como λa es D–colineal,
usando la naturalidad de θ−, se tiene (hD(N, λa)⊗AN) ◦ θN = θN ◦ λa, lo que quiere decir
que θN es A–lineal por la izquierda.
(1). Consideramos ahora la composición

N
ιN // A⊗A N

A⊗AθN // A⊗A eD(N)⊗A N

donde ιN es el isomorfismo canónico, v́ıa x 7→ e⊗A x con ex = x y e ∈ Idemp(A). Existe
pues un único morfismo αN : eD(N)→ A⊗AeD(N) tal que (αN⊗AN)◦θN = (A⊗AθN)◦ιN .
De otra parte considere la siguiente aplicación A–lineal por la derecha

κeD(N) : A⊗A eD(N) // eD(N)

a⊗A y � // hD(N, λa)(y) = ay

Es fácil de comprobar que (κeD(N)⊗AN)◦(A⊗AθN)◦ιN = θN . Por lo tanto (κeD(N)⊗AN)◦
(αN ⊗A N) ◦ θN = θN , lo que implica que κeD(N) ◦ αN = eD(N), entonces αN es inyectiva
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y eD(N) es un A–módulo unitario por la izquierda y luego un A–bimódulo unitario. La
comultiplicación de eD(N), viene dada por la siguiente composición

N
θN // eD(N)⊗A N

eD(N)⊗AθN // eD(N)⊗A eD(N)⊗A N

existe pues un único morfismo A–lineal por la derecha

∆′ : eD(N) // eD(N)⊗A eD(N)

tal que (∆′⊗AN)◦θN = (eD(N)⊗A θN)◦θN . Ahora ∆′ es A–lineal por la izquierda porque

(hD(N, λa)⊗A eD(N)⊗AN)◦ (eD(N)⊗A θN)◦θN = (eD(N)⊗A θN)◦ (hD(N, λa)⊗AN)◦θN ,

para cualquier a ∈ A. Vamos a comprobar que ∆′ es coasociativa, por ello se tiene de una
parte

(eD(N)⊗A ∆′ ⊗A N) ◦ (∆′ ⊗A N) ◦ θN = (eD(N)⊗A ∆′ ⊗A N) ◦ (eD(N)⊗A θN) ◦ θN
= (eD(N)⊗A ((∆′ ⊗A N) ◦ θN)) ◦ θN
= (eD(N)⊗A ((eD(N)⊗A θN) ◦ θN)) ◦ θN
= (eD(N)⊗A eD(N)⊗A θN) ◦ (eD(N)⊗A θN) ◦ θN

de otra parte

(∆′ ⊗A eD(N)⊗A N) ◦ (∆′ ⊗A N) ◦ θN = (∆′ ⊗A eD(N)⊗A N) ◦ (eD(N)⊗A θN) ◦ θN
= (eD(N)⊗A eD(N)⊗A θN) ◦ (∆′ ⊗A θN) ◦ θN
= (eD(N)⊗A eD(N)⊗A θN) ◦ (eD(N)⊗A θN) ◦ θN

lo que implica que (∆′⊗A eD(N))◦∆′ = (eD(N)⊗A∆′)◦∆′. La counidad viene dada por el
isomorfismo ιN : N → A⊗A N ; es decir existe un único morfismo A–lineal por la derecha
ε′ : eD(N) → A, tal que (ε′ ⊗A N) ◦ θN = ιN . Sea a ∈ A y λ̃a : A → A la multiplicación
por a por la izquierda, entonces

(ε′ ⊗A N) ◦ (hD(N, λa)) ◦ θN = (ε′ ⊗A N) ◦ θN ◦ λa, θ− es natural

= ιN ◦ λa
= (λ̃a ⊗A N) ◦ ιN
= (λ̃a ⊗A N) ◦ (ε′ ⊗A N) ◦ θN

luego λ̃a ◦ ε′ = ε′ ◦ hD(N, λa), para cualquier a ∈ A; lo que significa que ε′ es A–lineal
por la izquierda. En la propiedad counitaria de ∆′ con ε′, utilizaremos el efecto de que
eD(N) es unitario por la izquierda. Finalmente, la aplicación A–lineal por la izquierda
θN : N → eD(N)⊗A N satisface, por definición,

(∆′ ⊗A N) ◦ θN = (eD ⊗A θN) ◦ θN
(ε′ ⊗A N) ◦ θN = ιN
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lo que son las propiedades de una eD(N)–coacción por la izquierda sobre AN .
(2). El morfismo de A–coanillos canN : eD(N)→ C, viene por la ecuación (canN⊗AN)◦θN =
λN . Vamos a comprobar que canN es A–lineal por la izquierda, para ello sea a ∈ A y
λ̂a : C → C la multiplicación por a por la izquierda. Utilizando la A–linealidad de la
coacción λN y de θN , se tiene

(λ̂a ⊗A N) ◦ (canN ⊗A N) ◦ θN = (canN ⊗A N) ◦ (hD(N, λa)⊗A N) ◦ θN

y luego λ̂a ◦ canN = canN ◦ hD(N, λa). Ahora la coasociatividad y la propiedad counitaria
de λN , implican la compatibilidad de canN con ∆′ y ε′. Finalmente, λcanN

N = (canN ⊗A
N) ◦ θN = λN , lo que termina la demostración.

Definición 2.1.4. El A–coanillo eD(N) asociado a un (C,D)–bicomódulo, (A,D)–quasi-
finito N y con la comultiplicación y la counidad de la Proposición 2.1.3, se le llama el
coanillo de coendomorfismos de N .

Ejemplo 2.1.5. [52, 41]. Sea A un K–anillo con unidades locales y C un A–coanillo.
Considera N ∈ CMB, donde B es otro K–anillo con unidades locales considerado como B–
coanillo trivialmente. Supongamos que AN es un módulo finitamente generado y proyectivo,
entonces − ⊗A N : MA → MB tiene un adjunto por la izquierda que es el funtor − ⊗B
∗N : MB → MA, véase el capitulo de apéndices sección A.2. Entonces N es (A,B)–
quasi-finito y según la Proposición 2.1.2(1), el funtor − ⊗B ∗N : MB → MC es bien
definido. De alĺı se obtiene la estructura de C–comódulo por la derecha sobre ∗N ; es fácil
de ver que esta coacción coincide con aquella en la Observación 1.2.20(1). El A–coanillo de
coendomorfismos de N , es entonces de la forma eB(N) = N ⊗B ∗N cuya comultiplicación
es

∆ : eB(N)→ eB(N)⊗A eB(N), (ϕ⊗B u 7→
∑
i,j

ϕ⊗B pi ⊗A p∗i ⊗B pjp∗j(u)

=
∑
i

ϕ⊗B pi ⊗A p∗i ⊗B u),

y la counidad es la aplicación de evaluación ε : eB(N) → A, v́ıa ϕ ⊗B u 7→ ϕ(u). Como
en la Observación 1.2.20(1), ∆ es independiente de la base dual escogida. El morfismo
canónico, en este caso, es canN : eB(N) → C enviando ϕ ⊗A u 7→ (ϕ ⊗A C) ◦ ρN(u), véase
[41, Examples 5.1, 5.3].

Observación 2.1.6. Sean A y B dos K–anillos con unidades locales juntos con un (A,B)–
bimódulo N . Supongamos que N es un bicomódulo (A,B)–quasi-finito (A y B son consid-
erados como coanillos triviales). Entonces − ⊗A N : MA → MB tiene un adjunto por la
izquierda que es −⊗B ∗N :MB →MA. Por lo tanto (−⊗B ∗N) ◦ (−⊗AN) :MA →MA

es un cotriple que es claramente exacto por la derecha y preserva coproductos. Según la
Proposición 1.7.3, A⊗AN ⊗B ∗N ∼= N ⊗B ∗N es un A–coanillo. Ahora es fácil de compro-
bar que esta nueva estructura y la estructura del Ejemplo 2.1.5 coinciden (compare con la
Observación 1.7.5). Finalmente, observe que el morfismo de coanillos canónico del Ejemplo
2.1.5 coincide, en este caso, con la counidad i.e. canN = ε : eB(N)→ A.
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2.2. Coanillos de comatrices finitas.

En esta sección procederemos a la definición de coanillos de comatrices finitas, aśı como
el morfismo canónico. Para más información reciente sobre los coanillos de comatrices finitas
véase [20], [23], [13] y [25].

Sean A y B dos K–anillos con unidades locales, considere BΣA un (B,A)–bimódulo uni-
tario, luego Σ∗ = HomA(Σ, A) canónicamente como (A,B)–bimódulo y finalmente Σ∗⊗BΣ
un A–bimódulo de manera natural. Notemos que ninguna de estas últimas acciones es uni-
taria. Supongamos que ΣA es un módulo finitamente generado y proyectivo y consideremos
{pi, p∗i } una base dual finita. Recuerde que, en este caso, AΣ∗B es un bimódulo unitario,
véase el caṕıtulo del apéndices sección A.2. Por lo tanto Σ∗ ⊗B Σ es, por hipótesis, un
A–bimódulo unitario.

Proposición 2.2.1. El A–bimódulo Σ∗ ⊗B Σ es un A–coanillo con la comultiplicación

∆ : Σ∗ ⊗B Σ −→ Σ∗ ⊗B Σ⊗A Σ∗ ⊗B Σ

definida por ∆(ϕ⊗B u) =
∑

i ϕ⊗B pi ⊗A p∗i ⊗B u, y la counidad

ε : Σ∗ ⊗B Σ→ A

viene dada por ε(ϕ ⊗B u) = ϕ(u). Además, existe un anti-isomorfismo de K–álgebras
∗(Σ∗ ⊗B Σ) ∼= End(BΣ), donde el primero de ellos es el anillo dual por la izquierda de
Σ∗ ⊗B Σ.

Demostración. Para comprobar que (Σ∗ ⊗B Σ,∆, ε) es un A–coanillos, existen distintas
maneras de hacerlo. En esta demostración adaptamos la siguiente. Considere B, A como
coanillos triviales y AΣ∗B como bicomódulo (A,B)–quasi-finito. Según el Ejemplo 2.1.5 el
coanillo de coendomorfismos asociado es eB (AΣ∗B) = Σ∗⊗B ∗(Σ∗). Al trasladar esta estruc-
tura al A–bimódulo Σ∗⊗B Σ, mediante el isomorfismo canónico Σ ∼= ∗(Σ∗), encontraremos
la estructura deseada. Finalmente, averiguamos el citado isomorfismo de anillos. A nivel
de K–módulos, este isomorfismo viene dado por la siguiente composición:

∗(Σ∗ ⊗B Σ) = HomA(Σ∗ ⊗B Σ, AA) ∼= HomB(Σ, ∗(Σ∗)) ∼= HomB(Σ,Σ),

donde hemos utilizado el isomorfismo de la adjunción canónica y el isomorfismo natural
Σ ∼= ∗(Σ∗). Expĺıcitamente esta composición es definida por f 7→ f̂ , donde f̂ : Σ→ Σ viene
dado por

f̂(u) =
∑
i

pif(p∗i ⊗B u), para todo f ∈ ∗(Σ∗ ⊗B Σ). (2.2)

Estamos ahora en la altura de comprobar que (̂−) es un anti-morfismo de anillos. Primero,
tenemos ε̂(u) =

∑
i piε(p

∗
i ⊗B u) =

∑
i pip

∗
i (u) = u, para cualquier u ∈ Σ. Dados f, g ∈

∗(Σ∗ ⊗B Σ), el producto convolución f ∗ g es definido por

(f ∗ g)(ϕ⊗B u) = f ◦ (Σ∗ ⊗B Σ⊗A g)∆(ϕ⊗B u) =
∑
i

f(ϕ⊗B pig(p∗i ⊗B u)).
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Por lo tanto,

f̂ ∗ g(u) =
∑
j

pj(f ∗ g)(p∗j ⊗B u) =
∑
i,j

pjf(p∗j ⊗B pig(p∗i ⊗B u)) =

f̂(
∑
i

pig(p∗i ⊗B u)) = f̂(ĝ(u)),

se tiene pues f̂ ∗ g = f̂ ◦ ĝ. Sabiendo que el producto en End(BΣ) es el opuesto de la
composición, hemos comprobado que nuestra aplicación ya es un anti-morfismo de anillos.

Definición 2.2.2. Sean A, B dos K–anillos con unidades locales y Σ un (B,A)–bimódulo
unitario tal que ΣA es finitamente generado y proyectivo. El A–coanillo Σ∗ ⊗B Σ, de la
Proposición 2.2.1, se llama el coanillo de comatrices finitas asociado al bimódulo BΣA.
Ejemplos de este tipo de coanillos son los coanillos canónicos de Sweedler y los coanillos
finitamente generados y proyectivos i.e. los coanillos duales definidos en el Ejemplo 1.1.4(b).

Observación 2.2.3. Sean A, B dosK–anillos con unidades locales y Γ un (A,B)–bimódulo
unitario tal que AΓ es un módulo finitamente generado y proyectivo. Como antes podemos
definir el A–coanillo de comatrices finitas Γ⊗B∗Γ, donde ∗Γ = HomA(Γ, A). Pero si ponemos

BΣA = ∗Γ, sabemos que Σ es un (B,A)–bimódulo unitario tal que ΣA es un módulo
finitamente generado y proyectivo; luego tenemos el A–coanillo Σ∗ ⊗B Σ. Sabemos que

(̂−) : Γ −→ Σ∗, (γ 7−→ [u 7→ u(γ)])

es un isomorfismo de (A,B)–bimódulos, lo que implica que

(̂−)⊗B ∗Γ : Γ⊗B ∗Γ −→ Σ∗ ⊗B Σ

es un isomorfismo de A–bimódulos. Un cálculo rutinario demuestra que este isomorfismo
es en realidad un isomorfismo de A–coanillos. En conclusión la definición del coanillo de
comatrices finitas usando bimódulos finitamente generados y proyectivos por la izquierda
o por la derecha llevan, salvo isomorfismos de coanillos, al mismo coanillo.

Una propiedad revelante del A–coanillo Σ∗⊗B Σ es que Σ se convierte en un Σ∗⊗B Σ–
comódulo de manera canónica. Su coacción es definida por

Σ
ρΣ // Σ⊗A Σ∗ ⊗B Σ, (u � //

∑
i pi ⊗A p∗i ⊗B u) ,

que es claramente B–lineal por la izquierda, en otras palabras, Σ es un (B, (Σ∗ ⊗B Σ))–
bicomódulo. Este comódulo juega un papel relevante.

Proposición 2.2.4. El coanillo Σ∗⊗BΣ está, como comódulo por la derecha, generado por
Σ. Por lo tanto, cualquier Σ∗⊗BΣ–comódulo por la derecha es isomorfo a un sub-comódulo
de un cociente de Σ(I), para un conjunto de ı́ndices adecuado I. Además,

End(ΣΣ∗⊗BΣ) = {f ∈ End(ΣA)| f ⊗B x = 1⊗B f(x), para cualquier x ∈ Σ}

y, en particular, el morfismo canónico B → End(ΣA) se factoriza a través de End(ΣΣ∗⊗BΣ).
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Demostración. Para la primera aserción, es suficiente comprobar que cada elemento gen-
erador ϕ ⊗B u ∈ Σ∗ ⊗B Σ pertenece a la imagen de un morfismo de Σ∗ ⊗B Σ–comódu-
los por la derecha f : Σ → Σ∗ ⊗B Σ. Esto viene escogiendo la aplicación definida por
f(u) = ϕ ⊗B u, que es fácil de comprobar que es colineal. Para la segunda aserción, sea
ρM : M → M ⊗A Σ∗ ⊗B Σ un comódulo por la derecha. La misma estructura ρM es un
morfismo de comódulos que escinde en A–módulos. Por lo tanto, M es isomorfo a un sub-
comódulo de M⊗AΣ∗⊗BΣ, que es fácilmente comprobado ser un cociente de un coproducto
de copias de Σ. La última aserción es un resultado de comprobaciones rutinarias.

Observación 2.2.5. Por supuesto Σ∗ es un Σ∗ ⊗B Σ–comódulo por la izquierda con una
coacción B–lineal por la derecha

Σ∗
λΣ∗ // Σ∗ ⊗B Σ⊗A Σ∗, (ϕ 7→

∑
i ϕ⊗B pi ⊗A p∗i ) .

Además, Σ∗⊗BΣΣ∗ satisface la versión izquierda de la Proposición 2.2.4 y el anillo dual de
convolución por la derecha (Σ∗ ⊗B Σ)∗ es anti-isomorfo a End(Σ∗B).

Ahora vamos a considerar cualquier A–coanillo C y vamos a suponer que Σ es un C–
comódulo por la derecha con la coacción ρΣ : Σ→ Σ⊗AC. Utilizaremos en todo lo que sigue
la siguiente notación: S = End(ΣA) y T = End(ΣC). Entonces Σ es un (S,A)–bimódulo
unitario y ρΣ es un morfismo de (T,A)–bimódulos, recuerde que T es un sub-anillo de S.
De esta manera Σ es un (T,C)–bicomódulo, luego Σ∗ es un (C, T )–bicomódulo, donde la C–
coacción por la izquierda viene dada por la Observación 1.2.20(1), mientras que la T–acción
por la derecha viene canónicamente dada por la T–acción por la izquierda de Σ. Está claro
que − ⊗T Σ : MT → MA es un adjunto por la izquierda de − ⊗A Σ∗ : MA → MT . Por
lo tanto, según la Definición 2.1.1, Σ∗ es un (C, T )–bicomódulo (A, T )–quasi-finito (T es
considerado como T–coanillo trivialmente). La siguiente proposición es ahora consecuencia
de la Proposición 2.1.3(2) y el Ejemplo 2.1.5.

Proposición 2.2.6. Sean A un K–anillo con unidades locales y C un A–coanillo. Si ΣC es
un comódulo tal que ΣA es finitamente generado y proyectivo, entonces can : Σ∗⊗T Σ→ C

definida por la composición

Σ∗ ⊗T Σ
Σ∗⊗T ρΣ // Σ∗ ⊗T Σ⊗A C

ε⊗AC // A⊗A C ∼= C

es un morfismo de A–coanillos.

Los siguientes ejemplos indican el interesante papel del morfismo de coanillos can
definido en la Proposición 2.2.6, en la investigación; ya que es una generalización de morfis-
mo anteriormente considerados en la teoŕıa de módulos de Hopf y las extensiones de Galois
no-conmutativas.

Ejemplo 2.2.7. Supongamos que A es una K–álgebra y que nuestro A–coanillo C tiene
un elemento grouplike g, lo que es equivalente, según [17, Lemma 5.1], a que A admite una
estructura de comódulo por la derecha sobre C, notemos este comódulo por [g]A. En este
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caso T = End([g]AC) es nada más que el sub-anillo de coinvariantes [17, Proposition 2.2]
de A (o invariante de g), i.e. T = {a ∈ A| ag = ga}. La aplicación can : A ⊗T A → C, en
este caso, está determinada por la condición can(1 ⊗T 1) = g, véase [96, Proposition 1.9].
Por lo tanto, el coanillo C es Galois en el sentido de [17, Definition 5.3] si y sólo si can es
un isomorfismo. Es conveniente apuntar aqúı que el morfismo can generaliza la aplicación
canónica original considerada en [91] y, por supuesto, la aplicación can definida en [15,
Definition 2.1].

Ejemplo 2.2.8. Sea A es una K–álgebra. Considere G un grupo finito del grupo de auto-
morfismos de anillos de A y considere R = G∗A el anillo asociado del producto cruzado. El
anillo A se injecta canónicamente en R y, por construcción, RA es un módulo libre de base
G y podemos pues considerar su correspondiente coanillo de comatrices R∗ ⊗R R ∼= R∗.
Vamos a comprobar que “la traza” g : R → A definida por g(

∑
σ∈G σaσ) =

∑
σ∈G aσ (ev-

identemente A–lineal por la derecha) es un elemento grouplike de R∗. Coordinadamente
con [68, Theorem 3], se necesita ver de una parte que g actúa como la identidad sobre A,
lo que es claro, y de otra que Ker(g) es un ideal por la derecha de R. Vamos a comprobar
esta última condición, sea pues r =

∑
σ∈G σrσ ∈ Ker(g), es decir

∑
σ∈G rσ = 0 y considere

γa, γ ∈ G, a ∈ A una componente (homogénea) en R, entonces

g(r(γaγ)) = g

(∑
σ∈G

(σγ)(γ(rσ)a)

)
=

∑
σ∈G

γ(rσ)a

= γ(
∑
σ∈G

rσ)a

= 0,

lo que implica que g ∈ R∗ es un elemento grouplike. Por lo tanto A es un R∗–comódulo
por la derecha. El morfismo de A–coanillos can : A ⊗T A → R∗ es determinado por
can(1⊗T 1) = g, donde T es el sub-anillo de los elementos g–coinvariantes de A. Un cálculo
fácil, demuestra que T es el sub-anillo de los G–invariantes de A. Ahora, la composición
de morfismos de anillos

R ∼= ∗(R∗)
∗can // ∗(A⊗T A) ∼= End(TA)

es precisamente la aplicación δ definida en [67] (o j en [34]). Alĺı, la extensión se anillos
T ⊆ A es llamada G–Galois cuando δ es un isomorfismo y TA es finitamente generado y
proyectivo. Por supuesto que δ es un isomorfismo si y sólo si can es un isomorfismo.

El morfismo de A–coanillos can : Σ∗ ⊗T Σ→ C induce el funtor

CAN :MΣ∗⊗TΣ →MC
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que env́ıa cada comódulo ρM : M →M ⊗A Σ∗ ⊗T Σ a un C–comódulo

M
ρM // M ⊗A Σ∗ ⊗T Σ

M⊗
A

can

// M ⊗A C

Este es un ejemplo del funtor inducción.

Proposición 2.2.9. Si ΣC es un comódulo tal que ΣA es finitamente generado y proyectivo,
entonces T = End(ΣΣ∗⊗TΣ) y tenemos el siguiente diagrama conmutativo de funtores

MΣ∗⊗TΣ CAN //MC

MT

−⊗
T

Σ

eeKKKKKKKKK −⊗
T

Σ

<<xxxxxxxx

Demostración. Según la Proposición 2.2.4, T ⊆ End(ΣΣ∗⊗TΣ). Rećıprocamente, sea f ∈
End(ΣΣ∗⊗TΣ); el siguiente diagrama es claramente conmutativo

Σ
ρΣ //

f

��

Σ⊗A Σ∗ ⊗T Σ

f⊗
A

Σ∗⊗TΣ

��

Σ⊗
A

can

// Σ⊗A C

f⊗
A

C

��
Σ

ρΣ // Σ⊗A Σ∗ ⊗T Σ
Σ⊗
A

can

// Σ⊗A C.

Ahora, es fácil comprobar que (Σ ⊗A can)ρΣ es justamente la coacción de ΣC. Luego f
es C–colineal por la derecha, es decir, f ∈ T . Observar que hemos ya comprobado que
CAN(ΣΣ∗⊗TΣ) = ΣC. Esto implica que CAN((X⊗T Σ)Σ∗⊗TΣ) = (X⊗T Σ)C para cualquier
X ∈MT . Lo que termina la demostración.

2.3. Coanillos con generador f-generado y proyectivo.

En esta sección ofrecemos una descripción completa en términos de coanillos de comatri-
ces de todos los coanillos, sobre anillos con unidades locales, cuya categoŕıa de comódulos
por la derecha posee un generador finitamente generado y proyectivo. El resultado pre-
visto, generaliza los resultados [17, Theorem 5.6], [91, Theorem 1] y [31, Teorema]. Un
tratamiento cercano respect del caso de anillo de base unitario y el coanillo tiene un el-
emento grouplike además de ser un módulo localmente proyectivo, se puede encontrar en
[29, Proposition 1.1], [2, Theorems 2.2, 2.4] y [99, 3.8.(1)].

Sea A un K–anillo con unidades locales y C un A–coanillo junto con Σ un C–comódulo;
T = End(ΣC) es su anillo de endomorfismos. La coacción de Σ es evidentemente T–lineal
y luego existe un funtor −⊗T Σ :MT →MC. Recuerde que HomC(Σ,−) :MC →MT es
un adjunto de −⊗T Σ. Sea χ : HomC(Σ,−)⊗T Σ→ idMC la counidad de esta adjunción.
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Lema 2.3.1. Sea Σ un C–comódulo por la derecha tal que ΣA es finitamente generado
y proyectivo. La counidad χC en el objeto C es un isomorfismo si y sólo si can es un
isomorfismo de coanillos.

Demostración. Utilizando el isomorfismo HomC(Σ,C) ∼= Σ∗, se tiene que can : Σ∗⊗T Σ→ C

puede verse como la composición

Σ∗ ⊗T Σ ∼= HomC(Σ,C)⊗T Σ
χC // C.

Un objeto X de una categoŕıa de Grothendieck A se dice que es finitamente generado
si y sólo si cualquier cadena de sub-objetos propios {Xi} de X, su union

⋃
Xi es también

un sub-objeto propio de X (véase [88, Section 4.10]). Según [88, Section 4.11, Lemma 1],
un objeto proyectivo P ∈ A es finitamente generado si y sólo si HomA(P,−) preserva el
coproducto.

Teorema 2.3.2. Sea A un K–anillo con unidades locales y C un A–coanillo, ΣC un
comódulo por la derecha. Considere la extensión de anillos T ⊆ S, donde T = End(ΣC) y
S = End(ΣA). Las siguientes aserciones son equivalentes

(i) AC es un módulo plano y ΣC es un generador finitamente generado y proyectivo de
MC;

(ii) AC es un módulo plano, ΣA es un módulo finitamente generado y proyectivo, can :
Σ∗ ⊗T Σ→ C es un isomorfismo de A–coanillos, y −⊗T Σ :MT →MΣ∗⊗TΣ es una
equivalencia de categoŕıas;

(iii) ΣA es módulo finitamente generado y proyectivo, can : Σ∗ ⊗T Σ → C es un isomor-
fismo de A–coanillos y TΣ es un módulo fielmente plano.

(iv) AC es un módulo plano, ΣA es un módulo finitamente generado y proyectivo, can :
Σ∗ ⊗T Σ→ C es un isomorfismo de A–coanillos y TS es un módulo fielmente plano;

(v) AC es un módulo plano y −⊗T Σ :MT →MC es una equivalencia de categoŕıas.

Demostración. (i)⇔ (v) Como AC es planoMC es una categoŕıa de Grothendieck (Proposi-
ción 1.2.12). Se sabe que el funtor HomC(Σ,−) :MC →MT es un adjunto por la derecha
de −⊗T Σ. Por lo tanto, según el Teorema de Gabriel-Popescu, −⊗T Σ es una equivalencia
si y sólo si HomC(Σ,−) es una equivalencia si y sólo si ΣC es un generador finitamente
generado y proyectivo.
(i)⇒ (ii) Como AC es plano, se deduce de la Proposición 1.2.12 queMC es una categoŕıa
de Grothendieck y el funtor del olvido UA : MC → MA es exacto. Además, tiene un ad-
junto por la derecha − ⊗A C. Esto implica que ΣA es finitamente generado y proyectivo.
Recuerde que HomC(Σ,−) :MC →MT es un adjunto por la derecha de −⊗T Σ y como ΣC

es un generador finitamente generado y proyectivo, esta adjunción es ya una equivalencia
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de categoŕıas. En particular, la counidad χ : HomC(Σ,−) ⊗T Σ → idMC es un isomor-
fismo natural. Según el Lema 2.3.1, CAN : MΣ∗⊗TΣ → MC es ahora una equivalencia
de categoŕıas. Según la Proposición 2.2.9, se tiene que − ⊗T Σ : MT → MΣ∗⊗TΣ es una
equivalencia de categoŕıas.
(ii) ⇒ (iii). El funtor − ⊗T Σ : MT → MΣ∗⊗TΣ es obviamente exacto y fiel. Como
Σ∗ ⊗T Σ ∼= C es plano como A–módulo por la izquierda, se tiene de la Proposición 1.2.12,
que el funtor del olvido UA : MΣ∗⊗TΣ → MA es fiel y exacto. Por lo tanto, el funtor
−⊗T Σ :MT →MA es fiel y exacto, es decir que TΣ es fielmente plano.
(iii) ⇒ (i). Denotemos por Ω := Σ∗ ⊗T Σ, que es plano como A–módulo por la izquier-
da porque TΣ es plano. El isomorfismo de A–coanillos can : Ω ∼= C, implica que AC es
plano. Considere sobre Σ∗ la estructura de Ω–comódulo por la izquierda que viene dada
por la Observación 2.2.5. Se sabe que Σ∗ es en realidad un (Ω, T )–bicomódulo, donde T
actúa canónicamente sobre Σ∗. El funtor − ⊗A Σ∗ : MA → MT es un adjunto por la
derecha de −⊗T Σ :MT →MA. Según la Proposición 2.1.2, el funtor producto cotensor
−�ΩΣ∗ : MΩ → MT es un adjunto por la derecha de − ⊗T Σ : MT → MΩ. Con-
sidere {pi, p∗i } una base dual finita por la derecha de Σ, esta adjunción viene dada por las
siguientes counidad y unidad

ξYΩ
: (Y�ΩΣ∗)⊗T Σ // Y,

(y ⊗A ϕ)⊗T u � // yϕ(u)

ηXT : X // (X ⊗T Σ)�ΩΣ∗

x � //
∑

i(x⊗A pi)⊗A p∗i

En la notación de la sección 1.4, tenemos el diagrama conmutativo

(Y�ΩΣ∗)⊗T Σ
eqk
Y,Σ∗⊗TΣ

//

ψl
Y,Σ∗,Σ

��

ξY

wwoooooooooooooooo
(Y ⊗A Σ∗)⊗T Σ

∼=
��

eqY,Σ∗⊗TΣ
// (Y ⊗A Ω⊗A Σ∗)⊗T Σ

∼=
��

Y
ρ′Y // Y�Ω(Σ∗ ⊗T Σ)

eqkY,Ω // Y ⊗A (Σ∗ ⊗T Σ)
eqY,Ω // Y ⊗A Ω⊗A (Σ∗ ⊗T Σ)

(2.3)
donde ρ′− es el isomorfismo natural del Lema 1.4.1(1) que satisface eqk

,−,− ◦ ρ
′
− = ρ− y

ψl−,Σ∗,Σ es la transformación natural de la versión por la izquierda del Lema 1.4.2. Como

TΣ es plano, tenemos ahora que ψl−,Σ∗,Σ es isomorfismo natural y luego la conmutatividad
del diagrama (2.3), implica que ξ− es también un isomorfismo natural. Sea ahora X ∈MT

y consideramos Y := X ⊗T Σ como Ω–comódulo por la derecha de manera canónica, es
fácil comprobar que ξY ◦ (ηX ⊗T Σ) = Y . De otra parte

eqkY,Ω ◦ ψlY,Σ∗,Σ ◦ (ηX ⊗T Σ) ◦ ξY = ρY ◦ ξY
= eqkY,Ω ◦ ψlY,Σ∗,Σ,

implica que

(ηX ⊗T Σ) ◦ ξX⊗TΣ = ((X ⊗T Σ)�ΩΣ∗)⊗T Σ.
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Es decir que η− ⊗T Σ es un isomorfismo natural, y como − ⊗T Σ es un funtor fiel, se
tiene que η− es también un isomorfismo natural. Luego − ⊗T Σ : MT → MΩ es una
equivalencia de categoŕıas cuyo inverso es −�ΩΣ∗. Lo que implica, según la Proposición
2.2.9, que −⊗T Σ :MT →MC es una equivalencia, porque can : Ω→ C es un isomorfismo.
Por lo tanto, ΣC es un generador finitamente generado y proyectivo de MC.
(iii) ⇒ (iv). Primero, observe que el isomorfismo Σ ⊗A Σ∗ ∼= S implica que SΣ es fiel.
Dando un monomorfismo f : X → Y en MT , se tiene el diagrama conmutativo

(X ⊗T S)⊗S Σ
(f⊗
T
S)⊗
S

Σ

//

'
��

(Y ⊗T S)⊗S Σ

'
��

X ⊗T Σ
f⊗TΣ // Y ⊗T Σ

Como TΣ es plano, deducimos que (f⊗T S)⊗S Σ es un monomorfismo y luego f⊗T S es un
monomorfismo. Por lo tanto, TS es plano. Finalmente, si X ∈MT es tal que X ⊗T S = 0,
entonces 0 = (X ⊗T S) ⊗S Σ ∼= X ⊗T Σ, lo que implica X = 0. Luego, TS es fielmente
plano.
(iv) ⇒ (iii). Es suficiente comprobar que TΣ es fielmente plano. Considere una sucesión
exacta corta en MT ,

0 // Y
f // Y ′

g // Y ′′ // 0 ,

considere Z el núcleo del morfismo f ⊗T Σ en la categoŕıa MΣ∗⊗TΣ. Dado que el funtor
del olvidoMΣ∗⊗TΣ →MA es exacto, este núcleo coincide con el núcleo calculado enMA.
Tenemos pues un diagrama conmutativo con filas exactas

0 // Z ⊗A Σ∗ // Y ⊗T Σ⊗A Σ∗ //

'
��

Y ′ ⊗T Σ⊗A Σ∗

'
��

0 // Y ⊗T S // Y ′ ⊗T S.

Por lo tanto, Z ⊗A Σ∗ = 0, lo que implica que Z ⊗A Σ∗ ⊗T Σ = 0 y luego Z = 0, porque
Z ∈ MΣ∗⊗TΣ. Por lo tanto, TΣ es plano. Ahora, para cualquier T–módulo por la derecha
Y tal que Y ⊗T Σ = 0, se tiene Y ⊗T Σ ⊗A Σ∗ ∼= Y ⊗T S = 0, luego Y = 0. Es decir, TΣ
es fielmente plano, lo que termina la demostración.

Observación 2.3.3. La condición de que AC sea plano no se puede quitar de las aserciones
(ii) y (vi). Contra-ejemplo viene en seguida. Sea A una K–álgebra e ∈ A un idempotente,
f = 1 − e. Supongamos que fAe = 0 y sea I = eA. Según el Ejemplo 1.2.11 I es un
A–coanillo idempotente tal que −⊗eAe I :MeAe →MI es una equivalencia de categoŕıas.
Ahora es fácil comprobar que I es isomorfismo al coanillo de comatrices finitas I∗⊗eAeI ∼= I,
que End(II) = End(IA) ∼= eAe y luego T = S. Mientras que AI nos es plano excepto si

eAeI lo es.
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Ejemplo 2.3.4. Supongamos que A = ⊕g∈GAg es una K–álgebra G–graduada (G es un
grupo multiplicativo con elemento neutro e). Consideramos C(G) el A–coanillo del Ejemp-
lo 1.2.4(a). Ahora consideramos [e]A el C(G)–comódulo por la derecha correspondiente al
módulo AA y al elemento grouplike e. El sub-anillo de coinvariantes en este caso es justa-
mente el sub-anillo Ae. Por lo tanto [e]A es un generador finitamente generado y proyectivo
deMC(G) si y sólo si −⊗Ae [e]A :MAe → gr−A ∼=MC(G) es una equivalencia de categoŕıas
si y sólo si A es fuertemente graduado (el Teorema de E. C. Dade [33], véase también [77,
Theorem I.3.4]).

En lo que queda de esta sección vamos a colocar el Teorema 2.3.2 en el reciente desarrollo
de los coanillos con elemento grouplike. En el contexto del mismo teorema, se tiene por el
Lema 2.3.1 que si −⊗T Σ es una equivalencia deMT enMC, entonces can : Σ∗⊗T Σ→ C

es un isomorfismo. Lo que motiva la siguiente definición.

Definición 2.3.5. Sea A un K–anillo con unidades locales y C un A–coanillo con un C–
comódulo por la derecha Σ tales que ΣA es finitamente generado y proyectivo. El coanillo
C se dice que es de Galois si can : Σ∗ ⊗T Σ → C es un isomorfismo, donde T = End(ΣC),
también se ha dicho recientemente que Σ es un C–comódulo de Galois [14], [13]. Cuando A
es una K–álgebra y Σ = A, esta definición coincide con la de T. Brzeziński por los coanillos
con elemento grouplike [17, Definition 5.3]. En vista del Teorema 2.3.2, una extensión de
forma T → End(ΣA) puede ser llamada una extensión de anillos C–Galois siempre cuando
Σ sea un C–comódulo por la derecha tal que ΣA sea finitamente generado y proyectivo,
T = End(ΣC) y C es Galois. Las extensiones de anillos C–Galois en [17] ó en [29] son
obtenidos cuando A sea una K–álgebra y con Σ = A.

Del Teorema 2.3.2, se tiene pues

Corolario 2.3.6. [17, Theorem 5.6] Sea A una K–álgebra y C un A–coanillo con elemento
grouplike y T el sub-anillo de coinvariantes de A. Si C es Galois y TA es fielmente plano,
entonces − ⊗T A : MT → MC es una equivalencia de categoŕıas. Rećıprocamente, si
− ⊗T A es una equivalencia de categoŕıas, entonces C es Galois. En este caso si AC es
plano, entonces TA es fielmente plano.

Demostración. Pongamos Σ = A. El corolario viene de Ejemplo 2.2.7, Proposición 2.2.9,
Lema 2.3.1 y , esencialmente, Teorema 2.3.2.

Ejemplo 2.3.7. Sean H una K–biálgebra y A un H–comódulo álgebra con la coacción ρA :
A→ A⊗KH (que es un morfismo de K–álgebras). Siguiendo [91] y [81, 4.2], consideramos
M(H)HA la categoŕıa de los módulos (A,H)–biálgebra por la derecha. Los objetos son
K–módulos M con una estructura de A–módulo por la derecha y una estructura de H–
comódulo por la derecha tal que la coacción es A–lineal por la derecha, es decir

ρM(ma) =
∑

(m),(a)

m(0)a(0) ⊗K m(1)a(1), ∀m ∈M, a ∈ A. (2.4)
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Los morfismos enM(H)HA son A–lineales y H–colineales. Se sabe de [15, Example 3.1] que
la categoŕıa M(H)HA es isomorfa a la categoŕıa de A ⊗K H–comódulos, donde A ⊗K H es
el A–coanillo asociado a la estructura entrelazante (A,H)ψ, ψ : H ⊗K A → A ⊗K H, v́ıa
h ⊗K a 7→

∑
a(0) ⊗K ha(1). Denotemos por C este A–coanillo. Está claro que ρA satisface

la ecuación (2.4), luego A admite un estructura de C–comódulo. De otra parte g = 1⊗K 1
es claramente un elemento grouplike de C, y luego [g]A es un C–comódulo con la coacción
ρ[g]A : A → C v́ıa a 7→ ga. Recuerde que la estructura de A–módulo por la derecha de C

viene dada por la ecuación

(a′ ⊗K h)a = a′ψ(h⊗K a)

=
∑

a′a(0) ⊗K ha(1),

lo que implica que

ρ[g]A(a) = (1⊗K 1)a

=
∑

a(0) ⊗K a(1)

= ρA(a).

Por lo tanto las dos coacciones coinciden y el morfismo canónico definido en [91], coincide
también con el morfismo de la Proposición 2.2.6, que en este caso es definido por

can : A⊗B A→ A⊗K H, (a′ ⊗K a 7→
∑

a′a(0) ⊗K a(1)),

donde B = AcoH = {a ∈ A| ρA(a) = a ⊗K 1}. Luego si can es biyectivo, entonces B ↪→ A
es una extensión A ⊗K H–Galois en el sentido de la Definición 2.3.5. Si además B ↪→ A
es una extensión fielmente plana (i.e. BA es fielmente plano), entonces esta extensión es
H–Galois en el sentido de P. Nuss [81, Definition 4.1].

El siguiente ejemplo analiza la situación en los módulos entrelazantes.

Ejemplo 2.3.8. Sea (A,C)ψ una estructura entrelazante (A aqúı es una K–álgebra) sobre
K y supongamos que existe un módulo entrelazado Σ tal que ΣA es finitamente generado y
proyectivo. Se tiene la aplicación canónica can : Σ∗⊗T Σ→ A⊗ C, donde T es el anillo de
endomorfismos de Σ como un módulo entrelazado. Si can es biyectivo, entonces podemos
recuperar el morfismos entrelazante ψ; en efecto es fácil comprobar que ψ es la siguiente
composición

C ⊗K A // Σ∗ ⊗T Σ⊗K A // Σ∗ ⊗T Σ // A⊗K C

c⊗K a
� // can−1(1⊗K c)⊗K a

� // can−1(1⊗K c)a
� // can (can−1(1⊗K c)a)

= (1⊗K c)a = ψ(c⊗K a)

Rećıprocamente, empezando por una coálgebra (C,∆, ε) y un módulo por la derecha fini-
tamente generado y proyectivo Σ sobre una K–álgebra (A, µ, ν) con una base dual finita
{pi, p∗i }. Considere ρΣ : Σ→ Σ⊗K C una C–coacción por la derecha sobre Σ y define

T = {t ∈ End(ΣA)|ρ(tu) = tρ(u) para cualquier u ∈ Σ}
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es decir T es el anillo de endomorfismos de Σ que son A–lineales y C–colineales. Entonces
define can(ϕ⊗T u) =

∑
ϕ(u(0))⊗A u(1), donde ϕ ∈ Σ∗, u ∈ Σ y ρΣ(u) =

∑
u(0)⊗K u(1). El

morfismo can es claramente A–lineal por la izquierda.
Si este can es biyectivo (lo que puede ser una nueva definición general de una extensión

C–Galois: T ⊆ End(ΣA) en la teoŕıa de coálgebras), entonces existe una única estructura
entrelazante (A,C)ψ que convierte a Σ en un módulo entrelazante. En efecto, la unicidad
viene de la primera aserción de arriba y para completar la demostración, define

ψ : C ⊗K A // Σ∗ ⊗T Σ⊗K A // Σ∗ ⊗T Σ // A⊗K C

c⊗K a
� // can−1(1⊗K c)⊗K a

� // can−1(1⊗K c)a
� // can (can−1(1⊗K c)a)

Según [17, Proposition 2.2] (A,C)ψ es una estructura entrelazante si y sólo si (A⊗KC,A⊗K
∆, A ⊗K ε) es un A–coanillo cuya A–acción por la derecha viene dada por (a ⊗K c)a

′ =
aψ(c ⊗K a), a, a′ ∈ A y c ∈ C. Para comprobar que esta A–acción es bien definida,
basta comprobar su asociatividad porque el resto de las condiciones es evidente. Ahora la
asociatividad nos la propone el siguiente diagrama conmutativo

C ⊗
K
A⊗

K
A

τ⊗
K
A⊗

K
A

//

C⊗
K
µ

��

Σ∗ ⊗
T

Σ⊗
K
A⊗

K
A

ι⊗
K
A

//

Σ∗⊗
T

Σ⊗
K
µ

��

Σ∗ ⊗
T

Σ⊗
K
A

can⊗
K
A

// A⊗
K
C ⊗

K
A

A⊗
K
τ⊗

K
A

��
C ⊗

K
A

τ⊗
K
A

��

A⊗
K

Σ∗ ⊗
T

Σ⊗
K
A

A⊗
K
ι

��
Σ∗ ⊗

T
Σ⊗

K
A ι // Σ∗ ⊗

T
Σ

can

��

A⊗
K

Σ∗ ⊗
T

Σ

A⊗
K
can

��
A⊗

K
C A⊗

K
A⊗

K
C

µ⊗
K
C

oo

donde τ : C → Σ∗ ⊗T Σ es definido por c 7→ can−1(1 ⊗K c) y ι es la multiplicación
por la derecha por escalares. Con esta nueva estructura de A–bimódulo el isomorfismo
de A–bimódulo can induce sobre A ⊗K C una estructura de A–coanillo con la counidad
ε′ = εΣ∗⊗TΣ ◦ can−1 y la comultiplicación la siguiente composición

A⊗K C
can //

∆′

))RRRRRRRRRRRRRRRRRRR Σ∗ ⊗T Σ
∆Σ∗⊗TΣ // Σ∗ ⊗T Σ⊗A Σ∗ ⊗T Σ

can⊗Acan

��
(A⊗K C ⊗A A⊗K C

∼=
��

A⊗K C ⊗K C
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Como (A ⊗K ε) ◦ can = εΣ∗⊗TΣ, se tiene A ⊗K ε = ε′. De otra parte, denotemos por
can−1(a⊗K c) =

∑
α ϕα ⊗A uα, para ciertos a ∈ A, c ∈ C, entonces

∆′(a⊗K c) = ∼= ◦(can ⊗A can) ◦∆Σ∗⊗TΣ ◦ can−1(a⊗K c)

= ∼= ◦(can ⊗A can)

(∑
i,α

ϕα ⊗T pi ⊗A p∗i ⊗T uα

)
=

∑
i,α,(pi),(uα)

(
(ϕα(pi(0))⊗K pi(1))p

∗
i (uα(0))

)
⊗K uα(1)

=
∑

i,α,(pi),(uα)

ϕα(pi(0))can
(
can−1(1⊗K pi(1))p

∗
i (uα(0))

)
⊗K uα(1)

=
∑

i,α,(pi),(uα)

can
(
can−1(ϕα(pi(0))⊗K pi(1))p

∗
i (uα(0))

)
⊗K uα(1)

=
∑
α,(uα)

can
(
ϕα ⊗K uα(0)

)
⊗K uα(1)

= (can ⊗K C) ◦ Σ∗ ⊗T ρΣ(
∑
α

ϕα ⊗K uα)

= (A⊗K ∆) ◦ can(can−1(a⊗K c))

= A⊗K ∆(a⊗K c)

donde hemos utilizando la ecuación

(can ⊗K C) ◦ (Σ∗ ⊗T ρΣ) = (A⊗K ∆) ◦ can

Escogiendo Σ = A, se obtiene [21, Theorem 2.7].

La relación entre la Teoŕıa del Descent No-conmutativa y los coanillos de Galois con
elemento grouplike es muy conocida (véase [17] y [29]). Vamos a derivar de nuestro análisis
sobre los coanillos de Galois sin elemento grouplike una teoŕıa del Descent para extensiones
de anillos de forma B → End(ΣA), donde ΣA es finitamente generado y proyectivo. Por
supuesto, que nuestras suficientes condiciones para obtener un teorema del Descent, vienen
dadas sobre el bimódulo Σ. Otra vez el caso en que A es una K–álgebra con Σ = A coincide
con la teoŕıa clásica.

Lema 2.3.9. Sean A y B dos K–anillo con unidades locales. Considere BΣA un (B,A)–
bimódulo unitario tal que ΣA es finitamente generado y proyectivo, y T = End(ΣΣ∗⊗BΣ).
Entonces el morfismo canónico can : Σ∗⊗T Σ→ Σ∗⊗BΣ es un isomorfismo de A–coanillos.

Demostración. Sea B → T el morfismo que viene de la Proposición 2.2.4. Denote por
ωB,T : Σ∗⊗B Σ→ Σ∗⊗T Σ la aplicación obvia: ϕ⊗B x 7→ ϕ⊗T x. Vamos a comprobar que
ωB,T es inversa de can. Dadas ϕ ∈ Σ∗ y x ∈ Σ, se tiene can(ωB,T (ϕ⊗B x)) =

∑
i ϕ(pi)p

∗
i ⊗B

x = ϕ⊗Bx, y ωB,T (can(ϕ⊗T x)) = ωB,T (
∑

i ϕ(pi)p
∗
i ⊗Bx) = ωB,T (ϕ⊗Bx) = ϕ⊗T x. Luego,

can es un isomorfismo de A–coanillos (notemos que ωB,T es obviamente un morfismo de
coanillos).
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Teorema 2.3.10 (Descent Generalizado para Módulos). Sean A un K–anillo con
unidades locales y B una K–álgebra. Considere BΣA un (B,A)–bimódulo unitario tal
que ΣA es finitamente generado y proyectivo junto con los anillos S = End(ΣA), T =
End(ΣΣ∗⊗BΣ) y la extensión canónica λ : B → T . Las siguientes aserciones son equiva-
lentes.

(i) A(Σ∗ ⊗B Σ) es un módulo plano, ΣΣ∗⊗BΣ es un generador finitamente generado y
proyectivo de MΣ∗⊗BΣ, y λ : B → T es un isomorfismo;

(ii) A(Σ∗ ⊗B Σ) es un módulo plano y −⊗B Σ :MB →MΣ∗⊗BΣ es una equivalencia de
categoŕıas;

(iii) BΣ es un módulo fielmente plano;

(iv) A(Σ∗ ⊗B Σ) (o BΣ) es un módulo plano y BS es fielmente plano.

Demostración. Primero, recuerde que Lema 2.3.9 nos dice que el coanillo de comatrices
Σ∗ ⊗B Σ es de Galois.
(i)⇒ (ii). Viene del Teorema 2.3.2.
(ii)⇒ (iii) y (i). Si suponemos dicha equivalencia de categoŕıas, entonces Σ es un generador
finitamente generado y proyectivo de MΣ∗⊗BΣ. Deducimos pues del Teorema 2.3.2 que
− ⊗T Σ :MT →MΣ∗⊗BΣ es una equivalencia de categoŕıas y TΣ es fielmente plano. Por
lo tanto, en el diagrama conmutativo de funtores

MB

−⊗
B

Σ

//MΣ∗⊗BΣ

MT

−⊗
T

Σ

//

F

OO

MΣ∗⊗TΣ

CAN

OO ,

donde F : MT → MB es la restricción de escalares asociado a λ : B → T , los otro
tres funtores son equivalencias de categoŕıas. Luego F el también es una equivalencia de
categoŕıas, ahora [6, Exercise 12.10(4), p.260], implica que λ es un isomorfismo, lo que
prueba (i) y (iii).
(iii)⇒ (ii). Según la Proposición 2.2.4, tenemos

T = End(ΣΣ∗⊗BΣ) = {f ∈ End(ΣA)| f ⊗B x = 1⊗B f(x), para cualquier x ∈ Σ},

lo que implica que la aplicación canónica B⊗BΣ→ T⊗BΣ es un isomorfismo. Por lo tanto,
cuando BΣ es supuestamente plano, uno deduce que Ker(λ)⊗B Σ = coKer(λ)⊗B Σ = 0.
Luego, si BΣ es fielmente plano, entonces λ es un isomorfismo de anillos, luego podamos
aplicar el Lema 2.3.9 y el Teorema 2.3.2 para poder obtener que −⊗B Σ :MB →MΣ∗⊗BΣ

es una equivalencia de categoŕıas.
(iii) ⇒ (iv). Basta comprobar que BS es fielmente plano. Utilizando el isomorfismo de
B–bimódulos Σ⊗A Σ∗ ∼= S, está claro que BS es un módulo plano. Sea ahora X ∈MB tal
que X ⊗B S = 0, entonces 0 = (X ⊗B S)⊗S Σ ∼= X ⊗B Σ, implica que X = 0.
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(iv) ⇒ (iii). Sea X ∈ MB tal que X ⊗B Σ = 0, entonces 0 = X ⊗B Σ ⊗A Σ∗ ∼= X ⊗B S,
implica que X = 0 y luego − ⊗B Σ es un funtor fiel. Si BΣ es plano no queda nada que
demostrar. Si A(Σ∗⊗B Σ) es un módulo plano, entonces UA :MΣ∗⊗BΣ →MA es un funtor
exacto y fiel, según la Proposición 1.2.12. Considere ahora

0 // Y
g // Y ′

g // Y ′′ // 0

una sucesión exacta corta enMB, considere también Z el núcleo de f ⊗B Σ en la categoŕıa
de comóduloMΣ∗⊗BΣ, recuerde que esta categoŕıa es en realidad de Grothendieck y que Z
coincide con el núcleo de f⊗B Σ calculado enMA. Se tiene pues un diagrama conmutativo
con filas exactas

0 // Z ⊗A Σ∗ // Y ⊗B Σ⊗A Σ∗ //

'
��

Y ′ ⊗B Σ⊗A Σ∗

'
��

0 // Y ⊗B S // Y ′ ⊗B S.

Por lo tanto Z ⊗A Σ∗ = 0, luego Z ⊗A (Σ∗⊗B Σ) = 0, lo que implica que Z = 0, porque Z
es un Σ∗ ⊗B Σ–comódulo. Finalmente, −⊗B Σ :MB →MΣ∗⊗BΣ es un funtor exacto por
la izquierda, ahora componiendo con el funtor del olvido UA, se tiene que BΣ es un módulo
plano.

M. Cipolla [31] a dado un teorema del Descent para extensiones de anillos unitarios
no-conmutativos B → A. Como ya se sabe T. Brzeziński apuntado [17], que la categoŕıa
de descent data [81], es precisamente la categoŕıa MA⊗BA de comódulos sobre A ⊗B A,
véase el apartado 1.2.5 del caṕıtulo 1. Como consecuencia del Teorema 2.3.10, se obtiene
el resultado principal de Cipolla [31, Teorema] (véase también [81, Theorem 3.8]).

Corolario 2.3.11 (Descent para Módulos). Sea B → A una extensión de K–álgebras.
Si BA es fielmente plano, entonces el funtor − ⊗B A : MB → MA⊗BA establece una
equivalencia de categoŕıas. El rećıproco es cierto si A(A⊗B A) es un módulo plano.

Demostración. Ponte Σ = A en el Teorema 2.3.10.

El siguiente ejemplo relaciona el contexto de coanillos de comatrices sobre anillos con
unidades locales, con los anillos de matrices de Rees utilizados en la teoŕıa de anillos con
unidades locales y que han sido estudiados por P. N. Ánh y L. Márki en [8], [7].

Ejemplo 2.3.12. Sea A un K–anillo con unidades locales y e ∈ Idemp(A). Considere el
A–módulo unitario Σ = eA junto con S = eAe su anillo de endomorfismos A–lineales. Se
puede pues construir el A–coanillo de comatrices Σ∗ ⊗S Σ = Ae⊗eAe eA. Además, en este
caso T = S. Por las definiciones que vienen en resto de este ejemplo, véase [8, Example
2] y [7]. Sea R un anillo con unidad y supongamos que A es el anillo de matrices de Rees
sobre R, con la siguiente descomposición canónica A ∼= Ae ⊗eAe eA, e2 = e ∈ Idemp(A),
R ∼= eAe. Si A es finitamente ortogonal respeto de e ([7, Definition 4.2]), entonces A es
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obviamente un anillo con unidades. Considere eAeΣA = eA, entonces la comultiplicación del
A–coanillo de comatrices Σ∗⊗eAeΣ es transferida a Ae⊗eAe eA mediante ∆ : Ae⊗eAe eA→
Ae ⊗eAe eA ⊗A Ae ⊗eAe eA enviando (ae ⊗eAe ea′) 7→ ae ⊗eAe e ⊗A e ⊗eAe ea′, a, a′ ∈ A,
mientras la counidad será ε : Ae ⊗eAe eA → A enviando ae ⊗eAe ea′ 7→ aea′ que es el
isomorfismo de arriba citado i.e. A ∼= Ae⊗eAe eA. Está claro que la categoŕıa de comódulos
MAe⊗eAeeA es isomorfa a la categoŕıa de módulos unitarios MA, v́ıa el isomorfismo de la
counidad. De otra parte Σ is a generator de MA, lo que implica, según el Teorema de
Popescu-Gabriel [47], que eAeΣ es fielmente plano, luego −⊗eAe Σ :MeAe →MAe⊗eAeeA es
una equivalencia de categoŕıas. Luego, eAe es Morita equivalente a A, y A es pues Morita
equivalente a R.

2.4. Reconstrucción y coanillos de comatrices infini-

tas.

En esta sección vamos a escoger un anillo de escalares una K–álgebra con unidad A.
Nuestro objetivo es reconstruir cada A–coanillo a partir de un conjunto de generadores
finitamente generados y proyectivos de la categoŕıa de comódulos por la derecha. Un tal
conjunto, cuando existe, puede ser considerado como una sub-categoŕıa pequeña de la cate-
goŕıa de comódulos junto con un funtor fiel que olvida las coacciones (restricción del funtor
del olvido). Desde este punto vista, a cada categoŕıa aditiva pequeña A (véase [10], para
categoŕıas mucho más generales) y un funtor fiel ω : A → add(AA), donde add(AA) es la
sub-categoŕıa de A–módulos por la derecha finitamente generados y proyectivos, se le aso-
cia un A–coanillo llamado coanillo de comatrices infinitas. Nuestra reconstrucción, consiste
pues en comprobar que cada coanillo cuya categoŕıa de comódulos posee un conjunto de
generadores finitamente generados y proyectivos como módulos, es isomorfo al coanillo de
comatrices infinitas asociado a este último conjunto.

Si A tiene un solo objeto B cuya imagen (por ω) coincide con AA; estamos re-definiendo
el A–coanillo de Sweedler A⊗B A. Pero si esta imagen es cualquier A–módulo finitamente
generado y proyectivo Σ, estamos re-definiendo esta vez el A–coanillo de comatrices finitas
Σ∗ ⊗B Σ (A aqúı es una K–álgebra). Cabe notar que las construcciones abajo detalladas,
tienen su fuente de inspiración en la reconstrucción de [64, Section 4] (véase [43]).

La definición de los coanillos de comatrices infinitas en el caso de K–anillos con unidades
locales, puede plantearse de la misma manera, aunque hay que considerar categoŕıa pequeñas
con el anillo de endomorfismos de cada objeto, un anillo con unidades locales. Estas cate-
goŕıas han sido definidas por G. Abrams [1].

Fijamos durante esta sección A una K–álgebra. Todos los A–módulos son unitarios.
Denotemos por add(AA) la categoŕıa de todos los A–módulos por la derecha finitamente
generados y proyectivos. Sea ω : A → add(AA) un funtor, donde A es una categoŕıa
aditiva pequeña. La imagen de un objeto P ∈ A por ω, será denotada por ωP , a veces
por P śı mismo, cuando no hay confusión que se produzca. Para cualquier objeto P ∈ A,
denotaremos por TP = EndA(P ) su K–álgebra de endomorfismos junto con su extensión
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la K–álgebra S = End(ωPA), que envia t a ω(t). El módulo ωP es ahora un (TP , A)–
bimódulo. Si P , Q son dos objetos de A, entonces los elementos del (TQ, TP )–bimódulo
TPQ = HomA(P,Q) actúan canónicamente sobre ωP . Esta acción puede ser interpretada
como la aplicación TQ − A–bilineal

TPQ ⊗TP ωP // ωP

t⊗TP p � // tp := ω(t)(p),

que satisfacen la siguiente asociatividad

t′(tp) = (t′ ◦ t)p, t′ ∈ TLQ, t ∈ TPQ, p ∈ ωP.

Los A–módulos duales por la derecha ωP ∗ = HomA(ωP,A), son entonces de manera natural
(A, TP )–bimódulos y los correspondientes pares duales, vienen dados por

ωQ∗ ⊗TQ TPQ // ωP ∗

ϕ⊗TQ t � // ϕt := ϕ ◦ ω(t)

La compatibilidad entre estos pares, viene dada

ϕ(tp) = (ϕ ◦ t)(p), ϕ ∈ ωQ, t ∈ TPQ, p ∈ ωP. (2.5)

De ahora en adelante vamos a denotar ωP por P . Según la sección 2.2, cada objeto
P ∈ A, se le asocia su A–coanillo de comatrices P ∗⊗TP P . Escogemos {pαP , p∗αP } una base
dual finita por la derecha de P . Consideramos el coproducto de A–coanillos

B(A) =
⊕
P∈A

P ∗ ⊗TP P (2.6)

Cualquier objeto P ∈ A es, por inducción, un B(A)–comódulo por la derecha, cuya coac-
ción es definida por ρP : P → P ⊗A B(A) definida por ρP (p) =

∑
αP
p ⊗A pαP ⊗TP p∗αP .

El asignar P 7→ (P, ρP ), no define un funtor de la categoŕıa A a la categoŕıa de comódulos
MB(A), porque no esta en general bien definido sobre los morfismos. Para remediar eso
habrá que factorizar B(A) por un coideal. El siguiente lema nos va ser muy útil en la
demostración de siguientes resultados.

Lema 2.4.1. Sea t ∈ TPQ. Entonces∑
αQ

qαQ ⊗A q∗αQt =
∑
αP

tpαP ⊗A p∗αP ∈ Q⊗A P
∗.

Demostración. Recuerde el isomorfismo natural ξQ,P de la ecuación (A.5) del caṕıtulo de
apéndices ξQ,P : Q ⊗A P ∗ → HomA(P,Q) v́ıa q ⊗A ϕ 7→ [p 7→ qϕ(p)]. Sea pues p ∈ P un
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elemento arbitrario, usando la ecuación (2.5) y el criterio de la base dual, se tiene

ξQ,P

∑
αQ

qαQ ⊗A q∗αQt

 (p) =
∑
αQ

qαQq
∗
αQ
t(p)

=
∑
αQ

qαQq
∗
αQ

(tp)

= tp

= t

(∑
αP

pαP p
∗
αP

(p)

)
=

∑
αP

tpαP p
∗
αP

(p)

= ξQ,P

(∑
αP

tpαP ⊗A p∗αP

)
(p)

lo que termina la demostración.

Lema 2.4.2. El K–submódulo J de B(A) generado por el conjunto

{ϕ⊗TQ tp− ϕt⊗TP p : ϕ ∈ Q∗, p ∈ P, t ∈ TPQ, P,Q ∈ A}

es un coideal de B(A).

Demostración. Es fácil de ver que J es un A–sub-bimódulo de B(A). Comprobamos que
ε(J) = 0, en efecto

ε(ϕ⊗TQ tp− ϕt⊗TP p) = ϕ(tp)− ϕt(p)
= ϕt(p)− ϕt(p) = 0

Ahora usando el Lema 2.4.1, se tiene

∆(ϕ⊗TQ tp− ϕt⊗TP p)

=
∑
αQ

ϕ⊗TQ qαQ ⊗A q∗αQ ⊗TQ tp−
∑
αP

ϕt⊗TP pαP ⊗A p∗αP ⊗TP p

=
∑
αQ

ϕ⊗TQ qαQ ⊗A q∗αQ ⊗TQ tp−
∑
αQ

ϕ⊗TQ qαQ ⊗A q∗αQt⊗TP p

+
∑
αP

ϕ⊗TQ tpαP ⊗A p∗αP ⊗TP p−
∑
αP

ϕt⊗TP pαP ⊗A p∗αP ⊗TP p

=
∑
αQ

ϕ⊗TQ qαQ ⊗A (q∗αQ ⊗TQ tp− q
∗
αQ
t⊗TP p)

+
∑
αP

(ϕ⊗TQ tpαP − ϕt⊗TP pαP )⊗A p∗αP ⊗TP p

Coanillos y Categoŕıas de Comódulos.
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Lo que comprueba que ∆(J) ∈ Ker(π⊗Aπ), donde π : B(A)→ B(A)/J es el epimorfismo
canónico. Por lo tanto, J es un coideal.

Como hemos comentado antes cada objeto P ∈ A admite una B(A)–coacción, definida
según la sección 2.2, por ρP : P → P⊗AB(A) v́ıa p 7→

∑
αP
pα⊗A(p∗αP⊗TP p), componiendo

con el morfismo canónico de A–coanillos π : B(A)→ B(A)/J = F(A), se tiene una nueva
coacción

ρ′P : P // P ⊗A P ∗ ⊗TP P // P ⊗A F(A)

p � //
∑

αP
pαP ⊗A

(
(p∗αP ⊗TP p)

) � //
∑

αP
pαP ⊗A

(
(p∗αP ⊗TP p) + J

) (2.7)

Proposición 2.4.3. Sea B(A) = ⊕P∈AP ∗ ⊗TP P y define el A–coanillo cociente F(A) =
B(A)/J, usando el Lema 2.4.2. Existe un funtor F(A, ω) : A →MF(A) que asigna a cada
P ∈ A la estructura de F(A)–comódulo por la derecha (P, ρ′P ) de la ecuación (2.7), y que
hace el diagrama

A ω //

F(ω)

��

add(AA)

��
MF(A)

UA
//MA

conmutativo.

Demostración. Sean t ∈ HomA(P,Q) y p ∈ P elementos arbitrarios. Según el Lema 2.4.1,
tenemos ∑

αQ

qαQ ⊗A (q∗αQt⊗TP p) =
∑
αP

tpαP ⊗A (p∗αP ⊗TP p),

como componente homogénea del módulo Q⊗AB(A). Aplicando ahora el morfismo Q⊗Aπ,
se obtiene ∑

αQ

qαQ ⊗A
(
q∗αQt⊗TP p+ J

)
=

∑
αP

tpαP ⊗A
(
p∗αP ⊗TP p+ J

)
. (2.8)

Utilizando la definición de J (Lema 2.4.2) y la ecuación (2.8), se tiene∑
αQ

qαQ ⊗A
(
q∗αQ ⊗TQ tp+ J

)
=

∑
αQ

qαQ ⊗A
(
q∗αQt⊗TP p+ J

)
=

∑
αP

tpαP ⊗A
(
p∗αP ⊗TP p+ J

)
Lo que significa que

ρ′Q(tp) = (t⊗A F(A)) ◦ ρ′P (p), ∀p ∈ P, t ∈ TPQ.

En conclusión F(ω) es bien definido. La conmutatividad del citado diagrama es evidente.
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Denotemos por VA :MA →MK el funtor del olvido. Sea W = VA◦UA :MF(A) →MK,
utilizando la transformación natural (1.40) de la sección 1.6, está claro que−⊗AW (F(A)) =
W (− ⊗A F(A)). Teniendo en cuenta esta identificación, vamos a relacionar la K–álgebra
dual por la izquierda ∗(F(A)) con la K–álgebra de transformaciones naturales Nat(W,W )
(como en el caso de coálgebras).

Lema 2.4.4. Si δ ∈ Nat(W,W ), entonces δF(A) es morfismo F(A)–colineal por la izquier-
da.

Demostración. Primero, comprobaremos la A–linealidad por la izquierda. Sea pues a ∈ A
y considere λa : F(A) → F(A), enviando c 7→ ac. Como la comultiplicación ∆ de F(A) es
A–bilineal, λa es F(A)–colineal por la derecha; esto para cualquier a ∈ A. Por lo tanto,
δF(A) ◦λa = λa ◦ δF(A), para cualquier a ∈ A, es decir que δF(A) es A–lineal por la izquierda.
Como W : MF(A) → MK preserva el ĺımites directos, se tiene según el Lema 1.6.1, que
δX⊗AF(A) = X ⊗A δF(A) (recuerde que W es el funtor del olvido), para cualquier XA. Como
delta ∆ es F(A)–colineal por la derecha, se tiene ∆ ◦ δF(A) = δF(A)⊗AF(A) ◦ ∆ y luego
∆ ◦ δF(A) = (F(A)⊗A δF(A)) ◦∆, es decir que δF(A) es F(A)–colineal por la izquierda.

Considere F(A) junto con el funtor del olvido W :MF(A) →MK y define ωA : A →MK
como la composición de ω y la restricción de VA a la sub-categoŕıa add(AA). El diagrama
de la Proposición 2.4.3, se completa ahora en el siguiente diagrama conmutativo

A ω //

F(A,ω)

��

add(AA)

++WWWWWWWWWWW

��
MK

MF(A)
UA

//MA
VA

33ggggggggggggg

(2.9)

Proposición 2.4.5. En la notación anterior, existe una extensión de K–álgebras γ :
∗(F(A))→ Nat(ωA, ωA). Si suponemos que MF(A) es abeliana y que tiene como conjunto
de generadores proyectivos A. Entonces γ es un isomorfismo.

Demostración. Está claro que existe una extensión Nat(W,W ) → Nat(ωA, ωA), por que
W ◦ F(A, ω) = ωA. Para la primera aserción, basta comprobar usando la Proposición
1.2.15, que Nat(W,W ) ∼= End(F(A)F(A)) como álgebras. Según el Lema 2.4.4, la siguiente
aplicación

(−)F(A) : Nat(W,W ) // End(F(A)F(A))

δ
� // δF(A)

es un morfismo de anillos unitarios. Vamos a definir un morfismo inverso de (−)F(A). Con-
sideramos f ∈ End(F(A)F(A)) y cualquier F(A)–comódulo por la derecha X. La siguiente
composición

µ(f)X : W (X)
ρX // X ⊗A C

X⊗Af // X ⊗A C
X⊗Aε // X ⊗A A ∼= W (X)
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es morfismo natural. En efecto, considere una aplicación F(A)–colineal por la derecha
g : X → Y , se tiene pues el diagrama

W (X)

ρX
��

W (g) //

µ(f)X

%%

W (Y )

ρY
��

µ(f)Y

yy

X ⊗A F(A)
g⊗AF(A) //

X⊗Af
��

Y ⊗A F(A)

Y⊗Af
��

X ⊗A F(A)
g⊗AF(A) //

X⊗Aε
��

Y ⊗A F(A)

Y⊗Aε
��

W (X)
W (g) // W (Y )

que es claramente conmutativo, lo que implica que µ(f)− es natural. De otra parte,

µ(f)F(A) = (F(A)⊗A ε) ◦ (F(A)⊗A f) ◦∆

= (F(A)⊗A ε) ◦∆ ◦ f
= f

esto para cualquier f ∈ End(F(A)F(A)). Ahora, como en la demostración del Lema 2.4.4,
para cualquier δ ∈ Nat(W,W ) y X ∈MF(A), se tiene δX⊗AF(A) = X⊗A δF(A). Por lo tanto,

µ(δF(A))X = (X ⊗A ε) ◦ (X ⊗A δF(A)) ◦ ρX
= (X ⊗A ε) ◦ δX⊗AF(A) ◦ ρX
= (X ⊗A ε) ◦ δX⊗AF(A) ◦W (ρX)
= (X ⊗A ε) ◦W (ρX) ◦ δX
= δX .

Finalmente, la compatibilidad de µ(−) con la suma y el producto son inmediatos. En
conclusión End(F(A)F(A)) ∼= Nat(W,W ) como anillos unitarios, v́ıa µ(−) y (−)F(A). La
segunda aserción, es una consecuencia del Teorema de Mitchell [89, Theorem 3.6.5], usando
la composición W ◦ F(A, ω) = ωA.

Ahora vamos a dar una descripción alternativa del A–coanillo F(A). Supongamos que
A es una sub-categoŕıa de una categoŕıa aditiva C, y que existe el coproducto ⊕P∈AP en la
categoŕıa C. Supongamos además que el funtor ω : A → add(AA) es una restricción de un
funtor U : C →MA que conmuta con el coproducto ⊕P∈AP . La existencia de la categoŕıa C
y el funtor U , es garantizada por la siguiente construcción. La clase de objetos de C es con-
stituida por la clase de objetos de A y un nuevo objeto, denotado Σ. Par construir la clase
de flechas en C, basta completar la familia de conjuntos HomA(P,Q) = HomC(P,Q), añadi-
endo los siguientes: HomC(P,Σ) = ⊕X∈AHomC(P,X) (coproducto de grupos abelianos, re-
cuerde que A es pequeña), HomA(Σ, Q) = ΠX∈AHomC(X,Q) y finalmente HomC(Σ,Σ) =

Coanillos y Categoŕıas de Comódulos.
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ΠX∈AHomC(X,Σ) (producto de grupos abelianos, existe también porque A es pequeña);
para cualquier P,Q ∈ A. Las aplicaciones de la composición restantes son

HomC(P,Σ)× HomC(Σ, Q) // HomC(P,Q),

((⊕X∈AtPX) , (tY Q)Y ∈A) � //
∑

X∈A tXQtPX

HomC(Σ, P )× HomC(P,Σ) // HomC(Σ,Σ),

((tY P )Y ∈A , ⊕X∈AtPX) � // (⊕X∈A(tPXtY P ))Y ∈A

HomC(Σ, P )× HomC(P,Q) � // HomC(Σ, Q),

((tY P )Y ∈A , tPQ) // (tPQtY P )Y ∈A

HomC(P,Q)× HomC(Q,Σ) � // HomC(P,Σ),

(tPQ , ⊕X∈AtQX) // ⊕X∈A(tQXtPQ)

HomC(P,Σ)× HomC(Σ,Σ) � // HomC(P,Σ),

(⊕X∈AtPX , (gY )Y ∈A) � //
∑

X∈A(gX ◦ tPX)

HomC(Σ,Σ)× HomC(Σ, Q) � // HomC(Σ, Q),

((gY )Y ∈A , (tXQ)X∈A) � // (tXQ ◦ gQ)X∈A

(las que quedan se deducen trivialmente de estas). La definición de U sobre los objetos,
viene dada por

U : C //MA

P // ωP, ∀P ∈ A,
Σ // ⊕X∈AωX

y sobre las flechas

HomC(P,Q) U // HomA(ωP, ωQ),

t
� // ω(t)

HomC(Σ, Q) U // HomA(⊕X∈AωX,Q)

(fX)X∈A
� // ⊕X∈Aω(fX)

HomC(P,Σ) U // HomA(ωP,⊕X∈AωX),

⊕X∈AfX � //
∑

X∈A ω(fX)

HomC(Σ,Σ) U // HomA(⊕X∈AωX,⊕Y ∈AωY )

(fX)X∈A
� // ⊕X∈AU(fX)

Está claro ahora que el funtor U : C →MA es bien definido y conmuta con el coproducto
⊕P∈AP que es en realidad el nuevo objeto Σ. En efecto Σ es el coproducto de {P}P∈A
en la categoŕıa C con las siguientes inyecciones y proyecciones canónica: Para cada P ,
ι′P : P → Σ es la imagen de morfismo identidad de P en la suma directa HomA(P,Σ) =
⊕X∈AHomC(P,X) y π′P : Σ → P es el morfismo π′P = (fX)X∈A tal que fX = 0, para
cualquier X 6= P y fP = P la identidad de P . Finalmente, ω es claramente una restricción
de U a la sub-categoŕıa A.
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Consideramos el anillo de endomorfismos T = EndC(Σ). Se tiene pues una estructura de
(T,A)–bimódulo sobre U(Σ), que induce una estructura de (A, T )–bimódulo sobre U(Σ)∗ =
HomA(U(Σ), A). Vamos a utilizar la notación Σ por U(Σ). Para cada objeto P ∈ A, sea
πP : Σ → P (resp. ιP : P → Σ) la proyección canónica (resp. la inyección canónica), es
decir ιP = U(ι′P ) y πP = U(π′P ), donde ι′P y π′P han sido arriba definidas.

Proposición 2.4.6. Existe un morfismo sobreyectivo de A–bimódulos

Γ : ⊕P∈AP ∗ ⊗TP P // Σ∗ ⊗T Σ

cuya restricción ΓP a cada P ∗⊗TP P viene dada por ΓP (ϕ⊗TP p) = ϕπP ⊗T ιP (p). El núcleo
de Γ es el coideal J y por tanto, Σ∗⊗T Σ puede ser dotado de una estructura de A–coanillo
con la cual Γ es un morfismo de A–coanillos. Este morfismo Γ induce pues un isomorfismo
de A–coanillos F(A) ∼= Σ∗ ⊗T Σ.

Demostración. Vamos a averiguar primero que ΓP está bien definida. Para todo ϕ ∈ P ∗,
p ∈ P y t ∈ TP , tenemos

ΓP (ϕt⊗TP p) = (ϕt)πP ⊗T ιP (p)

= ϕπP ιP tπP ⊗T ιP (p)

= ϕπP ⊗T ιP tπP ιP (p)

= ϕπP ⊗T ιP t(p)
= ΓP (ϕ⊗TP tp)

Para comprobar que Γ es sobreyectiva, observe que si ϕ ⊗T u ∈ Σ∗ ⊗T Σ, entonces existe
un conjunto finito F de objetos de A tal que u = (

∑
P∈F ιPπP )(u). Por lo tanto

ϕ⊗T u =
∑
P∈F

ϕ⊗T ιPπP (u)

=
∑
P∈F

ϕιPπP ⊗T ιPπP (u)

= Γ(
∑
P∈F

ϕιP ⊗TP πP (u)) (2.10)

Ahora comprobemos que J ⊆ Ker(Γ). Dado un generador ϕ⊗TQ tp−ϕt⊗TP p en J, donde
ϕ ∈ Q∗, p ∈ P , t ∈ TPQ, y P,Q ∈ A, aplicando Γ, se tiene

Γ(ϕ⊗TQ tp− ϕt⊗TP p) = ϕπQ ⊗T ιQ(tp)− ϕtπP ⊗T ιP (p)

= ϕπQ ⊗T ιQ(tp)− ϕπQιQtπP ⊗T ιP (p)

= ϕπQ ⊗T ιQ(tp)− ϕπQ ⊗T ιQtπP ιP (p)

= ϕπQ ⊗T ιQ(tp)− ϕπQ ⊗T ιQ(tp)

= 0
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Finalmente, hay que averiguar la inclusión rećıproca. Se sabe que cada elemento de⊕P∈AP ∗⊗TP
P es una suma finita x =

∑n
a=1

∑
P∈A ϕa,P ⊗TP pa,P , para un cierto ϕa,P ∈ P ∗ y Pa,P ∈ P

con casi todos los pa,P = 0. Este elemento pertenece a Ker(Γ) si y sólo si
∑

a,P ϕa,PπP ⊗TP
ιP (pa,P ) = 0. Como los elementos ιP (p) generan Σ, existen según [92, Proposition I.8.8],
un conjunto finito {νk}k∈I ⊆ Σ∗ y un conjunto {ga,P,k} ⊆ T , tales que

1. ga,P,k = 0 para casi todo (a, P, k),

2.
∑

a,P ga,P,kιP (pa,P ) = 0, para todo k ∈ I,

3. ϕa,PπP =
∑

k νkga,P,k, para todo a = 1, · · · , n y P ∈ A.

Se deduce directamente de la tercera condición que

ϕa,P = ϕa,PπP ιP

=
∑
k

νkga,P,kιP (2.11)

Como cada P es un A–módulo finitamente generado y proyectivo, se tiene que ga,P,kιP :
P → Σ se factoriza a través de una suma directa finita ⊕Q∈FQ. Dado que los ga,P,k 6= 0
son en número finito, podemos pues suponer que el conjunto finito F es independiente de
a y de P . Por lo tanto

ga,P,kιP =

(∑
Q∈F

ιQπQ

)
ga,P,kιP

=
∑
Q∈F

ιQπQga,P,kιP (2.12)

En vista de la ecuación (2.11), se tiene

ϕa,P =
∑
k,Q

νk,QtQ,a,P,k (2.13)

donde νk,Q = νQιQ ∈ Q∗ y tQ,a,P,k = πQga,P,,kιP ∈ TPQ. De otra parte, la segunda condición
arriba implica que para cada Q, k∑

a,P

tQ,a,P,kpa,P =
∑
a,P

πQga,P,kιP (pa,P )

= πQ

(∑
a,P

ga,P,kιP (pa,P )

)
= 0 (2.14)
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Finalmente,∑
a,P

ϕa,P ⊗TP pa,P =
∑
a,P

(∑
k,Q

νk,QtQ,a,P,k

)
⊗TP pa,P

=
∑

a,P,k,Q

νk,QtQ,a,P,k ⊗TP pa,P −
∑
k,Q

νk,Q ⊗TQ

(∑
a,P

tQ,a,P,kpa,P

)

=
∑
a,k

(∑
P,Q

νk,QtQ,a,P,k ⊗TP pa,P −
∑
P,Q

νk,Q ⊗TQ tQ,a,P,kpa,P

)
donde la primera igualdad viene de la ecuación (2.13), mientras que la segunda, viene de
(2.14). Vamos a definir la estructura de A–coanillo sobre Σ∗ ⊗T Σ inducida por Γ, con
ello habremos acabado la demostración, porque la última aserción será evidente. Según la
ecuación (2.10), existe una aplicación

∆′ : Σ∗ × Σ // Σ∗ ⊗T Σ⊗A Σ∗ ⊗T Σ

(ϕ, u) � //
∑

P∈F ,αP ϕ⊗T ιP (pαP )⊗A p∗αPπP ⊗T u)

donde ϕ ∈ Σ∗ y u =
∑

P∈F ιPπP (u) ∈ Σ. Sea t ∈ T , entonces

∆′(ϕt, u) =
∑

P∈F ,αP

ϕ(tιP )πP ⊗T ιP (pαP )⊗A p∗αPπP ⊗T u

como tιP : P → Σ se factoriza a través de una suma finita ⊕X∈F ′PX, podemos considerar
F ′ la union de todos los F ′P , P ∈ F , aśı tenemos tιP = (

∑
X∈F ′ ιXπX)(tιP ), para cualquier

P ∈ F . Por lo tanto

∆′(ϕt, u) =
∑

P∈F ,αP ,X∈F ′
ϕιXπXtιPπP ⊗T ιP (pαP )⊗A p∗αPπP ⊗T u

=
∑

P∈F ,αP ,X∈F ′
ϕ⊗T ιXπXtιP (pαP )⊗A p∗αPπP ⊗T u

aplicando el Lema 2.4.1 junto con las aplicaciones

X ⊗A P ∗ // Σ⊗A Σ∗

x⊗A ϕ � // ιX(x)⊗A ϕπP
obtenemos

∆′(ϕt, u) =
∑

P∈F ,αP ,X∈F ′
ϕ⊗T ιXπXtιP (pαP )⊗A p∗αPπP ⊗T u

=
∑

X∈F ′,αX

ϕ⊗T ιX(xαX )⊗A x∗αXπX ⊗T

(∑
P∈F

tιPπP (u)

)
=

∑
X∈F ′,αX

ϕ⊗T ιX(xαX )⊗A x∗αXπX ⊗T tu

= ∆′(ϕ, tu)
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porque tu tiene el soporte en F . Luego ∆′ se extiende a la aplicación

∆ : Σ∗ ⊗T Σ // Σ∗ ⊗T Σ⊗A Σ∗ ⊗T Σ

ϕ⊗T u � //
∑

P∈F ,αP ϕ⊗T ιP (pαP )⊗A p∗αPπP ⊗T u
(2.15)

que es la comultiplicación deseada. La counidad es simplemente la evaluación ε : Σ∗⊗T Σ→
A, v́ıa ϕ⊗T u 7→ ϕ(u).

Definición 2.4.7. El A–coanillo Σ∗ ⊗T Σ, se llama el coanillo de comatrices infinitas
asociado a la categoŕıa A y el funtor ω : A → add(AA). Su comultiplicación ∆ viene
dada expĺıcitamente como sigue: una vez elegida una base dual finita {pαP , p∗αP }, para cada
P ∈ A, se tiene, de la ecuación (2.15)

∆(ϕ⊗T u) =
∑
P∈F

∑
αP

ϕιPπP ⊗T ιP (pαP )⊗A p∗αPπP ⊗T ιPπP (u) (2.16)

para ϕ ⊗T u ∈ Σ∗ ⊗T Σ, donde F es un conjunto finito de objetos de A tal que u =∑
P∈F ιPπP (u). La counidad ε de Σ∗ ⊗T Σ es simplemente la evaluación ϕ⊗T u 7→ ϕ(u).

Observación 2.4.8. Si BPA es bimódulo, con PA finitamente generado y proyectivo i.e.
P ∈ add(AA), entonces el coanillo de comatrices P ∗ ⊗B P de la definición 2.2.2, es simple-
mente el coanillo de comatrices infinitas asociado al funtor canónico de la categoŕıa aditiva
B a add(AA) qui designa al único objeto B el objeto P .

Supongamos ahora que A es un sub-categoŕıa pequeña de la categoŕıa de comódulos
por la derecha MC sobre un A–coanillo C, y el funtor ω : A → add(AA) es la restricción
del funtor del olvido UA : MC → MA, es decir escogiendo C = MC. Sea Σ = ⊕P∈AP
y T = End(ΣC). Consideramos pues la adjunción canónica HomC(Σ,−) a − ⊗T Σ, entre
las categoŕıas MT y MC. La counidad de esta adjunción evaluada en C es el morfismo de
A–bimódulos

HomC(Σ,C)⊗T Σ // C (f ⊗T u � // f(u)), (2.17)

que, en conjugación con el isomorfismo canónico Σ∗ ∼= HomC(Σ,C), se tiene el morfismo
de A–bimódulos

can : Σ∗ ⊗T Σ ∼= HomC(Σ,C)⊗T Σ // C (2.18)

Lema 2.4.9. El morfismo can : Σ∗ ⊗T Σ→ C, expĺıcitamente definido por can(ϕ⊗T u) =
(ϕ⊗A C)ρΣ(u), es un morfismo de A–coanillos.

Demostración. Según la Proposición 2.4.6, existe un morfismo de A–coanillos sobreyectivo
Γ : ⊕P∈AP ∗ ⊗TP P → Σ∗ ⊗T Σ. Claramente, es suficiente de comprobar que can ◦ Γ es
un morfismo de A–coanillos. Su restricción canP al coanillo P ∗ ⊗TP P es un morfismo de
A–coanillos para cualquier P , donde canP : P ∗ ⊗TP P → C es exactamente el morfismo de
la Proposición 2.2.6.

Estamos ahora preparados para enunciar el teorema de reconstrucción para coanillos,
aplicando el Teorema de Gabriel-Popescu.
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Teorema 2.4.10 (Reconstrucción). Sea A una K–álgebra y C un A–coanillo, supongamos
que la categoŕıaMC es abeliana, y que existe un conjunto de generadores A de C–comódulos
por la derecha, tales que PA es finitamente generado y proyectivo, para cualquier P ∈ A.
Si Σ = ⊕P∈AP y T = End(ΣC), entonces can : Σ∗ ⊗T Σ → C es un isomorfismo de
A–coanillos.

Demostración. Si MC es abeliana, entonces es una categoŕıa de Grothendieck, según la
demostración de la Proposición 1.2.12. Claramente, Σ es un generador deMC. El Teorema
de Gabriel-Popescu [47], implica que al morfismo canónico (2.17), es ahora un isomorfismo.
Por lo tanto can es un isomorfismo de A–coanillos.

Observación 2.4.11. Los comódulos de Galois (véase la Definición 2.3.5) juegan un pa-
pel esencial en la caracterización de coanillos con un generador finitamente generado y
proyectivo Teorema 2.3.2. El Teorema 2.4.10 sugiere dar sentido al considerar comódulo de
Galois, sin condiciones de finitud; el importante aqúı es que la estructura de coanillo de
Σ∗⊗T Σ anticipa la suposición de que can sea un isomorfismo. Otra posibilidad es de llamar
a A un subcategoŕıa de Galois deMC, siempre cuando el morfismo can : Σ∗⊗T Σ→ C sea
un isomorfismo de A–coanillos.

Corolario 2.4.12. Sea C un coanillo sobre un anillo semi-simple artiniano A. Sea A
un conjunto de C–comódulos generadores finitamente generados. Si Σ = ⊕P∈AP y T =
End(ΣC), entonces can : Σ∗ ⊗T Σ→ C es un isomorfismo de A–coanillos.

Demostración. Como AC es obviamente plano, se tiene queMC es abeliana. Además, cada
comódulo finitamente generado, es finitamente generado como A–módulo por la derecha.
Por lo tanto, nuestro coanillo satisface las hipótesis del Teorema 2.4.10.

Corolario 2.4.13. Supongamos que K es un cuerpo. Considere C una K–coálgebra junto
con Σ el coproducto de un conjunto de generadores finito-dimensional en la categoŕıa de
C–comódulos por la derecha y T = End(ΣC). Entonces

can : HomK(Σ,K)⊗T Σ // C

ϕ⊗T u � // (ϕ⊗K C) ◦ ρΣ(u)

es un isomorfismo de K–coálgebras.

Corolario 2.4.14. Considere B una K–álgebra y Σ es el coproducto del conjunto de repre-
sentativos de todos los B–módulos finito-dimensional. Denote por Bo la K–coálgebra dual
finito de B (esta constituida de aquellos ϕ ∈ B∗ tal que Ker(ϕ) contiene un ideal I tal que
B/I es de dimensión finita sobre K). Entonces

can : HomK(Σ,K)⊗T Σ // Bo

ϕ⊗T u � // (ϕ⊗K B
o) ◦ ρΣ(u),

donde T = End(BΣ), es un isomorfismo de K–coálgebra.
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2.5. Coanillos con generadores proyectivos y pequeños.

En esta sección vamos a caracterizar los coanillos (con anillo de escalares una K–álge-
bra) cuyas categoŕıas de comódulos por la derecha poseen un conjunto de generadores
proyectivos y pequeños. Vuelvo a repetir que el caso de un solo generados estudiado en la
sección 2.6 no es un caso particular del resultado abajo desarrollado, porque las condiciones
del anillo de base son distintas.
Además de esta caracterización, ofreceremos un Teorema del Descent fielmente plano so-
bre extensiones de anillos con suficiente idempotentes ortogonales. Finalmente, aplicamos
los resultados obtenidos al caso de coanillo con un conjunto de elementos grouplike y en
particular a la categoŕıa de módulos graduados.

Fijamos A una K–álgebra con unidad. Todos los A–módulos son unitarios. Regresamos
al funtor ω : A → add(AA). Supongamos que A se mete en una categoŕıa aditiva C
y que existe el coproducto Σ = ⊕P∈AP en la categoŕıa C. Supongamos además que el
funtor ω es una restricción de un funtor U : C → MA que conmuta con el coproducto
⊕P∈AP . Recuerde de la sección anterior que tal categoŕıa y tal funtor, siempre pueden
ser construidos. Denotemos por T = EndC(Σ) y por R = ⊕P,Q∈ATPQ, donde TPQ =
HomC(P,Q) = HomA(P,Q).

Lema 2.5.1. Sean C, A, Σ, T y R como antes.

(1) R admite una estructura de anillo con unidades locales, precisamente con suficientes
idempotentes ortogonales: {1P : P ∈ A}, donde 1P es el elemento de R imagen de la
unidad de TP = EndA(P ) en la suma directa R.

(2) Σ es un (R,A)–bimódulo unitario, mientras que Σ† = ⊕P∈AP ∗ se convierte en (A,R)–
bimódulo unitario. Estas R–acciones vienen dada como sigue. Para r ∈ R con soporte
{P1, · · · , Pk} × {Q1, · · · , Ql} (i.e. r =

∑
1≤i≤k,1≤j≤l rPiQj), p ∈ P y ϕ ∈ Q∗

rιP (p) =

{
ιQ1(rPQ1p) + · · ·+ ιQl(rPQlp), si P ∈ {P1, · · · , Pk}
0, si P /∈ {P1, · · · , Pk}

y

ιQ∗(ϕ)r =

{
ιP ∗1 (ϕ ◦ rP1Q) + · · ·+ ιP ∗k (ϕ ◦ rPkQ), si Q ∈ {Q1, · · · , Ql}
0, si Q /∈ {Q1, · · · , Ql}

Demostración. (1). Según [46, p. 346] R es un anillo cuyo producto es definido por: Si
t ∈ TPQ = HomA(P,Q) y s ∈ TLK = HomA(L,K), entonces

st =

{
s ◦ t, si Q = L
0, si Q 6= L.

(2.19)

ahora está claro que los 1P , P ∈ A, forman un conjunto de idempotentes ortogonales.
(2). Es inmediata usando el producto (2.19).
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Considere el A–bimódulo Σ† ⊗R Σ, resultante del Lema 2.5.1.

Lema 2.5.2. Existe un diagrama conmutativo de morfismos sobreyectivos de A–bimódulos:⊕
P∈A P

∗ ⊗TP P
Γ1 //

Γ
��

Σ† ⊗R Σ

Γ2vvmmmmmmmmmmmmm

Σ∗ ⊗T Σ

(2.20)

Demostración. Para cada P ∈ A, sean ιP ∗ : P ∗ → Σ† y ιp : P → Σ, las inyecciones
canónicas. Por πP ∗ : Σ† → P ∗ y πP : Σ → P , denotemos las proyecciones canónicas.
Fijamos P ∈ A, la aplicación

γP : P ∗ ⊗TP P −→ Σ† ⊗R Σ (ϕ⊗TP p 7→ ιP ∗(ϕ)⊗R ιP (p))

es bien definida. En efecto, sea tP ∈ TP y r ∈ R con el soporte P × P y la componente
homogénea rPP = tP . Entonces

γP (ϕtP ⊗TP p) = ιP ∗(ϕtP )⊗R ιP (p)

= ιP ∗(ϕ)r ⊗R ιP (p)

= ιP ∗(ϕ)⊗R rιP (p)

= ιP ∗(ϕ)⊗R ιP (tPp)

donde hemos utilizado las R–acciones del Lema 2.5.1(2). Está claro ahora que γP es un
morfismo de A–bimódulos. La familia {γP : P ∈ A}, determina pues de manera única un
morfismo de A–bimódulos Γ1. En vista de cada elemento de Σ† ⊗R Σ es suma finita de
elementos de forma ιP ∗(ϕ)⊗R ιQ(q), para ciertos ϕ ∈ P ∗, q ∈ Q y que si Q 6= P , entonces
ιP ∗(ϕ)⊗RιQ(q) = ιP ∗(ϕ)ιPπP⊗RιQ(q) = 0; se tiene que Γ1 es sobreyectivo. Ahora considere
la aplicación

Γ2 : Σ† ⊗R Σ −→ Σ∗ ⊗T Σ (ιP ∗(ϕ)⊗R ιQ(q) 7→ ϕπP ⊗T ιQ(q), ϕ ∈ P ∗, q ∈ Q)

Para ver que Γ2 es bien definida, considere t ∈ TMN = HomA(M,N), y calcula

(ϕπP ιN tπM)⊗T ιQ(q) = (ϕπP ιN tπM)⊗T ιQπQιQ(q)

= (ϕπP ιN tπM ιQπQ)⊗T ιQ(q)

=

{
ϕπP ⊗T ιP t(q) si P = N = M = Q
0 si no

Finalmente en el caso P = Q = M = N , se tiene

ϕtπP ⊗T ιP (q) = ϕπP ιP tπP ⊗T ιP (q) = ϕπP ⊗T ιP tπP ιP (q) = ϕπP ⊗T ιP t(q)

El diagrama (2.20) es claramente conmutativo. Según la Proposición 2.4.3, Γ es sobreyectivo
y luego Γ2 lo es también.
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Recuerde del Lema 2.4.2 que el K–submódulo J de ⊕P∈AP ∗ ⊗TP P generado por el
conjunto {ϕ ⊗TQ tP − ϕt ⊗TP p : ϕ ∈ Q∗, p ∈ P, t ∈ TPQ, P,Q ∈ A}, es un coideal. El
coanillo cociente es denotado F(A).

Proposición 2.5.3. El núcleo de Γ1 es el coideal J y, aśı, Σ† ⊗R Σ puede ser dotado de
un estructura de A–coanillo tal que Γ1 es un morfismo de A–coanillos. De esta manera, el
diagrama conmutativo (2.20) induce pues un diagrama de isomorfismos de A–coanillos

F(A)
∼= //

∼=
��

Σ† ⊗R Σ

∼=xxqqqqqqqqqq

Σ∗ ⊗T Σ

Demostración. Como J es ya el núcleo de Γ, por la Proposición 2.4.6, y Γ1 es sobreyectivo,
es suficiente de comprobar que J ⊆ Ker(Γ1). Pero eso es inmediato.

Proposición 2.5.4. Cada P ∈ A es un Σ†⊗RΣ–comódulo por la derecha con la estructura

%P : P −→ P ⊗A Σ† ⊗R Σ

(
p 7→

∑
αP

pαP ⊗A ιP ∗(p∗αP )⊗R ιP (p)

)
,

y (Σ, ρΣ = ⊕P%P ) es un (R,Σ† ⊗R Σ)–bicomódulo (i.e. ρΣ es R–lineal por la izquierda).
Considere S = ⊕P,Q∈AHomA(P,Q) como K–anillo con suficientes idempotentes ortogo-
nales. Entonces

HomΣ†⊗RΣ(P,Q) = {f ∈ HomA(P,Q)| f ⊗R ιP (p) = 1Q ⊗R ιQ(f(p)) para cualquier p ∈ P}
Por lo tanto, la extensión de K–anillos con unidades locales R → S factoriza a través de
⊕P,Q∈AHomΣ†⊗RΣ(P,Q).

Demostración. Las citadas Σ† ⊗R Σ–coacciones son bien definidas. Vamos a comprobar
que la coacción ρΣ = ⊕P∈A%P es R lineal por la izquierda. Para ello, considere p ∈ P y
r =

∑
i,j rPiQj ∈ R tal que P ∈ {Pi}i. Por definición (véase el Lema 2.5.1(2)), tenemos

ρΣ(rιP (p)) =
∑
j,αQj

ιQj(qαQj )⊗A ιQ∗j (q
∗
αQj

)⊗R ιQj(rPQjp)

=
∑
j,αQj

ιQj(qαQj )⊗A ιP ∗(q
∗
αQj
◦ rPQj)⊗R ιP (p)

Componemos ahora las aplicaciones ιQj ⊗A ιP ∗ con las ecuaciones del Lema 2.4.1, se llega
a

ρΣ(rιP (p)) =
∑
j

∑
αP

ιQj(rPQjpαP )⊗A ιP ∗(p∗αP )⊗R ιP (p)

=
∑
αP

(∑
j

ιQj(rPQjpαP )

)
⊗A ιP ∗(pαP )⊗R ιP (p)

=
∑
αP

rιP (pαP )⊗A ιP ∗(pαP )⊗R ιP (p)
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Caṕıtulo.2. RECONSTRUCCIÓN Y COANILLOS DE COMATRICES. 118

lo que implica que ρΣ es R–lineal.
Un morfismo A–lineal por la derecha f : P → Q pertenece a HomΣ†⊗RΣ(P,Q) si y sólo

si ∑
αP

pαP ⊗A ιQ∗(p∗αP )⊗R ιQ(f(p)) =
∑
αP

f(pαP )⊗A ιP ∗(p∗αP )⊗R ιP (p) (2.21)

para cualquier p ∈ P . Ahora se sabe que

Q⊗A Σ† = Q⊗A (⊕P∈AP ∗) ∼= ⊕P∈AQ⊗A P ∗ ∼= ⊕P∈AHomA(P,Q)

donde el último es considerado como un ideal por la derecha de S. Por lo tanto, Q⊗AΣ†⊗RΣ
se identifica con un K–submódulo de S⊗RΣ, para cualquier Q ∈ A. Con esta identificación
la ecuación (2.21) es equivalente a f ⊗R ιP (p) = 1Q⊗R ιQ(f(p)), para cualquier p ∈ P .

Vamos a regresar al caso de un A–coanillo C, es decir C =MC y A es una sub-categoŕıa
pequeña cuyos objetos son C–comódulos por la derecha que son finitamente generados y
proyectivos sobre A. De esta manera el funtor ω : A → add(AA) es la restricción del funtor
del olvido UA :MC →MA. El diagrama de la Proposición 2.5.3, puede ser completado al
diagrama

F(A)
∼= //

∼=
��

Σ† ⊗R Σ

can

��

∼=

xxqqqqqqqqqq

Σ∗ ⊗T Σ can
// C

(2.22)

donde el can horizontal es definido en (2.18) y el vertical es la composición que convierte
el diagrama conmutativo. Cuando Σ es un generador de MC los dos son isomorfismos, y
aśı los cuatro son isomorfismos de A–coanillos, según el Teorema 2.4.10.

El funtor − ⊗R T : MR →MT tiene un adjunto por la derecha .R : MT →MR que
envia cada XT a XR = {

∑
xiri| suma finita, xi ∈ X, r ∈ R}, véase el caṕıtulo de apéndices

sección A.2. Considere el diagrama de funtores

MA

−⊗AC //MC

UA
oo

F

$$HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH

HomC(Σ,−) //MT

.R

��

−⊗TΣ
oo

MR

−⊗RΣ

ddHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH

−⊗RT

OO (2.23)

donde F = HomC(Σ,−)R y −⊗R Σ ∼= −⊗R T ⊗T Σ. Luego −⊗R Σ es un adjunto por la
izquierda de F

Lema 2.5.5. Existen isomorfismos naturales

HomC(Σ,−⊗A C)R ∼= −⊗A Σ† y F ∼=
⊕
P∈A

HomC(P,−).
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Demostración. El isomorfismo natural HomC(Σ,−⊗A C) ∼= HomA(Σ,−) compuesto con el
funtor .R, inducen el isomorfismo natural HomC(Σ,−⊗AC)R ∼= HomA(Σ,−)R. Se necesita
un isomorfismo natural de −⊗A Σ† en HomA(Σ,−)R. Considere un módulo XA, entonces
la siguiente composición de isomorfismos naturales

X ⊗A (⊕P∈AP ∗) ∼= ⊕P∈A (X ⊗A P ∗) ∼= ⊕P∈AHomA(P,X),

implica que−⊗AΣ† ∼= ⊕P∈AHomA(P,−). Ahora el isomorfismo natural⊕P∈AHomA(P,−) ∼=
HomA(Σ,−)R lo proporcionan las transformaciones naturales⊕

P∈AHomA(P,X)
ζX // HomA(Σ, X)R

fP
� // (fP ◦ πP )1P

⊕P∈Sop(e) ((fe) ◦ ιP ) fe�oo

donde e ∈ Idemp(R) y Sop(e) su soporte. Está claro que si X ∈MC, entonces

ζUA(X) (⊕P∈AHomC(P,X)) = HomC(Σ, X)R.

Lo que implica que ζ− induce un isomorfismo natural ⊕P∈AHomC(P,−) ∼= HomC(Σ,−)R =
F .

Cada A–módulo P ∗, P ∈ A, es considerado como C–comódulo por la izquierda, uti-
lizando para ello la Observación 1.2.20. Esto induce de manera canónica una estructura de
C–comódulo por la izquierda sobre Σ† = ⊕P∈AP ∗. En realidad esta coacción es R–lineal
por la derecha. En efecto, λΣ† es definida por

λΣ†(ιQ∗(ϕ)) =
∑
αQ

(
(ϕ⊗A C) ◦ ρQ(qαQ)

)
⊗A ιQ∗(q∗αQ), ϕ ∈ Q∗

Considere r ∈ R = ⊕P,P ′∈AHomC(P, P ′) con soporte {P1, · · · , Pk} × {Q1, · · · , Ql} tal que
Q ∈ {Q1, · · · , Ql}. Entonces

λΣ†(ιQ∗(ϕ)r) =
∑
i

λΣ†(ιP ∗i (ϕ ◦ rPiQ))

=
∑
i, αPi

(
((ϕ⊗A C) ◦ (rPiQ ⊗A C) ◦ ρPi)⊗A Σ†

) (
pαPi ⊗A ιP ∗i (p∗αPi

)
)

=
∑
i, αPi

(
((ϕ⊗A C) ◦ ρQ ◦ rPiQ)⊗A Σ†

) (
pαPi ⊗A ιP ∗i (p∗αPi

)
)

=
∑
i, αPi

(
((ϕ⊗A C) ◦ ρQ)⊗A Σ†

) (
rPiQpαPi ⊗A ιP ∗i (pα∗Pi

)
)

=
∑
i, αQ

(
((ϕ⊗A C) ◦ ρQ)⊗A Σ†

) (
qαQ ⊗A ιQ∗(q∗αQ ◦ rPiQ)

)
=

∑
αQ

(
((ϕ⊗A C) ◦ ρQ)⊗A Σ†

) (
qαQ ⊗A ιQ∗(q∗αQ)r

)
= λΣ†(ιQ∗(ϕ))r,
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donde hemos utilizado el Lema 2.4.1. Lo que implica que λΣ† es R–lineal por la derecha y,
aśı, Σ† es un (C, R)–bicomódulo, lo que va ser utilizado en la siguiente proposición.

Proposición 2.5.6. El funtor − ⊗R Σ : MR → MA es adjunto por la izquierda del
funtor − ⊗A Σ† : MA → MR, y esta adjunción induce otra sobre C–comódulos por la
derecha, es decir que, el funtor −⊗R Σ :MR →MC es adjunto por la izquierda del funtor
−�CΣ† :MC →MR. En particular, F ∼= −�CΣ†.

Demostración. La primera adjunción viene del Lema 2.5.5 y el diagrama (2.23). Para la
segunda, consideramos R como R–coanillo trivialmente. Según la Proposición 2.1.2, el
(C, R)–bicomódulo Σ† es (A,R)–quasi-finito y luego −⊗R Σ es adjunto por la izquierda de
−�CΣ†, en realidad lo que se tiene es que −⊗R Σ es isomorfo al funtor co-hom hR(Σ†,−).

El morfismo de A–coanillos can : Σ† ⊗R Σ→ C da un funtor

CAN :MΣ†⊗RΣ −→MC.

Proposición 2.5.7. Sea A un conjunto de C–comódulos por la derecha tal que cada
comódulo en A es finitamente generado y proyectivo como A–módulo por la derecha. Si
R = ⊕P,Q∈AHomC(P,Q), entonces R = ⊕P,Q∈AHomΣ†⊗RΣ(P,Q). Además, se tiene un dia-
grama conmutativo de funtores

MΣ†⊗RΣ
CAN //MC

MR

−⊗RΣ

<<yyyyyyyy−⊗RΣ

eeJJJJJJJJJ

(2.24)

Demostración. Se tiene del Lema 2.4.9 y la ecuación (2.22), que la estructura de C–comódu-
lo ρP : P → P ⊗A C factoriza por

P
ρP //

%
&&MMMMMMMMMMMM P ⊗A C

P ⊗A Σ† ⊗R Σ

P⊗Acan

77nnnnnnnnnnnn

donde la Σ† ⊗R Σ–coacción %P es definida en la Proposición 2.5.4. Esto implica, de una
parte, que CAN(ΣΣ†⊗RΣ) = ΣC, y de otra parte, que HomΣ†⊗RΣ(P,Q) ⊆ HomC(P,Q), para
cualquier P,Q ∈ A. La inclusión HomC(P,Q) ⊆ HomΣ†⊗RΣ(P,Q), viene de la Proposición
2.5.4. Finalmente, CAN(Y ⊗R ΣΣ†⊗RΣ) = Y ⊗R ΣC, para cualquier Y ∈ MR, luego la
conmutatividad de (2.24).

Un conjunto de objetos A de una categoŕıa de Grothendieck C se dice que es un con-
junto de generadores proyectivos pequeños si cada objeto de A es pequeño y ⊕P∈AP es un
generador proyectivo de C. Antes de enunciar nuestro teorema que caracteriza los coanillos
con categoŕıa de comódulos posee un conjunto de generadores proyectivos pequeños, nece-
sitamos recordar el siguiente resultado que ha sido observado por M. Harada [60] y debido
a P. Freyd [44, p. 120] y P. Gabriel [46, Proposition II.2].
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Teorema 2.5.8 (Gabriel-Freyd-Harada). Sea C una categoŕıa de Grothendieck con un
conjunto A de objetos. Consideramos A la sub-categoŕıa plena de C cuyos objetos son A y
R = ⊕P,Q∈AHomA(P,Q) el anillo inducido por A; existe pues un diagram de funtores

C F //__________________

F1

''OOOOOOOOOOOOOOOO MR

Funt(Ao,Ab),
F2

66nnnnnnnnnnnnnnnn

donde F1(X) = HomC(−, X), X ∈ C y F2(F ) = ⊕P∈AF (P ), F ∈ Funt(Ao,Ab) y F =
F2 ◦ F1 i.e. F(X) = ⊕P∈AHomC(P,X). Además F es una equivalencia de categoŕıas si y
sólo si A es un conjunto de generadores proyectivos pequeños.

El siguiente teorema generaliza [91, Theorem 3.7], [17, Theorem 5.6] y [41, Theorem
3.2].

Teorema 2.5.9. Sean A una K–álgebra, C un A–coanillo y A un conjunto de C–comódulos
por la derecha. Considere Σ = ⊕P∈AP , Σ† = ⊕P∈AP ∗ y la extensión de K–anillos con
unidades locales

R =
⊕
P,Q∈A

HomC(P,Q) ⊆ S =
⊕
P,Q∈A

HomA(P,Q).

Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(i) AC es un módulo plano y A es un conjunto de generadores pequeños proyectivos de
MC;

(ii) AC es un módulo plano, cada comódulo en A es finitamente generado y proyectivo
como A–módulo por la derecha, can : Σ† ⊗R Σ → C es un isomorfismo, y − ⊗R Σ :
MR →MΣ†⊗RΣ es una equivalencia de categoŕıas;

(iii) cada comódulo en A es finitamente generado y proyectivo como A–módulo por la
derecha, can : Σ† ⊗R Σ→ C es un isomorfismo, y RΣ es un módulo fielmente plano;

(iv) cada comódulo en A es finitamente generado y proyectivo como A–módulo por la
derecha, can : Σ† ⊗R Σ→ C es un isomorfismo, y RS es un módulo fielmente plano;

(v) AC es un módulo plano y −⊗R Σ :MR →MC es una equivalencia de categoŕıas.

Demostración. (i)⇔ (v). Como AC es plano, la Proposición 1.2.12 implica queMC es una
categoŕıa de Grothendieck. Según la Proposición 2.5.6 −⊗R Σ es adjunto por la izquierda
de F : MC → MR. Según, esta vez, el Lema 2.5.5, podemos aplicar el Teorema 2.5.8,
para obtener que F es un equivalencia de categoŕıas si y sólo si A es un conjunto de
generadores pequeños proyectivos de MC. Por lo tanto, − ⊗R Σ : MR → MC el mismo
es una equivalencia de categoŕıas si y sólo si A es un conjunto de generadores pequeños
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proyectivos.
(i)⇒ (ii). Como AC es plano,MC es una categoŕıa de Grothendieck y el funtor del olvido
UA : MC → MA es exacto, Proposición 1.2.12. Además, tiene un adjunto exacto por
la derecha − ⊗A C. Si A es un conjunto de generadores pequeños proyectivos, entonces
cada comódulo en A es finitamente generado y proyectivo como A–módulo por la derecha.
Según [88, Section 4.11, Lemma 1], cada P ∈ A es finitamente generado y proyectivo.
De otra parte el Teorema 2.4.10 y el diagrama (2.22), implican que can : Σ† ⊗R Σ → C

es un isomorfismo de A–coanillos y luego CAN : MΣ†⊗RΣ → C es ya una equivalencia
de categoŕıa. Según la Proposición 2.5.7 y la equivalencia (i) ⇔ (v), se tiene pues que
−⊗R Σ :MR →MΣ†⊗RΣ es también una equivalencia de categoŕıas.
(ii) ⇒ (iii). El funtor − ⊗R Σ : MR → MΣ†⊗RΣ es obviamente exacto y fiel. Como
Σ† ⊗R Σ ∼= C es un A–módulo plano por la izquierda, se tiene según la Proposición 1.2.12,
que el funtor del olvido MΣ†⊗RΣ →MA es exacto y fiel. Por lo tanto el funtor − ⊗R Σ :
MR →MA es exacto y fiel, es decir que RΣ es fielmente plano.
(iii)⇒ (v). Como can es un isomorfismo de A–coanillos, AC es plano. Según la Proposición
2.5.7, podemos aplicar la Proposición 2.5.6 al coanillo de comatrices infinitas Σ†⊗R Σ para
obtener que el funtor producto cotensor −�Σ†⊗RΣΣ† : MΣ†⊗RΣ → MR es adjunto por la

derecha del funtor − ⊗R Σ :MR →MΣ†⊗RΣ. La counidad y la unidad de esta adjunción
viene dadas por

ξY : (Y�Σ†⊗RΣΣ†)⊗R Σ // Y,

(y ⊗A ιQ∗(ϕ))⊗R u � // yϕ(πQ(u))

ηX : X // (X ⊗R Σ)�Σ†⊗RΣΣ†

x1Q //
∑

αQ
(x1Q ⊗R ιQ(qαQ))⊗A ιQ∗(q∗αQ)

Considere (Y, ρY ) ∈MΣ†⊗RΣ, tenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo

(Y�Σ†⊗RΣΣ†)⊗R Σ
eqk
Y,Σ†
⊗RΣ

//

ξY

wwooooooooooooooooooooo

ψl
Y,Σ†,Σ

��

(Y ⊗A Σ†)⊗R Σ

∼=

��

Y
ρ′Y // Y�Σ†⊗RΣ(Σ† ⊗R Σ)

eqk
Y,Σ†⊗RΣ // Y ⊗A (Σ† ⊗R Σ)

donde eqk
Y,Σ†⊗RΣ

◦ ρ′Y = ρY , ρ′− es el isomorfismo natural del Lema 1.4.1(1) y ψl
Y,Σ†,Σ es la

versión simétrica de la aplicación del Lema 1.4.2. Como RΣ es plano, se tiene de la versión
izquierda del Lema 1.4.2, que ψl−,Σ†,Σ es un isomorfismo natural, lo que implica que ξ− es
ahora un isomorfismo natural. Consideramos X ∈ MR, entonces el inverso de ηX ⊗R Σ
es obtenido usando el isomorfismo (X ⊗R Σ)�Σ†⊗RΣΣ†) ⊗R Σ ∼= (X ⊗R Σ)�Σ†⊗RΣ(Σ† ⊗R
Σ) ∼= X ⊗R Σ. Como − ⊗R Σ es un funtor fiel, se tiene que ηX es un isomorfismo y
luego − ⊗R Σ : MR → MΣ†⊗RΣ es una equivalencia de categoŕıas. Se tiene pues de la
Proposición 2.5.7, que − ⊗R Σ : MR → MC es una equivalencia de categoŕıas, dado que
can : Σ† ⊗R Σ→ C es un isomorfismo.
La demostración de la equivalencia (iii) ⇔ (iv) en el Teorema 2.3.2, sirve aqúı, teniendo
en cuenta el isomorfismo de R–bimódulos unitarios S ∼= Σ⊗A Σ†.
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Una consecuencia del Teorema 2.5.9, es un teorema del Descent Fielmente Plano para el
funtor ω : A → add(AA), donde el caso de extensiones de anillos unitarios noconmutativos
B ⊆ A se recupera cuando A tiene un sólo objeto cuya imagen por ω es A. Entonces,
sea ω : A → add(AA) un funtor fiel, donde A es una categoŕıa pequeña. Considere los
K–anillos con unidades locales (en este caso con suficientes idempotentes ortogonales) R =
⊕P,Q∈AHomA(P,Q) y R = ⊕P,Q∈AHomΣ†⊗RΣ(P,Q) junto con la extensión de K–anillos
con unidades locales λ : R → R, definida en la Proposición 2.5.4 y donde Σ = ⊕P∈AP .
Recuerde del Lema 2.5.1(2) y de la Proposición 2.5.4 que Σ es un (R,Σ†⊗RΣ)–bicomódulo.

Lema 2.5.10. El morfismo de A–coanillos can : Σ† ⊗R Σ→ Σ† ⊗R Σ es un isomorfismo.

Demostración. Es fácil de ver que can(ιP ∗(ϕ)⊗R ιP (p)) = ιP ∗(ϕ)⊗R ιP (p), para cualquier
ϕ ∈ P ∗, p ∈ P , P ∈ A. Entonces, can es un inverso de la aplicación obvia inducida por
la extensión de K–anillo con unidades locales definida en el caṕıtulo de apéndices sección
A.2.

Teorema 2.5.11 (Descent Fielmente Plano). Con las notaciones anteriores y

S =
⊕
P,Q∈A

HomA(P,Q),

las siguientes afirmaciones son equivalentes

(i) A(Σ†⊗RΣ) es un módulo plano, A es un conjunto de generadores proyectivos pequeños
de MΣ†⊗RΣ y λ : R→ R es un isomorfismo de K–anillos con unidades locales;

(ii) A(Σ† ⊗R Σ) es un módulo plano y −⊗R Σ :MR →MΣ†⊗RΣ es una equivalencia de
categoŕıas;

(iii) RΣ es un módulo fielmente plano;

(iv) A(Σ†⊗R Σ) es un módulo plano (ó RΣ es plano) y RS es un módulo fielmente plano.

Demostración. (i)⇒ (ii). Es una consecuencia del Lema 2.5.10 y el Teorema 2.5.9.
(ii)⇒ (i) y (iii). Si A(Σ† ⊗R Σ) es plano y −⊗R Σ :MR →MΣ†⊗RΣ es una equivalencia,
entonces RΣ es fielmente plano y el funtor − ⊗R Σ preserva los generadores proyectivos
de MR a MΣ†⊗RΣ. Por lo tanto, Σ ∼= R ⊗R Σ es un generador proyectivo de MΣ†⊗RΣ,
dado que R es un generador proyectivo de MR [46], véase el caṕıtulo de apéndices. Esto
significa que A es un conjunto de generadores pequeños proyectivos. Según la Proposición
2.5.9, − ⊗R Σ : MR → MΣ†⊗RΣ es una equivalencia de categoŕıas. Falta comprobar que
λ es un isomorfismo de K–anillos con unidades locales. Para ello consideramos el siguiente
diagrama conmutativo

MR
−⊗RΣ//MΣ†⊗RΣ

MR

−⊗RΣ
//

F

OO

MΣ†⊗RΣ

CAN

OO
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Caṕıtulo.2. RECONSTRUCCIÓN Y COANILLOS DE COMATRICES. 124

donde F es el funtor restricción de escalares asociado a λ. Como los tres funtores de la
derecha son equivalencias de categoŕıas, F lo es también. Ahora concluimos usando el
resultado sobre los morfismos de K–anillo citado en el caṕıtulo de apéndices sección A.2.
(iii) ⇒ (iv). De la Proposición 2.5.4, se tiene que λ ⊗R Σ : R ⊗R Σ → R ⊗R Σ es un
isomorfismo, luego λ es un isomorfismo, dado que RΣ es fielmente plano. La implicación
resulta del Lema 2.5.10 y el Teorema 2.5.9.
(iii)⇔ (iv). La demostración de equivalencia entre (iii) y (iv) en el Teorema 2.5.9 funciona
aqúı.

En lo que queda de esta sección vamos a dedicarlo a la aplicación de los resultados an-
teriores al caso de un A–coanillo C con un conjunto de elementos grouplike G. Aśı daremos
como ejemplo de esta situación, el coanillo C(G) asociado a un anillo A graduado por un
grupo G, véase el Ejemplo 1.1.18.

Sea A una K–álgebra y C un A–coanillo que tiene la categoŕıa de comódulos MC

abeliana. Supongamos que G es un conjunto de elementos grouplike de C. Para cada g ∈ G,
denotaremos por [g]A el C–comódulo por la derecha AA, con la coacción a 7→ 1⊗A ga. La
notación A[g] se conserva al C–comódulo por la izquierda AA asociado a g. Para g, h ∈ G,
el K–módulo HomC([g]A, [h]A) es identificado, v́ıa la aplicación f 7→ f(1), con Ag,h = {b ∈
A|hb = bg}. Con esta identificación, esta claro que Ag,g es un sub-anillo unitario de A, y que

Ag,h se convierte en un (Ah,h, Ag,g)–bimódulo unitario. Considere el K–anillo S = M f
G×G

consistente en todas las G × G–matrices con coeficientes en A y con un número finito de
entradas no-nulas. La unidad 1 ∈ A en la posición (g, g) y cero en todas otras partes, da
una matriz idempotente 1g,g ∈ S; el conjunto de todos los idempotentes {1g,g}g∈G forma
un conjunto completo de idempotentes ortogonales de S. Por lo tanto S es un K–anillo
con unidades locales. La suma directa externa R = ⊕g,h∈GAg,h es considerado como un
K–sub-anillo con unidades locales de S, que contiene por supuesto todos los 1g,g, g ∈ G.

De otra parte, para cada g ∈ G, consideramos el A–coanillo canónico de Sweedler
A⊗Ag,g A (en este caso el A–coanillo de comatrices finitas asociado al comódulo [g]A). Sea
J el K–submódulo del coproducto ⊕g∈GA ⊗Ag,g A generado por todos los elementos de la
forma a⊗Ah,h ta′− at⊗Ag,g a′, donde g, h ∈ G, a, a′ ∈ A y t ∈ Ag,h. Se sabe del Lema 2.4.2
que J es un coideal del A–coanillo ⊕g∈GA⊗Ag,g A, el A–coanillo cociente es

F(G) =
⊕g∈GA⊗Ag,g A

J
=

⊕g∈GA⊗Ag,g A
〈a⊗Ah,h ta′ − at⊗Ag,g a′; a, a′ ∈ A, t ∈ Ag,h, g, h ∈ G〉

Además la aplicación can : F(G) → C enviando a ⊗Ag,g a′ + J 7→ aga′ es un morfismo de
A–coanillos. Obviamente, generaliza el morfismo de [17], dado por el caso singular G = g.
El comódulo Σ = ⊕g∈G[g]A no es finitamente generado, excepto si G es finito. El caso
G = {g} ha sido estudiado en [17]. Por supuesto que existen en general situaciones donde
el can es biyectivo y Σ no es finitamente generado. Según el Teorema 2.4.10, tenemos

Teorema 2.5.12. Si ⊕g∈G[g]A es un generador de MC, entonces can : F(G) → C es un
isomorfismo de A–coanillos.
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Ejemplos relevantes de un coanillo de Galois con suficientes elementos grouplike es el
siguiente

Ejemplo 2.5.13. Sea A un anillo G–graduado por un cierto grupo G. Dotaremos C(G)
por la estructura de A–coanillo del Ejemplo 1.1.18. Según el Ejemplo 1.2.4(2), la categoŕıa
de C(G)–comódulos por la derecha es isomorfa a la categoŕıa gr−A de A–módulos por la
derecha G–graduados. Está claro que G es un conjunto de elementos grouplike, y {[g−1]A :
g ∈ G} es el conjunto de todos los shifts del A–módulo graduado por la derecha AA. En
efecto, según el isomorfismo de categoŕıaMC(G) ∼= gr−A (Ejemplo 1.2.4(2)), para cualquier
g ∈ G, [g−1]A = ⊕h∈G([g−1]A)h, donde ([g−1]A)h = {a ∈ A| ρ[g−1]A(a) = g−1a = ah}
(recuerde del Ejemplo 1.1.18 que la A–acción por la derecha de C(G), viene dada por
g′ag = ag(g

′g), para ag ∈ Ag, g, g
′ ∈ G). Está claro ahora que ([g−1]A)h = Agh y, aśı,

[g−1]A = ⊕h∈GAgh. Se sabe que es un conjunto de generadores pequeños proyectivos de la
categoŕıa gr−A. Según el Teorema 2.5.12, el morfismo canónico can es un isomorfismo. En
general para cualquier sub-grupo H de G tales que ⊕h∈H [h]A es un generador (proyectivo)
para gr− A, el morfismo canónico can : F(H)→ C(G) es un isomorfismo de A–coanillos.

Teorema 2.5.14. Sea A una K–álgebra, C un A–coanillo con un conjunto de elementos
grouplike G. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(i) AC es un módulo plano, can : F(G) → C es un isomorfismo y RS es un módulo
fielmente plano;

(ii) AC es un módulo plano, can : F(G) → C es un isomorfismo de A–coanillo y − ⊗R
(⊕g∈G[g]A) :MR →MF(G) es una equivalencia de categoŕıas;

(iii) AC es un módulo plano y ⊕g∈G[g]A es un generador proyectivo de MC;

(iv) AC es un módulo plano y − ⊗R (⊕g∈G[g]A) : MR → MC es una equivalencia de
categoŕıas.

La descripción alternativa de F(G), viene después de considerar Σ† = ⊕g∈GA[g] y
Σ = ⊕g∈G[g]A, como A–módulo libre de base {g| g ∈ G}. En este caso la comultiplicación
del A–coanillo de comatrices infinitas Σ† ⊗R Σ, viene dada por

∆(
∑
g∈G

ag[g]⊗R
∑
h∈G

[h]a′h) =
∑
g∈G

ag[g]⊗R [g]1⊗A 1[g]⊗R [g]a′g

y la counidad

ε(
∑
g∈G

ag[g]⊗R
∑
h∈G

[h]a′h) =
∑
g∈G

aga
′
g.

Ejemplo 2.5.15. Continuamos con el Ejemplo 2.5.13, se tiene que la categoŕıa gr− A es
siempre equivalente a la categoŕıa de los módulos unitarios por la derecha sobre el anillo R.
Más general, dado un sub-grupo H de G, el Teorema 2.5.14, nos da varias condiciones que
caracterizan cuando la categoŕıa gr−A es equivalente, de manera canónica, a la categoŕıa
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de R–módulos unitarios por la derecha, donde R es el anillo ⊕(g,h)∈H2HomC(G)([g]A, [h]A) =
⊕(g,h)∈H2Ah−1g, que puede ser identificado con el anillo de H ×H–matrices con un número
finito de entradas no-nulas y con coeficientes de (g, h)–entrada los elementos homogéneos
de A de grado h−1g, donde g, h ∈ G.

2.6. Coanillos de comatrices de un coanillo.

En esta sección ofrecemos otra clase de ejemplos de coanillos que construimos a partir
de un coanillo y un bimódulo finitamente generado y proyectivo por la derecha. Cuando
el bimódulo es una K–álgebra extensión de otra, recuperaremos el coanillo extensión de
escalares definido en la Observación 1.1.13. Si escogemos como coanillo, en el proceso de
construcción, un coanillo trivial, entonces el coanillo resultante coincide con el coanillo de
comatrices finitas definido en la Definición 2.2.2. Estudiaremos las condiciones suficientes
para una equivalencia de categoŕıas entre la categoŕıa de comódulos sobre el coanillo ini-
cial y la de comódulos sobre el nuevo coanillo. Analizaremos también qué propiedades de
bimódulo y de coanillo puedan reflejarse sobre este nuevo coanillo.

Fijamos A y B dos K–anillos con unidades locales y (D,∆D, εD) un B–coanillo. Sea Σ
un (B,A)–bimódulo unitario tal que ΣA es un módulo finitamente generado y proyectivo;
considere {pi, p∗i } como una base dual finita. Aśı el dual por la derecha Σ∗ es, de manera
canónica, un (A,B)–bimódulo unitario. La siguiente propiedad será utilizada frecuente-
mente

Lema 2.6.1. Sea Σ un (B,A)–bimódulo tal que ΣA es finitamente generado y proyectivo
con una base dual {pi, p∗i }i. Entonces∑

i

bpi ⊗A p∗i =
∑
i

pi ⊗A p∗i b, ∀b ∈ B.

Demostración. Según el isomorfismo natural de la ecuación (A.5) del caṕıtulo apéndices,
se tiene un isomorfismo Σ ⊗A Σ∗ ∼= End(ΣA), donde el elemento

∑
i pi ⊗A p∗i se identifica

con la unidad de End(ΣA). Por lo tanto, la imagen de cualquier elemento b ∈ B en Σ⊗AΣ∗

conmuta con
∑

i pi ⊗A p∗i .

Consideramos el A–bimódulo unitario Σ∗⊗BD⊗BΣ junto con las siguientes aplicaciones
K–lineales

∆ : Σ∗ ⊗B D⊗B Σ // Σ∗ ⊗B D⊗B Σ⊗A Σ∗ ⊗B D⊗B Σ

ϕ⊗B d⊗B u � //
∑

(d), i ϕ⊗B d(1) ⊗B pi ⊗A p∗i ⊗B d(2) ⊗B u
(2.25)

donde ∆D(d) =
∑

(d) d(1) ⊗B d(2), y

ε : Σ∗ ⊗B D⊗B Σ // A

ϕ⊗B d⊗B u � // ϕ(εD(d)u)

(2.26)

Coanillos y Categoŕıas de Comódulos.
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Proposición 2.6.2. Si C = Σ∗ ⊗B D⊗B Σ, entonces la terna (C,∆, ε) es un A–coanillo,
donde ∆ y ε son definidas, respectivamente, por (2.25) y (2.26). Además, existe un mor-
fismo de A–coanillos

ε̃ : C −→ Σ∗ ⊗B Σ (ϕ⊗B d⊗B u 7→ ϕεD(d)⊗B u)

donde este último es el A–coanillo de comatrices finitas asociado al bimódulo BΣA.

Demostración. Por construcción ∆ y ε son A–bilineales. La propiedades counitaria es fácil
de averiguar. Para comprobar la propiedad coasociativa de ∆ utilizaremos la siguiente
transformación natural sobre B–bimódulos

σ−,− : −⊗B − // −⊗B S ⊗B −,

donde S = End(ΣA) ∼= Σ ⊗A Σ∗. Vamos a comprobar la última aserción. Sean ϕ ∈ Σ∗,
d ∈ D y u ∈ Σ, entonces

εΣ∗⊗BΣε̃(ϕ⊗B d⊗B u) = εΣ∗⊗BΣ(ϕεD(d)⊗B u)

= ϕ(εD(d)u)

= ε(ϕ⊗B d⊗B u).

la compatibilidad de ε̃ con la comultiplicación, viene después de las siguientes operaciones

∆Σ∗⊗BΣε̃(ϕ⊗B d⊗B u) =
∑
i

ϕεD(d)⊗B pi ⊗A p∗i ⊗B u

=
∑
(d), i

ϕεD(d(1))⊗B pi ⊗A p∗i εD(d(2))⊗B u

= (ε̃⊗A ε̃)(
∑
(d), i

ϕ⊗B d(1) ⊗B pi ⊗A p∗i ⊗B d(2) ⊗B u)

= (ε̃⊗A ε̃)∆(ϕ⊗B d⊗B u).

donde hemos utilizado el Lema 2.6.1. Lo que termina la demostración.

Como en el caso de coanillos de comatrices finitas, la comultiplicación ∆ definida en
la ecuación (2.25), es independiente de la base dual escogida para ΣA. Daremos pues la
siguiente definición.

Definición 2.6.3. El A–coanillo (Σ∗⊗B D⊗B Σ,∆, ε) de la Proposición 2.6.2, se le llama
el coanillo de comatrices finitas del coanillo D. Por el momento si D = B es el B–coanillo
trivial, entonces Σ∗⊗B Σ ∼= Σ∗⊗B B⊗B Σ (mediante ε̃). Si suponemos que B → A es una
extensión de K–álgebras y Σ = BAA, se recupera pues la definición del anillo de extensión
de escales definido en la Observación 1.1.13 (véase también [14]). Para más ejemplos, véase
el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.6.4. El coanillo de comatrices CMn(C). Supongamos que A = B es una K–
álgebra y Σ = A(2) en la Proposición 2.6.2. Denotemos pues el A–coanillo de comatrices
de D por CM2(D) := A(2) ⊗A D⊗A A(2) y consideramos cada elemento de CM2(D) como
matriz cuadrada con coeficientes en D, utilizando por eso el isomorfismo de A–bimódulos
citado en las ecuaciones (1.3) y (1.4). La A–biacción sobre CM2(D) es definida ahora por

a

(
d11 d12

d21 d22

)
a′ =

(
ad11a′ ad12a′

ad21a′ ad22a′

)
,

a, a′ ∈ A y dij ∈ D. La comultiplicación y la counidad vienen dadas por

∆

(
d11 d12

d21 d22

)
=

(
d11

(1) 0

0 0

)
⊗A
(
d11

(2) 0

0 0

)
+

(
0 d11

(1)

0 0

)
⊗A
(

0 0
d11

(2) 0

)
+(

d12
(1) 0

0 0

)
⊗A
(

0 d21
(2)

0 0

)
+

(
0 d12

(1)

0 0

)
⊗A
(

0 0
0 d11

(2)

)
+(

0 0
d21

(1) 0

)
⊗A
(
d21

(2) 0

0 0

)
+

(
0 0
0 d21

(1)

)
⊗A
(

0 0
d21

(2) 0

)
+(

0 0
d22

(1) 0

)
⊗A
(

0 d22
(2)

0 0

)
+

(
0 0
0 d22

(1)

)
⊗A
(

0 0
0 d22

(2)

)
,

ε

(
d11 d12

d21 d22

)
= εD(d11) + εD(d22).

Observe que este coanillo es diferente al coanillo construido en el Ejemplo 1.1.14, basta ver
que tienne distintos anillo de base. Si seguimos los mismos pasos, como antes, podemos
construir el A–coanillo CMn(D), para n ≥ 2.

Observación 2.6.5. En las condiciones de la Proposición 2.6.2; supongamos que A es una
K–álgebra y que D posee un elemento grouplike invariante g, i.e. g ∈ DB, ∆D(g) = g⊗B g
y εD(g) = 1. Entonces, el siguiente morfismo A–bilineal

φ : Σ∗ ⊗B Σ // Σ∗ ⊗B D⊗B Σ

ϕ⊗B u � // ϕ⊗B g ⊗B u

es un morfismo de A–coanillos que escinde por la izquierda en la categoŕıa A− coring. En
efecto ε̃ ◦ φ = Σ∗ ⊗B Σ, donde ε̃ ha sido definido en la Proposición 2.6.2.

En este contexto, la construcción de los coanillos de comatrices, es también un hecho
funtorial, es decir existe un funtor K–lineal

MΣ : B − coring // A− coring

D // Σ∗ ⊗B D⊗B Σ

φ // Σ∗ ⊗B φ⊗B Σ

(2.27)
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El bimódulo BΣA no admite en general una D–coacción por la izquierda. Pero śı es-
tablece un funtor entre la categoŕıa de D–comódulos por la derecha y la categoŕıa de
MΣ(D)–comódulos por la derecha. En efecto, sea (X, ρX) ∈MD y considere la aplicación

ρX⊗BΣ : X ⊗B Σ // X ⊗B Σ⊗A Σ∗ ⊗B D⊗B Σ

x⊗B u � //
∑

(x), i x(0) ⊗B pi ⊗A p∗i ⊗B x(1) ⊗B u,
(2.28)

donde ρX(x) =
∑

(x) x(0) ⊗B x(1), x ∈ X y u ∈ Σ. La aplicación ρX⊗BΣ está bien definida
y es claramente A–lineal por la derecha.

Lema 2.6.6. En la notación anterior, la asignación X → X⊗BΣ, para cualquier (X, ρX) ∈
MD, establece un funtor

−⊗B Σ :MD −→MMΣ(D),

v́ıa la coacción (2.28). En particular si B ∈ MD, se tiene Σ ∈ MMΣ(D). Además si
(X,λX , ρX) es un D–bicomódulo, entonces (X ⊗B Σ, λX ⊗B Σ, ρX⊗BΣ) es un (D,MΣ(D))–
bicomódulo y esto hace conmutar el siguiente diagrama

DMD
−⊗BΣ //

U l

��

DMMΣ(D)

V l

��
MD

−⊗BΣ
//MMΣ(D)

donde U l y V l son los funtores que olvidan la D–coacción por la izquierda.

Demostración. Sean x ∈ X, u ∈ Σ, entonces

(X ⊗B Σ⊗A ε) ◦ ρX⊗BΣ(x⊗B u) =
∑
(x), i

x(0) ⊗B pip∗i (εD(x(1))u)

=
∑
(x)

x(0) ⊗B εD(x(1))u

= x⊗B u

de alĺı la propiedad counitaria de ρX⊗BΣ. La propiedad coasociativa, es el resultado de la
siguiente ecuación

(X ⊗B Σ⊗A ∆) ◦ ρX⊗BΣ(x⊗B u) =
∑

(x), i, j

x(0) ⊗B pi ⊗A p∗i ⊗B x(1) ⊗B pj ⊗A p∗j ⊗B x(2) ⊗B u

=
∑

(x), j, i

x(0) ⊗B pj ⊗A p∗j ⊗B x(1) ⊗B pi ⊗A p∗i ⊗B x(2) ⊗B u

= (ρX⊗BΣ ⊗AMΣ(D)) ◦ ρX⊗BΣ(x⊗B u)
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donde hemos utilizado la coasociatividad de ρX . Finalmente si f : (X, ρX) → (X ′, ρX′) es
un morfismo D–colineal por la derecha, entonces

ρX′⊗BΣ ◦ (f(x)⊗B u) =
∑
(x), i,

f(x(0))⊗B pi ⊗A p∗i ⊗B x(1) ⊗B u

= f ⊗B Σ⊗AMΣ(D)(
∑
(x), i,

x(0) ⊗B pi ⊗A p∗i ⊗B x(1) ⊗B u)

= (f ⊗B Σ⊗AMΣ(D)) ◦ ρX⊗BΣ(x⊗B u).

Lo que implica que f ⊗B Σ : (X ⊗B Σ, ρX⊗BΣ) → (X ′ ⊗B Σ, ρX′⊗BΣ) es un morfismo
MΣ(D)–colineal por la derecha. El caso particular es una simple deducción de la anterior
afirmación. La demostración de la última aserción es un calculo rutinario.

Proposición 2.6.7. Sean A, B y R tres K–anillos con unidades locales junto con dos
bimódulos BΣA y RWB, tales que ΣA y WB son finitamente generados y proyectivos. Con-
sidere V = W ⊗B Σ como (R,A)–bimódulo, entonces existe un isomorfismo de A–coanillos

MΣ(W ∗ ⊗RW ) // V ∗ ⊗R V
ϕ⊗B ψ ⊗R w ⊗B u � // (ϕ⊗B ψ)⊗R w ⊗B u,

donde (−) : Σ∗ ⊗B W ∗ → V ∗, es el isomorfismo A − R–bilineal definido por w ⊗B u 7→
(ϕ⊗B ψ)(w ⊗B u) = ϕ(ψ(w)u).

Demostración. Inmediata.

Observación 2.6.8. La Proposición 2.6.7 nos indica que el funtor MΣ(−) conserva los
coanillos de comatrices finitas. De otra parte, si suponemos que los anillos des escalares
son K–álgebras, entonces la Proposición 2.6.7 representa un ejemplo de un ”comatrix coring
context”definido en [20, Section 2]. Aśı observamos también que la definición de un coanillo
de comatrices finitas, usando el criterio de la base dual (ó el coanillo de coendomorfismos),
sirve con la misma eficacia en el caso de anillo de base con unidades locales; pero la otra
definición usando ”contextos, [20, Definition 2.1]”no es tan clara en este caso.

Teorema 2.6.9. Sean A y B dos K–anillos con unidades locales, D un B–coanillo y BΣA

un (B,A)–bimódulo tal que ΣA es finitamente generado y proyectivo. Consideramos el A–
coanillo de comatrices (MΣ(D),∆, ε) de la Proposición 2.6.2. Supongamos que la categoŕıa
de comódulos por la derecha MD tiene un generador finitamente generado y proyectivo y
que BΣ es un módulo fielmente plano. Entonces el funtor

−⊗B Σ :MD −→MMΣ(D),

definido en el Lema 2.6.6, establece una equivalencia de categoŕıas. En particular, si A = B
es una K–álgebra y Σ = A(n), para un cierto n ∈ N, entonces existe una equivalencia de
categoŕıas MD ∼MCMn(D), donde CMn(D) = MA(n)(D) (véase el Ejemplo 2.6.4).
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Demostración. Según el Teorema 2.3.2 el coanillo D es isomorfismo a un B–coanillo de
comatrices finitas W ∗ ⊗T W asociado a un D–comódulo W tales que T = End(WD), TW
es un módulo fielmente plano y − ⊗T W :MT →MD es una equivalencia de categoŕıas.
Entonces MΣ(D) ∼= MΣ(W ∗ ⊗T W ); ahora según la Proposición 2.6.7, MΣ(W ∗ ⊗T W ) ∼=
V ∗ ⊗T V (mediante canV ), donde V = W ⊗B Σ, y como TV es fielmente plano el Teorema
2.3.10 implica que − ⊗T V : MT → MMΣ(D) es una equivalencia de categoŕıas. Por lo
tanto, se tiene un diagrama conmutativo de equivalencia de categoŕıas

MD
−⊗BΣ //MMΣ(D)

MT ,

−⊗TW

OO

−⊗TV

77pppppppppppppp

lo que implica que −⊗B Σ es una equivalencia de categoŕıas.

Observación 2.6.10. En el Teorema 2.6.9 no podemos suponer que la categoŕıa de D–
comódulos posee un conjunto de generadores proyectivos pequeños, porque el anillo de
escalares en el anunciado es un K–anillo con unidades locales y en este caso ”no hay”
un resultado que caracteriza D. Aśı necesitamos dar la version del Teorema 2.6.9 usando
K–álgebras como anillos de escalares.

En lo que queda de esta sección A y B son K–álgebras con 1 y todos los A(B)–módulos
son unitarios.

Teorema 2.6.11. Sean A y B dos K–álgebras, D un B–coanillo y BΣA un (B,A)–bimódulo
tal que ΣA es finitamente generado y proyectivo. Consideramos el A–coanillo de comatrices
(MΣ(D),∆, ε) de la Proposición 2.6.2. Supongamos que la categoŕıa de comódulos por la
derechaMD tiene un conjunto A de generadores proyectivos pequeños. Si BΣ es un módulo
fielmente plano, entonces el funtor

−⊗B Σ :MD −→MMΣ(D),

definido en el Lema 2.6.6, establece una equivalencia de categoŕıas.

Demostración. Según el Teorema 2.5.9, D es isomorfo al B–coanillo de comatrices infinitas
W † ⊗R W , donde W = ⊕P∈AP , W † = ⊕P∈AP ∗ y R = ⊕P,Q∈AHomD(P,Q) tal que − ⊗R
W : MR → MD es una equivalencia de categoŕıas y RW es un módulo fielmente plano.
Aplicando el funtor MΣ(−), se tiene un isomorfismo de A–coanillos MΣ(D) ∼= MΣ(W † ⊗R
W ). Consideramos V = ⊕P∈A(P ⊗B Σ) y V † = ⊕P∈A(P ⊗B Σ)∗, respectivamente, como
MΣ(D)–comódulo por la derecha y como MΣ(D)–comódulo por la izquierda. Denotemos
por ι− la inyección canónica de cualquier componente homogénea en su correspondiente
suma directa. Ahora es fácil de averiguar, usando la Proposición 2.6.7, que

MΣ(W † ⊗RW ) // V † ⊗R V

ϕ⊗B ιQ∗(σ)⊗R ιP (p)⊗B u � // ι(Q⊗BΣ)∗

(
(ϕ⊗B σ)

)
⊗R ιP⊗BΣ(p⊗B u),

(2.29)
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donde (−) : Σ∗⊗B Q∗ → (Q⊗B Σ)∗ ha sido definido en la Proposición 2.6.7; es un isomor-
fismo de A–coanillos. De otra parte sabemos que RV ∼= RW ⊗B Σ es un módulo fielmente
plano, lo que implica según el Teorema 2.5.11, que −⊗RV :MR →MV †⊗RV es una equiv-
alencia de categoŕıas. Componiendo con el isomorfismo de categoŕıas MV †⊗RV ∼=MMΣ(D)

(inducido por el isomorfismo de coanillos (2.29)), se tiene la equivalencia de categoŕıas
(− ⊗B Σ) ◦ (− ⊗R W ) :MR →MMΣ(D). Es decir, tenemos el siguiente diagrama conmu-
tativo

MD
−⊗BΣ //MMΣ(D)

MR

−⊗RW

OO

−⊗RV

99ssssssssssssssssssss −⊗RV //MV †⊗RV

∼=

OO

lo que implica el resultado.

En lo que queda de esta sección vamos a dedicarlo al estudio de las propiedades del
bimódulo Σ y del coanillo D que se reflejan sobre el coanillo de comatrices MΣ(D). Con-
sidere Σ un (B,A)–bimódulo junto con D un B–coanillo, HomB(D,Σ) es considerado de
manera natural como (B,A)–bimódulo. De esta manera HomB(Σ,HomB(D,Σ)) se con-
vierte en A–bimódulo (notemos que todas esta acciones son por hipótesis unitarias). Una
vez retenida esta notación, se tiene

Lema 2.6.12. Sean A y B dos K–álgebras, D un B–coanillo y BΣA un bimódulo.

(1) El A–bimódulo HomB(Σ,HomB(D,Σ)) es una K–álgebra con el producto

fg : Σ→ HomB(D,Σ), (fg)(u)(d) =
∑
(d)

g(f(u)(d(2)))(d(1)), (2.30)

y la unidad ε̂ : Σ → HomB(D,Σ) es definida por ε̂(u)(d) = εD(d)u, para todo u ∈ Σ,
d ∈ D y f, g ∈ HomB(Σ,HomB(D,Σ)).

(2) Las aplicaciones

λ : A // HomB(Σ,HomB(D,Σ)),

a � // [u 7→ [d 7→ εD(d)ua]]

λ′ : End(BΣ) // HomB(Σ,HomB(D,Σ))

f � // [u 7→ [d 7→ εD(d)f(u)]]

establecen morfismos de K–álgebras con el siguiente diagrama conmutativo

A
λ //

��

HomB(Σ,HomB(D,Σ))

End(BΣ)

λ′

55jjjjjjjjjjjjjjjjjjj
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(3) Supongamos que ΣA es finitamente generado y proyectivo y consideramos el A–coanillo
de comatrices MΣ(D). Entonces el anillo dual ∗MΣ(D) es anti-isomorfismo al anillo
HomB(Σ,HomB(D,Σ)) (este último con el producto (2.30)).

Demostración. (1) y (2) son cálculos inmediatos.
(3) El isomorfismo a nivel de K–módulos viene dado por

HomA(Σ∗ ⊗B D⊗B Σ, AA) // HomB(Σ,HomB(D,Σ))

δ
� // [u 7→ [d 7→

∑
i piδ(p

∗
i ⊗B d⊗B u)]],

donde {pi, p∗i }i es una base dual finita de ΣA. La aplicación inversa designa a cada f ∈
HomB(Σ,HomB(D,Σ)) el morfismo A–lineal por la izquierda ϕ⊗B d⊗B u 7→ ϕ(f(u)(d)),
ϕ ∈ Σ∗, d ∈ D y u ∈ Σ. Es fácil ahora de averiguar que este isomorfismo es compatible
con el producto (2.30) y el producto convolución de ∗MΣ(D).

Considere Σ un (B,A)–bimódulo. Siguiendo a Sugano [93], Σ se llama un bimódulo
separable o B se dice Σ–separable sobre A, si la aplicación de evaluación

Σ⊗A ∗Σ // B, u⊗A ϕ � // ϕ(u)

es un epimorfismo que escinde en la categoŕıa de (B,B)–bimódulos. Siguiendo esta vez a [6]
y [65], un bimódulo BΣA se dice Frobenius si BΣ y ΣA son módulos finitamente generados
y proyectivos y Σ∗ ∼= ∗Σ isomorfismo de (A,B)–bimódulos.

En términos categóricos, BΣA es separable si y sólo si el funtor HomB(Σ,−) es separable
en el sentido de [80] (véase [90, Theorem 1.2]). También, si BΣA es separable, entonces según
[66, Theorem 3.1(1)], la extensión B → S = End(ΣA) escinde en (B,B)–bimódulos. La
implicación rećıproca es cierta si ΣA es finitamente generado y proyectivo. Ahora BΣA

es Frobenius implica que el funtor de restricción de escalares por la derecha asociado a la
extensión B → S tiene el mismo adjunto por la derecha y por la izquierda [87] i.e. un funtor
Frobenius en el lenguaje de [27], [30]. Un A–coanillo C es Frobenius , si el funtor del olvido
UA :MC →MA es Frobenius. Para más caracterizaciones de coanillos Frobenius enviamos
a [17], [19]. Finalmente C se dice que es cosplit , si existe un morfismo de A–bimódulos
ε̃ : A→ C tal que εC ◦ ε̃ = A, véase [14].

Ahora estamos preparados para el siguiente resultado

Proposición 2.6.13. Sean A y B dos K–álgebras juntos con D un B–coanillo y BΣA un
bimódulo tal que ΣA es finitamente generado proyectivo. Consideramos pues el A–coanillo
MΣ(D) con la estructura de la Proposición 2.6.2.

(1) Si BΣA es un bimódulo separable y D es un B–coanillo coseparable. Entonces MΣ(D)
es un A–coanillo coseparable.

(2) Si AΣ∗B es un bimódulo separable y D es un B–coanillo cosplit. Entonces MΣ(D) es un
A–coanillo cosplit. Rećıprocamente, si MΣ(D) es un coanillo cosplit, entonces AΣ∗B es
un bimódulo separable.
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(3) Si BΣA es un bimódulo Frobenius y D es un B–coanillo Frobenius. Entonces MΣ(D)
es un A–coanillo Frobenius.

Demostración. (1) y (2) son inmediatas.
(3) Sea θ : Σ∗ → ∗Σ el isomorfismo de (A,B)–bimódulos que define el bimódulo Frobenius

BΣA. De otra parte, como D es Frobenius, existe un isomorfismo σ : D ∼= T de (B, T )–
bimódulos, donde T es el anillo opuesto del anillo dual ∗D, σ : D ∼= ∗D es ahora B–bilineal.
Además, BD es finitamente generado y proyectivo, según [24, Corollary 5.6]. Existe pues
un isomorfismo de (A,B)–bimódulo: β = (∗Σ ⊗B σ ⊗B Σ) ◦ (θ ⊗B D ⊗B Σ). Por lo tanto,
se tiene el siguiente isomorfismo

ζ : Σ∗ ⊗B D⊗B Σ
β // ∗Σ⊗B ∗D⊗B Σ

∼= // ∗(Σ⊗B D)⊗B Σ
∼= // HomB(D⊗B Σ,Σ)

donde en el segundo y el último isomorfismos hemos utilizado que BΣ, BD son finitamente
generado y proyectivos. Denotemos por R el anillo opuesto del dual anillo ∗(MΣ(D)).
Para comprobar la aserción, basta comprobar según [17, Theorem 4.1], que MΣ(D) ∼=
R como (A,R)–bimódulo, porque MΣ(D) es claramente un A–módulo por la izquierda
finitamente generado y proyectivo. El Lema 2.6.12, implica que R es isomorfismo al anillo
HomB(Σ,HomB(D,Σ)). Por lo tanto la siguiente composición

Σ∗ ⊗B D⊗B Σ
ζ // HomB(D⊗B Σ,Σ)

∼= // HomB(Σ,HomB(D,Σ))

nos proporciona dicho isomorfismo.

Observación 2.6.14. 1. El anillo del Lema 2.6.12(1) es canónicamente isomorfismo al
anillo opuesto de End(D(D⊗B Σ)), donde (D⊗B Σ,∆D⊗B Σ) es un D–comódulo por
la izquierda.

2. Si D = B en la Proposición 2.6.13, se tiene entonces [20, Theorem 3.5(1), Theorem
3.2(1), Theorem 3.7(1)].
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Caṕıtulo 3

El Teorema de Estructura de
Coanillos Cosemisimples.

Introducción

Sabemos que los módulos (por la izquierda o por la derecha) y los comódulos (por
la izquierda o por la derecha) sobre anillos semisimples artinianos y sobre coálgebras
cosemisimples, son objetos semisimples en sus correspondientes categoŕıas. En otras pal-
abras estas categoŕıas son categoŕıas de Grothendieck semisimples (véase [92], [60, p. 347]).
Inspirados por este efecto, un coanillo ”cosemisimple” por la derecha (respectivamente por
la izquierda) es un coanillo cuya categoŕıa de comódulos por la derecha (respectivamente
por la izquierda) es una categoŕıa de Grothendieck semisimple. El primer problema que
plantean estas definiciones es la equivalencia entre la izquierda y la derecha, es decir ¿ten-
dŕıamos, como en el caso clásico, que un coanillo es cosemisimple por la izquierda si y sólo
si lo es por la derecha?

En este caṕıtulo desarrollaremos una teoŕıa básica de coanillos cosemisimples, dando
primero un respuesta afirmativa a la pregunta de antes, y luego un teorema de estructura
de todos los coanillos cosemisimples en forma de sumas directas de coanillos de comatrices
finitas de forma Σ∗ ⊗D Σ, donde D ⊆ End(ΣA), es una K–sub-álgebras de división.

Durante todo este caṕıtulo, fijamos A una K–álgebra con 1. Todos los A–módulos son
unitarios.

3.1. Coanillos cosemisimples.

Estudiaremos el tipo de coanillo sencillo desde el punto de vista categórico, en efecto,
aquellos coanillos con categoŕıa de comódulos semisimple. Vamos a dar una generalización
del teorema conocido para coálgebras y anillos. En particular, se tiene una (única) de-
scomposición de cualquier coanillo cosemisimple en términos de componentes simples. La
estructura de estas componentes simples, que en el caso de anillos y de coálgebras sobre
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cuerpos se describen en términos de matrices aqúı en términos de comatrices, está ofrecida
en la última sección de este caṕıtulo.

Sea C un A–coanillo con la categoŕıa de comódulos por la derecha (resp. por la izquier-
da) MC (resp. CM) una categoŕıa abeliana. Un C–comódulo por la derecha (resp. por la
izquierda) M se dice que es simple si M no tiene ningún cociente que no sea trivial; M
se dice que es semisimple si es suma directa de comódulos simples. El siguiente teorema
responde afirmativamente a la pregunta citada en la introducción de este caṕıtulo.

Teorema 3.1.1. Sea C un A–coanillo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) cada C–comódulo por la derecha es semisimple y MC es una categoŕıa abeliana;

(ii) cada C–comódulo por la izquierda es semisimple y CM es una categoŕıa abeliana;

(iii) C es semisimple como C–comódulo por la derecha y AC es un módulo plano;

(iv) C es semisimple como C–comódulo por la izquierda CA es un módulo plano.

Demostración. (i) ⇒ (iii) Necesitamos comprobar que AC es plano. De acuerdo con la
Proposición 1.2.12, es suficiente comprobar que el funtor del olvido UA : MC → MA

es exacto (por la izquierda). Pero esto es cierto, porque cualquier monomorfismo en MC

escinde, sabiendo que todos los objetos son semisimples.
(iii)⇒ (i) Según la Proposición 1.2.12,MC es una categoŕıa de Grothendieck. Como CC es
un sub-generador de MC, según el Lema 1.2.14, y un comódulo semisimple, tenemos que
cada C–comódulo por la derecha es semisimple.
(ii)⇔ (iv) es simétrica a (i)⇔ (iii).
(i), (iii) ⇒ (iv) Tenemos AC es un módulo plano y MC posee un conjunto de generados
proyectivos pequeños Λ que es el conjunto de representantes de los comódulos simples.
Aplicando el Teorema 2.5.9 y el diagrama (2.22) al conjunto de objetos {S}S∈Λ y teniendo
en cuenta que el coideal del Lema 2.4.2 es cero, se tiene un isomorfismo de A–coanillos
⊕S∈ΛcanS : ⊕S∈ΛS

∗ ⊗DS S → C, donde DS = End(SC), para cada S ∈ Λ es un anillo de
división. Lo que implica que CA es un módulo plano. Aplicando la versión por la izquierda
del Teorema 2.3.10 a cada uno de los coanillos de comatrices S∗⊗DS S, S ∈ Λ, se tiene una
equivalencia de categoŕıas entre S∗⊗DSSM y DSM. Aplicando esta vez la Proposición 1.5.3
a la suma directa de coanillos ⊕S∈ΛS

∗⊗DS S, tenemos una equivalencia de categoŕıas entre
⊕S∈ΛS

∗⊗DSSM y la categoŕıa producto ΠS∈ΛDSM. Por lo tanto, existe una equivalencia de
categoŕıas entre CM y la categoŕıa producto ΠS∈ΛDSM. Como cada uno de los anillos DS,
S ∈ Λ es un anillo de división, [92, Proposition V.6.7], implica que cada C–comódulo por
la izquierda es semisimple, en particular CC es semisimple.
(ii), (iv)⇒ (iii) es una demostración simétrica a (i), (iii)⇒ (iv).

Definición 3.1.2. Un A–coanillo que satisface las condiciones equivalentes en el Teorema
3.1.1 se le llama un coanillo cosemisimple. Por ejemplo si A es una K–álgebra de división,
considerada como A–coanillo trivialmente, entonces cualquier suma directa de copias de A
admite una estructura de A–coanillo cosemisimple.
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Consideramos C un A–coanillo cosemisimple, según el Teorema 3.1.1, las categoŕıas de
comódulos por la derecha MC y de comódulos por la izquierda CM, admiten un conjunto
de generadores finitamente generados y proyectivos. Entonces, aplicando el Teorema 2.4.10
(o su versión por la izquierda), C puede ser reconstruido como A–coanillo a partir de este
conjunto de generadores. Esta observación será nuestra idea de base para ofrecer un teorema
de estructura en la siguiente sección. Pero ahora vamos a concentrarnos en estudiar una
sub-clase de coanillos cosemisimples, precisamente los coanillos que posean un sólo tipo de
comódulo simple.

Definición 3.1.3. Un coanillo se dice que es simple si no contiene sub-bicomódulos no-
triviales. Notemos que si C es un coanillo cosemisimple, entonces según el Corolario 1.3.29,
es simple si y sólo si no contiene sub-coanillos no-triviales.

Definición 3.1.4. Supongamos que la categoŕıa de comódulos sobre un A–coanillo C es
de Grothendieck (véase la Proposición 1.2.12). El coanillo C se dice que es semiartiniano si
es un objeto semiartiniano en la categoŕıa de comódulos CM, es decir que cada comódulo
no-nulo cociente de CC contiene un sub-comódulo simple distinto de cero.

Teorema 3.1.5. Sea C un A–coanillo tal que los módulos AC y CA sean proyectivos. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) C es un coanillo simple semiartiniano por la izquierda;

(ii) C es un coanillo simple y contiene un C–subcomódulo simple por la izquierda;

(iii) C es un coanillo cosemisimple con un único tipo de C–comódulo simple por la izquier-
da;

(iv) C es un coanillo simple semiartiniano por la derecha;

(v) C es un coanillo simple y contiene un C–subcomódulo simple por la derecha;

(vi) C es un coanillo cosemisimple con un único tipo de C–comódulo simple por la derecha.

Demostración. (i)⇒ (ii) es obvia.
(ii)⇒ (iii) Sea S un subcomódulo simple por la izquierda de C. Se sabe que S es un C∗–
submódulo simple por la derecha de C, usando el par racional canónico. Ahora, ∗CS es un
(∗C,C∗)–bi-submódulo no-nulo de C, que es según el Corolario 1.3.29, es un sub-bicomódulo
no-nulo, luego, ∗CS = C. También, C es la suma de imágenes de morfismos del C∗–módulo
simple por la derecha S. Ahora aplicamos el Teorema 1.3.19’ par completar la implicación.
(iii)⇒ (i) Obviamente, cada coanillo cosemisimple es semiartiniano por la izquierda. Sea
I un sub-bicomódulo no-nulo de C. En particular, I es un C–subcomódulo por la izquierda
de C, luego contiene un subcomódulo simple S. Según las aserciones 1 y 2 de la Proposición
1.3.30, tenemos C(S) ⊆ C(I) = I. Como C es isomorfo a un suma directa de copias de S,
aplicamos la parte 3 de la Proposición 1.3.30 para obtener C(S) = C. Luego, I = C y C es
simple.
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(ii)⇒ (v) Hemos comprobado antes que si C es simple y contiene un comódulo simple por
la izquierda, entonces C es cosemisimple. Es decir que contiene un C–comódulo simple por
la derecha.
Finalmente, (iv), (v), (vi) se demuestran equivalentes de manera análoga a la demostración
de equivalencia entre (i), (ii), (iii); lo que permite deducir también que (v) implica (ii).

Observación 3.1.6. Sea C un A–coanillo simple semiartiniano. Por el Teorema 3.1.5,
tenemos CC ∼= S(Ξ), donde S es un C–comódulo simple por la izquierda y Ξ un conjunto de
indices. En contraste con el caso de coálgebras o de anillos (i.e., cuando C es una coálgebra
sobre cuerpo o C = A), el conjunto Ξ no tiene por qué ser finito. Considere el A–coanillo I
del Ejemplo 1.2.11 con R una K–álgebra y un anillo simple artiniano, P el coproducto de
Ξ copias de el único R–módulo simple por la izquierda (Ξ cualquier conjunto infinito) y S
el anillo de endomorfismos del R–módulo por la izquierda de P . Entonces I es un coanillo
simple semiartiniano isomorfo a una suma directa infinita de copias de un I–comódulo
simple por la izquierda (que es esencialmente el único R–módulo simple por la izquierda).
Este sencillo Ejemplo demuestra también que el anillo de base A no necesariamente ha de
ser semisimple ni artiniano para que haya un A–coanillo cosemisimple.

Terminamos esta sección comprobando que cualquier coanillo cosemisimple puede ser
completamente descrito en términos de coanillos simples semiartinianos (o coanillos simples
cosemisimples).

Teorema 3.1.7. Sea C un A–coanillo.

(i) Si C es cosemisimple con Λ un conjunto de representantes de C–comódulo simples por
la derecha y DS = End(SC), S ∈ Λ, los anillos de división correspondientes. Entonces,
el A–coanillo de comatrices finitas S∗ ⊗DS S asociado a cualquier comódulo S ∈ Λ,
es un coanillo simple cosemisimple. Además⊕

S∈Λ canS :
⊕

S∈Λ S
∗ ⊗DS S // C,

es un isomorfismo de A–coanillos.

(ii) C es cosemisimple si y sólo si se descompone como C = ⊕α∈ΛCα, donde Cα es un
A–subcoanillo simple cosemisimple para todo α ∈ Λ. En este caso, la descomposición
es única salvo isomorfismos.

Demostración. (i) Como cada comódulo S ∈ Λ, es finitamente generado y proyectivo como
A–módulo; la aserción es una consecuencia de los Teoremas 2.3.10 y 3.1.5. El isomorfismo de
coanillos, es consecuencia de los Teorema 2.5.9 y 3.1.1 (véase la demostración del Teorema
3.1.1).
(ii) Aqúı la implicación directa es justamente el item (i). La implicación rećıproca es fácil
deducirla del siguiente efecto: Si consideramos la citada descomposición C = ⊕α∈ΛCα,
entonces los C–sub-comódulos por la derecha de C son de forma ⊕α∈ΛMα, donde Mα es
un Cα–sub-comódulo de Cα para cualquier α, véase la Proposición 1.5.3. La unicidad viene
después de observar que los Cα son nada más que las componentes iso-t́ıpicas de CC.
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3.2. Estructura de coanillos cosemisimples.

Desde el punto de vista de la teoŕıa de coanillos, el ejemplo más fundamental de coanillo
simple cosemisimple es el coanillo canónico de Sweedler D⊗E D asociado a una extensión
E ⊆ D de anillos de división (Teorema 3.1.7(i)). Esta sección contiene la descripción
completa, en términos de A–módulos finitamente generados y proyectivos y sub-anillos de
división de sus anillos de endomorfismos, de todos los A–coanillos cosemisimples para un
anillo unitario A fijo. Vamos a utilizar las notaciones del caṕıtulo 2.

Proposición 3.2.1. Sea C un A–coanillo simple cosemisimple y ΣC un C–comódulo no-nulo
finitamente generado y proyectivo. Sea T = End(ΣC) el anillo simple artiniano de endo-
morfismos de ΣC. Entonces ΣA es finitamente generado y proyectivo y canΣ : Σ∗⊗T Σ→ C

es un isomorfismo de A–coanillos. Rećıprocamente, cualquier A–coanillo de comatrices fini-
tas Σ∗ ⊗B Σ, donde B es un anillo simple artiniano, se convierte en un A–coanillo simple
cosemisimple, y el número de simples en la descomposición completa de ΣΣ∗⊗BΣ coincide
con el número de simples en la descomposición completa de BB.

Demostración. La primera aserción es una consecuencia del Teorema 2.3.2 porque ΣC es
un generador finitamente generado y proyectivo de MC. La segunda es una consecuencia
del Teorema 2.3.10.

Recordar que si C es un A–coanillo con elemento grouplike g, [g]A (resp. A[g]) denota
el C–comódulo por la derecha (resp. por la izquierda) sub-yacente de AA (resp. AA) cuya
coacción es definida por ρ[g]A : [g]A → C, v́ıa 1 → g. El anillo de endomorfismos de [g]A
(i.e. sub-anillo de coinvariantes de A), es denotado por Ag,g. El siguiente corolario es una
aplicación directa de la Proposición 3.2.1.

Corolario 3.2.2. Sea C un A–coanillo y g ∈ C un elemento grouplike. Supongamos que
C es un coanillo simple cosemisimple. Entonces Ag,g es un anillo simple artiniano y el
morfismo canónico can[g]A : A⊗Ag,g A→ C es un isomorfismo de A–coanillos. Además, A
es un C–comódulo simple por la derecha (o por la izquierda) si y sólo si Ag,g es un anillo
de división. Rećıprocamente, cualquier A–coanillo de Sweedler A ⊗B A, con B un anillo
simple artiniano, es un A–coanillo simple cosemisimple y A1⊗B1,1⊗B1 = B.

Ahora como consecuencia del Teorema 2.3.2 y el Corolario 3.2.2, se tiene el siguiente
corolario.

Corolario 3.2.3. Las siguientes afirmaciones son equivalentes por un A–coanillo C con
elemento grouplike g.

(i) C es un A–coanillo simple cosemisimple;

(ii) C ∼= A⊗B A para un cierto sub-anillo simple artiniano B de A;

(iii) C es Galois y Ag,g es un anillo simple artiniano;
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(iv) CA es un módulo plano, A es un generador proyectivo de CM, y Ag,g es un anillo
simple artiniano;

(v) AC es un módulo plano, A es un generador proyectivo de MC, y Ag,g es un anillo
simple artiniano.

Ejemplo 3.2.4. Supongamos que K es un cuerpo conmutativo y sea H una K–álgebra
de Hopf con ant́ıpoda biyectiva. Considere la categoŕıa MH

H de módulos de Hopf por la
derecha; un objeto M de esta categoŕıa es un H–módulo por la derecha y un H–comódulo
por la derecha cuya coacción ρM satisface

ρM(m.h) =
∑

m(0)h(1) ⊗K m(1)h(2),

y los morfismos en esta categoŕıa son H–lineales por la derecha y H–colineales por derecha.
El Teorema fundamental ([91, Theorem 3.5]) nos dice que el funtor (−)H : KM → MH

H
enviando V 7→ VH = V ⊗K H es una equivalencia de categoŕıas con el funtor inverso
(−)coH :MH

H → KM enviando M 7→ M coH = {m ∈ M | ρM(m) = m⊗K 1}. Recuerde que
H = H⊗KH es un H–coanillo correspondiente a la estructura entrelazante (H,H)ψ, donde
ψ : H⊗K H → H⊗K H v́ıa h⊗K g 7→

∑
g(0) ⊗K hg(1) (véase el Ejemplo 1.1.16[17]) y que

la categoŕıa MH
H es isomorfa a la categoŕıa de comódulos MH. Según el Teorema 3.1.5,

se tiene que H es un H–coanillo simple cosemisimple. De otra parte, es fácil comprobar
que el H–comódulo por la derecha HH es simple. Por lo tanto, el Corolario 3.2.3 implica
que H es isomorfo al coanillo canónico de Sweedler asociado al extensión K → H y que
K ∼= End(HH) = HcoH.

Ejemplo 3.2.5. Supongamos que A es una K–álgebra G–graduada A = ⊕g∈GAg, por un
grupo G cuyo elemento neutro es e. Consideramos C(G) el A–coanillo del Ejemplo 1.2.4(a).
Supongamos además que el sub-anillo Ae es simple artiniano y que A es fuertemente grad-
uado. Entonces, según el Ejemplo 2.3.4, C(G) es un A–coanillo simple cosemisimple, lo que
implica también que A es anillo graduado simple semisimple, véase [77].

Ejemplo 3.2.6. Consideramos D un anillo unitario de división y V cualquier D–espacio
vectorial por la izquierda con base {vγ}γ∈Γ. El anillo de endomorfismos End(DV ) es pues
isomorfo al anillo de Γ×Γ–matrices de columnas-finitas sobre D, denotado por CFMΓ(D);
es decir las matrices cuadradas indexadas por el conjunto Γ× Γ cuyas columnas tienen un
número finito de entrada no nulas. Se sabe que

Soc(CFMΓ (D)CFMΓ(D)) = Soc(CFMΓ(D)CFMΓ (D))

es un ideal bilátero idempotente, le denotemos por Soc(CFMΓ(D)). Además, Soc(CFMΓ(D))
es puro por la derecha y por la izquierda en CFMΓ(D). Por lo tanto, Soc(CFMΓ(D))
es un CFMΓ(D)–coanillo. De otra parte se sabe que Soc(CFMΓ(D)) es semisimple ho-
mogéneo como CFMΓ(D)–módulo por la derecha y por la izquierda [6, Exercice 10.8];
como es un ideal bilátero idempotente, Soc(CFMΓ(D)) es semisimple homogéneo como
Soc(CFMΓ(D))–comódulo por la derecha y por la izquierda. Lugo Soc(CFMΓ(D)) es un
CFMΓ(D)–coanillo simple cosemisimple.
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El siguiente es nuestro teorema de estructura para los coanillos simples cosemisimples.

Teorema 3.2.7. Un A–coanillo C es simple cosemisimple si y sólo si existe un A–módu-
lo por la derecha finitamente generado y proyectivo Σ y un sub-anillo de división D ⊆
End(ΣA) tal que C ∼= Σ∗ ⊗D Σ como A–coanillos. Además, si Ξ es otro A–módulo por la
derecha finitamente generado y proyectivo y E ⊆ End(ΞA) es un sub-anillo de división,
entonces C ∼= Ξ∗ ⊗E Ξ como A–coanillo si y sólo si existe un isomorfismo de A–módulos
por la derecha g : Σ→ Ξ tal que gDg−1 = E.

Demostración. Como consecuencia de la Proposición 3.2.1, unA–coanillo simple cosemisim-
ple, salvo isomorfismos, es un A–coanillo de comatrices Σ∗ ⊗D Σ para un cierto ΣA fini-
tamente generado y proyectivo y D ⊆ End(ΣA) un sub-anillo de división. Ahora, supong-
amos un isomorfismo de A–coanillos f : Σ∗ ⊗D Σ → Ξ∗ ⊗E Ξ como ha sido citado, y sea
(−)f :MΣ∗⊗DΣ →MΞ∗⊗EΞ el funtor de inducción asociado, véase la definición en la sec-
ción 1.5 ([52, 5.2]), que supuestamente es un isomorfismo de categoŕıas. Por la Proposición
3.2.1, Σ es un Σ∗ ⊗D Σ–comódulo simple por la derecha, lo que implica que Σf es un
Ξ∗⊗E Ξ–comódulo simple por la derecha también. Como Ξ es, salvo isomorfismos, el único
comódulo simple sobre Ξ∗ ⊗E Ξ, existe pues un isomorfismo de comódulos g : Σf → Ξ
que, al nivel de A–módulos por la derecha, da un isomorfismo g : ΣA → ΞA. Clara-
mente, End((Σf )Ξ∗⊗EΞ) = End(ΣΣ∗⊗DΣ). Según el Teorema 2.3.10, D = End(ΣΣ∗⊗DΣ) y
E = End(ΞΞ∗⊗EΞ). Luego, si d ∈ D, entonces gdg−1 es un endomorfismo de comódulo Ξ,
es decir, gdg−1 ∈ E. Se tiene pues que gDg−1 ⊆ E. La otra inclusión se obtiene también
fácilmente. Rećıprocamente, supongamos que g : Σ→ Ξ es un isomorfismo de A–módulos
por la derecha tal que gDg−1 = E, considere la siguiente aplicación A–bilineal

ψ : Σ∗ × Σ→ Ξ∗ ⊗E Ξ, ((ϕ, u) 7→ ϕg−1 ⊗E g(u)).

Sea d ∈ D y e = gdg−1 ∈ E, luego ψ(ϕd, u) = (ϕdg−1) ⊗E g(u) = ϕg−1e ⊗E g(u) =
ϕg−1 ⊗E eg(u) = ϕg−1 ⊗E g(du) = ψ(ϕ, du). Entonces ψ se extiende a una aplicación
A–bilineal ψ : Σ∗⊗D Σ→ Ξ∗⊗E Ξ. Considerando cualquier base dual finita por la derecha
{u∗i , ui} de ΣA, es fácil de comprobar que {u∗i ◦ g−1, g(ui)} es una base dual por la derecha
de ΞA. Además, ψ(u∗i ⊗D uj) = (u∗i ◦ g−1) ⊗E g(uj), para cualquier i, j, luego ψ es un
isomorfismo de A–bimódulos. Un cálculo directo, usando esta base, demuestra que ψ es un
morfismo de A–coanillos.

Recuerde del Teorema 3.1.7 que cualquier A–coanillo C es cosemisimple si y sólo si se
descompone de manera única como suma directa C = ⊕λ∈ΛCλ, donde cada uno de los Cλ
es un A–coanillo simple cosemisimple.

Teorema 3.2.8 (Estructura de coanillos cosemisimples). Sea C un A–coanillo. Las sigu-
ientes afirmaciones son equivalentes

(i) C es un A–coanillo cosemisimple;

(ii) Existe una familia Λ de A–módulos por la derecha finitamente generados y proyec-
tivos, y sub-anillos de división DΣ ⊆ End(ΣA), para cualquier Σ ∈ Λ, tales que
C ∼= ⊕Σ∈Λ (Σ∗ ⊗DΣ

Σ) como A–coanillos.
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Además, si C satisface una de estas condiciones equivalentes, entonces la familia Λ es el
conjunto de representantes de todos C–comódulos simples por la derecha, y la descomposi-
ción es única en el siguiente sentido: dada cualquier otra familia Λ′ que satisface (ii);
entonces existe una biyección φ : Λ → Λ′ y isomorfismo de A–módulos por la derecha
gΣ : ΣA → φ(ΣA) para cada Σ ∈ Λ tal que Dφ(Σ) = gΣ(DΣ)g−1

Σ .

Demostración. La equivalencia (i) ⇔ (ii) viene del Teorema 3.1.7 y el Teorema 3.2.7.
Vamos a comprobar la unicidad de la citada descomposición. Sean Λ, Λ′ como en (ii) con
los isomorfismos de A–coanillos asociados

can :
⊕
Σ∈Λ

(Σ∗ ⊗DΣ
Σ) −→ C, can′ :

⊕
Σ′∈Λ′

(
Σ′∗ ⊗DΣ′

Σ′
)
−→ C.

Por lo tanto, C = ⊕Σ∈ΛCΣ = ⊕Σ′∈Λ′CΣ′ , donde CΣ = can(Σ∗⊗DΣ
Σ), CΣ′ = can(Σ′∗⊗DΣ′

Σ′)
son A–coanillos simples cosemisimples para cualquier Σ ∈ Λ y Σ′ ∈ Λ′. La unicidad de la
descomposición en el Teorema 3.1.7, implica ahora que existe una biyección φ : Λ → Λ′

tal que CΣ = Cφ(Σ) para cualquier Σ ∈ Λ. Es decir, Σ∗ ⊗DΣ
Σ ∼= φ(Σ)∗ ⊗Dφ(Σ)

φ(Σ), como
A–coanillos, para cualquier Σ ∈ Λ. Esto implica, en vista del Teorema 3.2.7, que existe un
isomorfismo A–lineal gΣ : Σ→ φ(Σ) tal que Dφ(Σ) = gΣ(DΣ)g−1

Σ .

Corolario 3.2.9. Supongamos que K es un cuerpo. Sea C un K–coálgebra, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) C es una K–coálgebra simple cosemisimple;

(ii) Existe un K–espacio vectorial finito-dimensional Σ y una K–sub-álgebra de división
D de álgebra de endomorfismos EndK(Σ) tal que C ∼= Σ∗⊗D Σ es un isomorfismo de
K–coálgebras.

En particular cualquier K–coálgebra simple cosemisimple es el dual de una K–álgebra simple
finito-dimensional.

Demostración. La equivalencia (i) ⇔ (ii) es una consecuencia directa del Teorema 3.2.7.
Sea C una K–coálgebra simple cosemisimple y S el único, salvo isomorfismos, C–comódulo
simple por la derecha y D = End(SC) la K–álgebra de división de endomorfismos de SC .
Está claro que D es una K–álgebra finito-dimensional y luego S es un D–espacio vectorial
por la izquierda finito-dimensional. El isomorfismo canónico C ∼= S∗ ⊗D S, implica que
C∗ ∼= End(DS) es una K–álgebra simple finito-dimensional.
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Caṕıtulo 4

Dualidad de Morita para Coanillos
sobre anillos QF.

Introducción

Está claro que las caracteŕısticas y las propiedades de una categoŕıa de comódulos
sobre una coálgebra sobre un cuerpo, no se conservan para el caso de una categoŕıa de
comódulos sobre un coanillo con cualquier anillo de escalares. Si consideramos coanillos
sobre anillos Quasi-Frobenius (unitarios), entonces las categoŕıas de comódulos recuperan
algunas propiedades básicas de la categoŕıa de comódulos sobre coálgebras. En este caṕıtulo
intentaremos extender los resultados de J. Gómez-Torrecillas y C. Nǎstǎsescu que tratan
la dualidad de Morita entre las categoŕıas de comódulos sobre coálgebras y su v́ınculo con
las coálgebras semiperfectas [54, 55], al caso de coanillos sobre anillos Quasi-Frobenius. En
comparación con el caso de coálgebras sobre un anillo conmutativo Quasi-Frobenius esta
extensión no se realiza de manera trivial. Uno de los mayores obstáculos es la extensión
del funtor dual por la derecha (resp. por la izquierda) desde la sub-categoŕıa plena de
módulos por la derecha (resp. por la izquierda) finitamente generados a la categoŕıa de
comódulos por la izquierda (resp. por la derecha). En nuestros métodos algunas ideas
vienen de [71, 54, 55, 14] y [84] y también del importante papel que juegan las sub-
categoŕıas linealmente compactas en la dualidad de Colby-Fuller como ha sido demostrado
por Gómez Pardo y Guil en [49, 50, 57]. A diferencia de [55], aqúı trataremos la dualidad
de Colby-Fuller para dos coanillos sobre distintos anillos de base.

Durante todo este caṕıtulo, fijamos A una K–álgebra con 1. Todos los A–módulos son
unitarios.

4.1. El funtor dual.

Antes de comentar nuestro objetivo de esta sección, es conveniente recordar algunas
notaciones. Por hipótesis todos los módulos son unitarios. A cualquier A–módulo por la
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Caṕıtulo.4. DUALIDAD DE MORITA PARA COANILLOS SOBRE QF. 144

derecha M , nos referimos a M∗ = HomA(M,AA) como su A–módulo dual por la izquierda,
donde la A–acción por la izquierda, viene dada, como usual, por (af)(m) = af(m), para
cualquier a ∈ A,m ∈ M, f ∈ M∗. Este conlleva al conocido funtor contravariante (−)∗ :
MA → AM que actúa sobre un morfismo f : M → N en MA por f ∗(α) = α ◦ f , para
cualquier α ∈M∗. Por supuesto que existe un funtor contravariante análogo ∗(−) : AM→
MA. Nuestro primer objetivo es extender este funtor dual a los comódulos; para ello se
necesitan algunas notaciones sobre los pares racionales canónicos, véase la sección 1.3, la
parte de módulos racionales en el caṕıtulo 1.

Si C es un A–coanillo tal que AC (resp. CA) es un módulo localmente proyectivo, véase
el Ejemplo 1.3.7, denotaremos como usual por RaclC(C) (resp. RacrC(C)) el funtor racional
asociado al par racional canónico por la derecha (resp. por la izquierda). Trabajaremos con
un anillo de base A que es una K–álgebra, entonces el diagrama de la ecuación (1.16), se
convierta en el siguiente diagrama (no-conmutativo) que resume la situación de la Proposi-
ción 1.2.18 y de la observación 1.2.19, donde la flechas de puntos tienen sentido bajo la
condición localmente proyectivo (véase el Ejemplo 1.3.7(b)) en el lado adecuado:

AM

−⊗AoC∗
xxrrrrrrrrrrrr

C⊗A−

��

MC

UA

��

(−)∗ //

ωl

&&LLLLLLLLLLLLL MC∗

RacrC

&&

Ur
88rrrrrrrrrrrr

∗CM
RaclC

ff

U lxxrrrrrrrrrrrr
CM

AU

OO

ωr

ffLLLLLLLLLLLLL

∗(−)
oo

MA

−⊗AC

OO

∗C⊗Ao−
88rrrrrrrrrrrr

Las flechas de doble sentido representan adjunciones canónica: − ⊗A C es adjunto por la
izquierda de UA, véase el apartado 1.2.8, la adjunción entre ∗C ⊗Ao − y U l es asociada a
la extensión de anillos unitarios Ao → ∗C, y el funtor fiel ωl : MC ∼= RaclC(∗CM) → ∗CM
es, como usual, adjunto por la izquierda del preradical RaclC : ∗CM→ ∗CM. Usando esta
adjunciones uno puede comprobar fácilmente lo siguiente.

Lema 4.1.1. Supongamos que AC sea localmente proyectivo, y considere M un C–comódulo
por la derecha. Entonces

a) MC es finitamente generado (en MC) si y sólo si MA es finitamente generado si y
sólo si ∗CM es finitamente generado.

b) Si MC es finitamente presentado (en MC), entonces MA es finitamente presentado.

Demostración. Para la demostración de (a), se utiliza que un objeto X en un categoŕıa de
Grothendieck A es finitamente generado si y sólo si HomA(X,−) preserva uniones directas.
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Si, además, A es localmente finitamente generada, entonces X es finitamente presentado
si y sólo si HomA(X,−) preserva ĺımites directos [92, Chapter V, Prop. 3.4]. Como los
∗C–módulos ćıclicos racionales por la izquierda, forman un conjunto de generadores de la
categoŕıa MC, es fácil deducir (b).

Hay una transformación natural Φ : idMA
→ ∗(−) ◦ (−)∗ definida, para cualquier A–

módulo por la derecha M , por la evaluación

ΦM : M → ∗(M∗), m 7→ [x 7→ x(m)]

Análogamente, hay una transformación natural Φ′ : id
AM → (−)∗ ◦ ∗(−) para A–módulos

por la izquierda. Supongamos que AC y CA son localmente proyectivos. Para cualquier
C–comódulo por la derecha M , sea j : RacrC(M∗) → M∗ la inclusión y define σM : M →
∗(RacrC(M∗)) como ∗j ◦ ΦM . Se define, de manera similar, σ′N : N → (RaclC(∗N))∗, para
cualquier C–comódulo por la izquierda N .

Proposición 4.1.2. Sea C un A–coanillo tal que AC y CA son módulos localmente proyec-
tivos. Sea M (resp. N) un C–comódulo por la derecha (resp. por la izquierda).

a) Si MA (resp. AN) es finitamente presentado, entonces el dual M∗ (resp. ∗N) es un
C–comódulo por la izquierda (resp. por la derecha) y ΦM es ∗C–lineal por la izquierda
(resp. Φ′N es C∗–lineal por la derecha).

b) Supongamos que A es noetheriano por la derecha y por la izquierda, entonces σM es
∗C–lineal por la izquierda y σ′N es C∗–lineal por la derecha.

c) Supongamos que A es auto-inyectivo por la izquierda y por la derecha, entonces ΦM

(resp. Φ′N) es un ∗C–isomorfismo (resp. un C∗–isomorfismo) natural, para cualquier MC

(resp. CN) tal que MA (resp. AN) es finitamente presentado.

d) Si A es noetheriano por la izquierda y por la derecha, entonces se tiene un par de
funtores

(−)∗ :MC
f �

C
fM : ∗(−),

dondeMC
f (resp. C

fM) denotan la categoŕıa de todos los C–comódulos por la derecha (re-
sp. por la izquierda) finitamente generados. Además, se tiene trasformaciones naturales
Φ : idMC

f
→ ∗(−) ◦ (−)∗ y Φ′ : idC

fM
→ (−)∗ ◦ ∗(−).

Demostración. (a) Si MA es finitamente presentado, como CA es plano, entonces se tiene
el isomorfismo natural

ηM : C⊗A HomA(MA, A) // HomA(MA,C)

c⊗A x � // [m 7→ cx(m)].

Fije x ∈ M∗, y considere un σ ∈ C∗ arbitrario, entonces (x ⊗A C) ◦ ρM ∈ HomA(MA,C).
Por lo tanto, existe un conjunto finito {(ci, xi)} de C×M∗ tal que ηM(

∑
i ci ⊗A xi)(m) =
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(x⊗A C) ◦ ρM(m) =
∑

i cixi(m), para cualquier m ∈M . Luego, x.σ = σ ◦ (x⊗A C) ◦ ρM =∑
i σ◦(ci⊗Axi), aśı x.σ(m) =

∑
i σ(ci)xi(m), para todo m ∈M ; es decir x.σ =

∑
i σ(ci).xi.

Lo que implica que {(ci, xi)} es un conjunto de parámetros racionales por x. Según el
Teorema 1.3.19, M∗ ∈ RacrC(MC∗) ∼= CM. Ahora, sea m ∈ M , δ ∈ ∗C, y x ∈ M∗ con el
conjunto de parámetros racionales {(ci, xi)}. Según la Proposición 1.2.18(b)

(δΦM(m))(x) =
∑
i

δ(ciΦM(m)(xi)) (λM∗(x) =
∑
i

ci ⊗A xi)

=
∑
i

δ(cixi(m))

= δ ◦ (x⊗A C) ◦ ρM(m) ((x⊗A C) ◦ ρM(m) =
∑
i

cixi(m))

= x ◦ (M ⊗A δ) ◦ ρM(m) (δ es A− lineal por la izquierda)

= x(δm)

= ΦM(δm)(x),

lo que implica que ΦM es ∗C–lineal. La C∗–linealidad por la derecha de Φ′N se obtiene de
la misma manera.
(b) Por hipótesis, cada elemento m ∈ M es contenido en un C–subcomódulo L de M tal
que LA es finitamente presentado. Según el apartado (a), ΦL : L → ∗(L∗) es un morfismo
∗C–lineal por la izquierda. Se tiene pues la ∗C–linealidad por la izquierda de σM , usando el
siguiente diagrama conmutativo

L
ΦL //

i

��

∗(L∗)

∗RacrC(i∗)

��
M

σM // ∗(RacrC(M∗)),

donde i es la inclusión. De manera similar demostraremos que σ′N es C∗–lineal por la
derecha.
(c) Es consecuencia de (a) y (b) en conjugación con [92, p. 47].
(d) Sea M ∈MC

f entonces, según el Lema 4.1.1, MA es finitamente generado y, como A es
noetheriano, MA es finitamente presentado. Según (b), M∗ un C–comódulo por la izquierda
que es finitamente presentado como A–módulo por la izquierda, porque A es noetheriano.
Por lo tanto, M∗ ∈ C

fM, y hemos definido, con la ayuda de la Proposición 1.2.18, el funtor

(−)∗ :MC
f → C

fM. El funtor ∗(−) se obtiene de manera similar.

Observación 4.1.3. Recuerde de la Observación 1.2.20(2), que si MC es un comódu-
lo tal que MA es finitamente presentado y CA es plano, entonces la composición M∗ ∼=
HomC(M,C) ⊆ HomA(M,C) ∼= C ⊗A M∗ induce una estructura de C–comódulo por la
izquierda sobre M∗ como en el caso de coálgebras [35], [14]. Esta estructura coincide con
la que viene dada en la Proposición 4.1.2.(b).
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4.2. Coanillos sobre anillos Quasi-Frobenius.

En esta sección analizaremos el comportamiento de los coanillos y sus comódulos con-
siderando un anillo de base Quasi-Frobenius. Ofreceremos las propiedades básicas; las que
utilizaremos más en adelante.

Vamos a adoptar las siguientes notaciones. Designaremos por Af la subcategoŕıa ple-
na de una categoŕıa de Grothendieck A cuyos objetos son los finitamente generados. Si
F : A → B es un funtor entre dos categoŕıas de Grothendieck, entonces la notación
Ff : Af → Bf se refiere al funtor restricción, siempre y cuando F preserva objetos finita-
mente generados. Algunas variaciones en esta notación (como Af , fA, fA) serán requerida
por razones estéticas. Aśı, la categoŕıa de todos los módulos por la derecha finitamente gen-
erados sobre A es Mf

A, mientras la categoŕıa de A–módulos por la izquierda finitamente
generados es f

AM. Recuerde que un anillo A es Quasi-Frobenius (o QF, por simplificar) si
el funtor (−)∗ :Mf

A �
f
AM : ∗(−) establece una equivalencia de categoŕıas contravariante.

Los anillos Quasi-Frobenius han sido caracterizados de varias maneras, por ejemplo, son
aquellos anillos artinianos auto-inyectivos. En particular, cualquier módulo plano sobre un
anillo QF es un módulo proyectivo. Consideramos M un comódulo sobre un coanillo, es-
cribimos E(M) para denotar su cobertura inyectiva y Soc(M) para su zócalo. Notemos que
E(M) existe siempre y cuando la categoŕıa de comódulos es una categoŕıa de Grothendieck.

Recuerde de [46, page 356] que una categoŕıa de Grothendieck A se dice que es lo-
calmente finita si A tiene un conjunto de generadores constituido de objetos de longitud
finita.

Proposición 4.2.1. Sea A un anillo QF, y C un A–coanillo tal que AC es un módulo
proyectivo. Entonces

a) CC es un comódulo inyectivo y cualquier C–comódulo por la derecha se inyecta en un
coproducto copias de CC.

b) MC es una categoŕıa localmente finita, en particular CC = ⊕ω∈ΩE(Sω)(nω), donde
{Sω}ω∈Ω es el conjunto de todos los representantes de C–comódulos simples por la
derecha, y los nω son números cardinales.

Demostración. (a) El anillo de base A es auto-inyectivo por la derecha y todos los módulos
por la derecha se inyectan en módulos libres (según la caracterización de Faith-Walker de
anillos QF). Estas propiedades traspasan a C porque el funtor exacto −⊗A C :MA →MC

preserva sumas directas y tiene un adjunto exacto por la izquierda.
(b) Es consecuencia de (a) y del Lema 4.1.1.

La siguiente consecuencia de la Proposición 4.1.2 es crucial para el desarrollo de la
teoŕıa.

Teorema 4.2.2. Sea C un coanillo sobre un anillo QF A tal que AC y CA son módulos
proyectivos. Se tiene pues una equivalencia de categoŕıas contravariante

(−)∗ :MC
f �

C
fM : ∗(−)
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La siguiente proposición ilustra el uso del Teorema 4.2.2 en conjugación con la propiedad
de la categoŕıa de comódulos localmente finita dada en la Proposición 4.2.1.

Proposición 4.2.3. Sea C un coanillo sobre un anillo QF A tal que AC y CA son módulos
proyectivos. Considere M ∈MC

f un comódulo finitamente generado. Entonces

a) Si MC es un comódulo inyectivo, entonces M∗
C∗ es un módulo proyectivo.

b) MC es proyectivo si y sólo si CM
∗ es inyectivo.

c) MC es inyectivo si y sólo si CM
∗ es proyectivo.

d) MC es un comódulo proyectivo si y sólo si ∗CM es un módulo proyectivo.

Demostración. (a) Utilizaremos el argumento de la demostración de [35, Proposition 4]. Si
M es un C–comódulo inyectivo por la derecha entonces, según la Proposición 4.2.1, existe
un monomorfismo de comódulos por la derecha que escinde M ↪→ C(n), para un cierto
indice finito n. Aplicando el funtor (−)∗ : MC → MC∗ dado en la Proposición 1.2.18, se
obtiene un epimorfismo de C∗–módulos por la derecha que escinde también C∗(n) � M∗,
lo que implica que M∗ es un C∗–módulo proyectivo.
(b) Si MC es un comódulo proyectivo, entonces, según el Teorema 4.2.2, M∗ es L–inyectivo
para cualquier C–comódulo por la izquierda finitamente generado L. Luego, según [6,
Proposition 16.13.(2)], M∗ es (⊕Li)–inyectivo para cualquier familia {Li}i de C–comódulos
por la izquierda finitamente generados. Por lo tanto, según [6, 16.13.(1)] y la Proposición
4.2.1.(b), M∗ es un C–comódulo inyectivo por la izquierda. Rećıprocamente, supongamos
que M∗ es un comódulo inyectivo. Según la versión para un comódulo por la izquierda del
apartado (a), se tiene que M ∼= ∗(M∗) es un ∗C–módulo proyectivo por la izquierda, y,
según el isomorfismo de categoŕıas RaclC(∗CM) ∼=MC, M es ahora un C–comódulo proyec-
tivo por la derecha.
(c) Ponte N = CM

∗, y aplica la versión para comódulos por la izquierda de la parte (b) para
obtener que CN es proyectivo si y sólo si ∗NC es inyectivo. Finalmente, aplica la dualidad
citada en el Teorema 4.2.2.
(d) La demostración de (b) funciona aqúı para comprobar que si MC es proyectivo entonces
∗CM es proyectivo.

4.3. Coanillos semiperfectos sobre anillos QF.

Introducimos la noción de un coanillo semiperfecto (por la derecha), desde el punto
de vista de categoŕıas de Grothendieck, nos inspiramos de la definición de [59, 60, 61].
Especialmente, consideraremos coanillos semiperfectos como generalización de coálgebras
semiperfectas sobre un cuerpo. La mayoŕıa de los resultados de coálgebras semiperfectas
pueden ser extendidos al caso de coanillos, siempre y cuando, el anillo de escalares sea QF.
Siendo aśı, hay que notar que las demostraciones de coálgebras sobre cuerpos se traspasan
directamente al caso de coálgebras sobre un anillo conmutativo QF, pero quisiéramos hacer
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notar que no es el caso de coanillos sobre anillos QF. Al menos, el acercamiento ofrecido
en [14, Chapter 1] y [84] para las coálgebras sobre anillos conmutativo QF, nos ayudará a
rebasar algunas dificultades técnicas en esta sección. En el proximo caṕıtulo, regresaremos
con más detalles a los coanillos semiperfectos sobre cualquier anillo. Finalmente, notemos
que algunos resultados de esta sección han sido comprobados también en [26].

Un coanillo se dice que es semiperfecto por la derecha si su categoŕıa de comódulos es
una categoŕıa de Grothendieck, y cada comódulo por la derecha finitamente generado posee
una cobertura proyectiva. La clase de coanillos trivialmente semiperfecta por la derecha
y por la izquierda es la clase de coanillos cosemisimples, desarrollados en el caṕıtulo 4 y
originalmente en [42], [41], [53].

Una cobertura proyectiva de un objeto X en una categoŕıa Grothendieck A es un epi-
morfismo p : P → X en A tal que P es un objeto proyectivo y Ker(p) es un sub-objeto
superfluo (”superfluous or small”) de P (véase, e.g. [92, Chapter V, page 120]).

Proposición 4.3.1. Sea C un coanillo sobre un anillo QF A tales que AC y CA son módulos
proyectivos. Un C–comódulo por la derecha finitamente generado M tiene una cobertura
proyectiva en MC si y sólo si AE(CM

∗) es finitamente generado.

Demostración. Supongamos que P �M es una cobertura proyectiva de M enMC. Según
la Proposición 4.2.3.(d), P � M es una cobertura proyectiva de M en ∗CM, ya que el
ret́ıculo de los sub-objetos de ∗CP y de PC son iguales. Entonces P es un ∗C–módulo por
la izquierda finitamente generado y, según el Lema 4.1.1, es finitamente generado como
A–módulo por la derecha. Según el Teorema 4.2.2 y la Proposición 4.2.3.(b), se tiene
que la aplicación dual M∗ ↪→ P ∗ da la cobertura inyectiva de M∗ en CM. Luego, se
puede escribir E(M∗) = P ∗, que es finitamente generado como A–módulo por la izquierda.
Rećıprocamente, si AE(M∗) es finitamente generado, entonces, según el Teorema 4.2.2 y
la Proposición 4.2.3.(d), la aplicación dual ∗(E(M∗)) � ∗(M∗) ∼= M es un cobertura
proyectiva.

El siguiente teorema ha sido primero demostrado para coálgebras por Lin en [71].

Teorema 4.3.2. Sea C un coanillo sobre un anillo QF A tales que AC y CA son módulos
proyectivos. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(i) Cualquier C–comódulo simple por la derecha tiene cobertura proyectiva;

(ii) cualquier C–comódulo por la derecha finitamente generado tiene cobertura proyectiva
(i.e. C es un coanillo semiperfecto por la derecha);

(iii) AE(N) es finitamente generado para cualquier C–comódulo por la izquierda finita-
mente generado N ;

(iv) AE(S) es finitamente generado para cualquier C–comódulo simple por la izquierda S.
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Demostración. (i)⇒ (iv) Sea S un C–comódulo simple por la izquierda. Según el Teorema
4.2.2 sabemos que ∗S es un C–comódulo simple por la derecha. Las hipótesis, nos indican
que ∗S tiene una cobertura proyectiva lo que implica, según la Proposición 4.3.1, que

AE((∗S)∗) es finitamente generado. Luego, AE(S) es finitamente generado, porque S ∼=
(∗S)∗.
(iv) ⇒ (iii) Según la Proposición 4.2.1, E(N) = E(Soc(N)) y, como N es finitamente
generado, Soc(N) = S1 ⊕ · · · ⊕ Sr, por unos ciertos comódulos simples por la izquierda
S1, . . . , Sr. Por lo tanto, E(N) = E(S1) ⊕ · · · ⊕ E(Sr) y, en particular, es finitamente
generado como A–módulo por la izquierda.
(iii)⇒ (ii) Si M es C–comódulo por la derecha, entonces M∗ es un C–comódulo finitamente
generado por la izquierda que, por hipótesis, tiene una cobertura inyectiva finitamente
generada como A–módulo. Según la Proposición 4.3.1, M posee un cobertura proyectiva.
(ii)⇒ (i) Esta implicación es obvia.

En el siguiente paso vamos a caracterizar los coanillos semiperfectos (sobre un anillo
QF) en términos de densidad. La noción de densidad la que vamos a utilizar es análoga
a la usual considerada en coálgebras sobre cuerpos. Sea M un A–módulo por la derecha
sobre un anillo QF A, y considere el par

〈−,−〉 : M ×M∗ → A (〈m,ϕ〉 = ϕ(m)).

Para cualquier A–submódulo por la derecha U de M , define U⊥ = {ϕ ∈M∗ : 〈U,ϕ〉 = 0},
que es un A–submódulo por la izquierda de M∗. En efecto, la aplicación (M/U)∗ → U⊥

que env́ıa α ∈ (M/U)∗ a α ◦ π, donde π : M → M/U es la proyección canónica, es un
isomorfismo de A–módulos por la izquierda. Una definición análoga de V ⊥ existe para los
A–submódulos por la izquierda V de M∗. Tal submódulo V de M∗ se dice que es denso si
V ⊥ = 0. El efecto de que AA sea inyectivo cogenerador en MA garantiza que V es denso
en M∗ si y sólo si V ⊥⊥ = M∗.

La versión para coálgebras del siguiente Lema 4.3.3 es [71, Lemma 7]. La primera
aserción de la Proposición 4.3.4 ha sido comprobada para coálgebras en [101, 6.1], mientras
la segunda aparece en [84, Lemma 1.8].

Lema 4.3.3. Sea C un A–coanillo sobre un anillo QF tal que CA es un módulo proyectivo.
Sea f : M ↪→ N un monomorfismo de C–comódulos por la derecha. Si RacrC(N∗) es denso
en N∗, entonces RacrC(M∗) es denso en M∗.

Demostración. Esto es una consecuencia del efecto de que f ∗(RacrC(N∗)) ⊆ RacrC(M∗).

Proposición 4.3.4. Sea C un coanillo sobre un anillo QF A tales que AC y CA son módulos
proyectivos. Entonces

(a) Soc(CC) = Soc(∗CC) es esencial en CC, y el radical de Jacobson de C∗ es

Jac(C∗) = (Soc(∗CC))⊥
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(b) Si S es un comódulo simple por la derecha, entonces E(S)∗ es un C∗–módulo ćıclico
local por la derecha con S⊥ el único C∗–submódulo maximal por la derecha.

Demostración. (a) El zócalo Soc(CC) = Soc(∗CC) es esencial en CC viene de la Proposición
4.2.1. Según la Proposición 4.2.1.(a), ∗CC es inyectivo enMC. Esto implica que el radical de
Jacobson de End(CC) consiste en los morfismos f : C→ C con un núcleo esencial, que, en
el presente caso, es equivalente a f(Soc(CC)) = 0. El isomorfismo de anillos C∗ ∼= End(CC)o

nos da la descripción deseada de Jac(C∗).
(b) Considere SC un comódulo simple, entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo
con filas exactas

S
� � //
� _

��

E(S) // //
� _

��

E(S)/S� _

��
Soc(∗CC) � � // C // // C/Soc(∗CC)

.

Dualizando se tiene

(Soc(∗CC))⊥ ∼= (C/Soc(∗CC))∗ � � //

����

C∗ // //

����

Soc(∗CC)∗

����
S⊥ ∼= (E(S)/S)∗ � � // E(S)∗ // // S∗,

un diagrama conmutativo en MC∗ . Claramente, E(S)∗ es ćıclico, y la exactitud del dia-
grama atrae fácilmente S⊥ = E(S)∗Jac(C∗). Por lo tanto, S⊥ es superfluo en E(S)∗, de
alĺı S⊥ ⊆ Jac(E(S)∗) (el radical de E(S)∗C∗). Según el Teorema 4.2.2, S∗ es simple lo que
implica, en vista de la segunda fila exacta de nuestro diagrama, que S⊥ es un C∗–submódulo
maximal por la derecha de E(S)∗, de alĺı Jac(E(S)∗) = S⊥.

Estamos preparados para demostrar el resultado principal de esta sección. Tal resultado
generaliza, en conjugación con el Teorema 4.4.2 de la siguiente sección, el resultado de Lin
[71, Theorem 10].

Teorema 4.3.5. Sea C un coanillo sobre un anillo QF A tal que AC y CA son módulos
proyectivos. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(i) El coanillo C es semiperfecto por la derecha;

(ii) RaclC(∗C
∗C) es denso en ∗C;

(iii) RaclC(∗E(S)) es denso en ∗E(S) para cada C–comódulo simple por la izquierda S.

Demostración. (i)⇒ (iii) Si S es un C–comódulo simple por la izquierda, entonces, según
el Teorema 4.3.2, E(S) es un A–módulo finitamente generado por la izquierda. Según la
Proposición 4.1.2, ∗E(S) es un C–comódulo por la derecha. Luego, RaclC(∗E(S)) = ∗E(S)
y obviamente RaclC(∗E(S)) es denso en ∗E(S).
(iii)⇒ (ii) Según la Proposición 4.2.1, CC =

⊕
i∈I E(Si) para un conjunto adecuado Si de
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C–comódulos simples por la izquierda. Claramente,
⊕

i∈I
∗E(Si) es denso en

∏
i∈I
∗E(Si) =

∗C. Por lo tanto
⊕

i∈I RaclC(∗E(Si)) es denso en ∗C, y aśı es RaclC(∗C
∗C).

(ii) ⇒ (iii) Es consecuencia del Lema 4.3.3 (la versión simétrica de), dado que cualquier
comódulo por la izquierda de forma E(S) para un simple S se injecta en C.
(iii) ⇒ (i) Sea S un C–comódulo por la izquierda, y considere su cobertura inyectiva
E(S) ∈ CM. Según la versión para comódulos por la izquierda de la Proposición 4.3.4.(b),
∗E(S) es un ∗C–módulo ćıclico local por la izquierda con un submódulo maximal S⊥.
Como RaclC(∗E(S)) es denso en ∗E(S), se tiene que S⊥  S⊥ + RaclC(∗E(S)); luego S⊥ +
RaclC(∗E(S)) = ∗E(S), dado que S⊥ es maximal. Finalmente, S⊥ es superfluo en ∗E(S),
de alĺı RaclC(∗E(S)) = ∗E(S). Por lo tanto, ∗E(S) es ∗C–módulo racional y finitamente
generado. Según el Teorema 4.2.2, E(S) ∼= (∗E(S))∗ es finitamente generado.

4.4. Dualidad para coanillos semiperfectos sobre anil-

los QF.

Esta sección contiene la extensión de la teoŕıa de dualidad desarrollada en [54, 55] para
coálgebras semiperfectas sobre cuerpos al caso de coanillos semiperfectos con anillos de
base QF. Es decir, que vamos a trabajar, en esta sección, con coanillos sobre anillos QF.

La dualidad es una equivalencia contravariante entre dos categoŕıas. El Teorema 4.2.2
indica que el funtor dual por la derecha (−)∗ y el funtor dual por la izquierda ∗(−) establecen
un dualidad entre las categoŕıasMC

f y C
fM. Esta noción de dualidad es bastante restrictiva

incluso desde el punto de vista de teoŕıa de módulos, donde el concepto de la dualidad de
Morita se ha demostrado fundamental. En lo que sigue, vamos a recordar una generalización
de la dualidad de Morita a categoŕıas de Grothendieck realizado por R. R. Colby y K. R.
Fuller [32]. Considere funtores contravariantes entre dos categoŕıas de Grothendieck

H : A� A′ : H ′,

junto con transformaciones naturales τ : idA → H ′ ◦H y τ ′ : idA′ → H ◦H ′, que satisfacen
las condiciones H(τX)◦τ ′H(X) = H(X) y H ′(τ ′X′)◦τH′(X′) = H ′(X ′) para X ∈ A y X ′ ∈ A′.
Esta situación de le llama par adjunto por la derecha. Además, cada par de trasformaciones
naturales τ , τ ′ que satisfacen estas condiciones determinan un isomorfismo natural

ηX,X′ : HomA(X,H ′(X ′)) // HomA′(X
′, H(X))

α � // H(α) ◦ τ ′X′
H ′(β) ◦ τX β�oo

.

Rećıprocamente, dando cualquier isomorfismo natural

ηX,X′ : HomA(X,H ′(X ′))→ HomA′(X
′, H(X)),

entonces τX = η−1
X,H(X)(H(X)) y τ ′X′ = ηH′(X′),X′(H

′(X ′)) satisfacen las condiciones de

antes. Llamaremos a un objeto X de A (resp. X ′ de A′) reflexivo en caso τX (resp. τ ′X′)
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sea un isomorfismo. Si denotamos por A0 y A′0 las sub-categoŕıas plenas de A y de A′ de
todos los objetos reflexivos, entonces H y H ′ forman una dualidad entre ellas. Usando la
terminoloǵıa de [49] diŕıamos que el par adjunto por la derecha de funtores es un dualidad
de Colby-Fuller entre A y A′ si y sólo si los funtores H y H ′ son exactos y A0, A′0
son cerradas bajo sub-objetos, objetos cocientes, y sumas directas finitas (i.e. que son
finitamente cerradas) y contienen un conjunto de generadores de A y A′ (i.e. que son
generadoras).

Ahora, regresaremos a las categoŕıas de comódulos. Sea C un coanillo sobre un anillo
QF A tal que AC y CA son módulos proyectivos. La dualidad ofrecida por el Teorema
4.2.2 es una dualidad de Morita entre MC y CM en el sentido de [9], dado que las sub-
categoŕıas MC

f y C
fM son generadoras. De acuerdo con [50, Theorem 2.1], los funtores

(−)∗ :MC
f �

C
fM : ∗(−) puedan ser extendidos a un par adjunto por la derecha de funtores

contravariantes D : MC � CM : D′ de manera única. Para nuestro propósito vamos a
necesitar la siguiente descripción de esta extensión. Para cualquier M ∈ MC se tiene, por
la Proposición 4.1.2, una aplicación ∗C–lineal por la izquierda σM : M → ∗(RacrC(M∗)).
Como M es racional, deducimos que la imagen de σM está incluida en RaclC(∗(RacrC(M∗))),
entonces se obtiene una transformación natural

σ : idMC → RatlC ◦ ∗(−) ◦ RatrC ◦ (−)∗.

Análogamente, se obtiene una trasformación natural

σ′ : idCM → RatrC ◦ (−)∗ ◦ RatlC ◦ ∗(−).

Los funtores

RatrC ◦ (−)∗ :MC � CM : RatlC ◦ ∗(−) (4.1)

y las transformaciones naturales σ y σ′, antes mencionado, ofrecen el par adjunto por la
derecha extendiendo la dualidad (−)∗ :MC

f �
C
fM : ∗(−).

En [55], los autores caracterizan coálgebras semiperfectas por la derecha por la propiedad
de compacidad lineal de la sub-categoŕıa plena de comódulos por la derecha finito-dimensionales.
Vamos a extender esta caracterización al caso de coanillos sobre anillos QF. Recuerde, de
[48], que un objeto X de categoŕıa de Grothendieck A, se le llama linealmente compacto
cuando para cada sistema inverso de epimorfismos {pi : X � Xi}i∈I en A, el morfismo
inducido lim

←−
pi : X → lim

←−
Xi es también un epimorfismo. Una sub-categoŕıa plena S de

A se dice que es linealmente compacta si para cualquier sistema inverso {Si → Ai} de
epimorfismos, con Si ∈ S, el ĺımite proyectivo lim

←−
Si → lim

←−
Ai es un epimorfismo. Notemos

que si S es linealmente compacta, entonces cada uno de sus objetos es también linealmente
compacto; pero el contrario es falso (véase [49, Example 4]).

Lema 4.4.1. Sea C un coanillo sobre un anillo QF A tal que AC y CA son módulos proyec-
tivos. Supongamos que C es semiperfecto por la derecha, y sea P ∈MC un objeto proyectivo.
Entonces ∗CP es un módulo proyectivo.
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Demostración. Según la propiedad localmente finita para C–comódulos por la derecha,
existe un epimorfismo de comódulos por la derecha

⊕
i∈I
Mi � P

ó, equivalentemente, de ∗C–módulos por la izquierda, donde {Mi| i ∈ I} es una familia de
∗C–módulos por la izquierda finitamente generados. Ahora considere el siguiente epimor-
fismo

⊕
i∈I
Pi � P, (4.2)

donde cada Pi → Mi es una cobertura proyectiva de Mi, y Pi es un C–comódulo por la
derecha finitamente generado. Como PC es proyectivo, (4.2) escinde entonces ⊕i∈IPi =
P ⊕ P ′, para un cierto P ′C. Según la Proposición 4.2.3, cada Pi un ∗C–módulo proyectivo
por la izquierda, luego ∗CP es un módulo proyectivo.

El siguiente resultado extiende la caracterización de coálgebras semiperfectas sobre
cuerpos o sobre un anillo conmutativo QF [71, Theorem 10], [54, Theorem 3.3], [55, Theo-
rem 1.5], [101, 6.3] al caso de coanillos sobre anillos QF. La categoŕıaMC se dice que tiene
suficientes proyectivos si tiene un generador proyectivo.

Teorema 4.4.2. Sea C un coanillo sobre un anillo QF A tales que AC y CA son módulos
proyectivos. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(i) C es un coanillo semiperfecto por la derecha;

(ii) la categoŕıa MC tiene suficientes proyectivos;

(iii) MC
f es un sub-categoŕıa linealmente compacta de MC;

(iv) el funtor RaclC ◦ ∗(−) : CM→ ∗CM es exacto;

(v) σ′M : M → (RaclC(∗M))∗ es un monomorphism para cada C–comódulo por la izquierda
M ;

(vi) RaclC(∗M) es denso en ∗M para cada C–comódulo por la derecha M ;

(vii) el funtor RaclC : ∗CM→ ∗CM es exacto.

Por lo tanto, si C es un coanillo semiperfecto por la derecha, entonces RaclC(∗CM) es una
sub-categoŕıa localizante de ∗CM.

Demostración. (i) ⇒ (ii) Como MC es localmente finita, entonces el coproducto del con-
junto completo de las coberturas proyectivas de los (representantes de) C–comódulos sim-
ples por la derecha es un generador proyectivo.
(ii)⇒ (iii) Sea U un generador proyectivo deMC, y T = End(UC) su anillo de endomorfis-
mos. El funtor fielmente pleno y exacto F = HomC(U,−) :MC →MT tiene un adjunto por
la izquierda G = −⊗T U :MT →MC, sea η : idMT

→ FG su unidad y ν : GF → idMC su
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155 4.4. DUALIDAD PARA COANILLOS SEMIPERFECTOS SOBRE ANILLOS QF.

counidad. Comprobemos primero que F preserva los objetos linealmente compactos. Dando
un comódulo linealmente compacto M y un sistema inverso de epimorfismos {F (M)→ Ni}
enMT , se tiene un sistema inverso de epimorfismos {GF (M)→ G(Ni)} enMC, y un nue-
vo sistema inverso de epimorfismos de módulos {FGF (M) → FG(Ni)}. Por lo tanto, se
tiene el diagrama conmutativo

FGF (M) // FG(Ni)

F (M)

ηF (M)

OO

// Ni,

ηNi

OO

que nos da el diagrama conmutativo

FGF (M) // lim
←−
FG(Ni) ∼= F (lim

←−
G(Ni))

F (M)

ηF (M)

OO

// lim
←−
Ni

OO
. (4.3)

Ahora, νM nos da un isomorfismo GF (M) ∼= M y ηF (M) = F (ν−1
M ) es también un iso-

morfismo. Por lo tanto, la flecha vertical de la izquierda en (4.3) es un isomorfismo y la
flecha de abajo es un epimorfismo (porque GF (M) ∼= M es linealmente compacto y F
es exacto). Se tiene pues que F (M) → lim

←−
Ni es un epimorfismo y entonces F (M) es lin-

ealmente compacto. Sea C la imagen bajo el funtor F de la sub-categoŕıa plena de MT

consistente de módulos linealmente compactos. Según [62, Theorem 7.1] (véase también
[49, Lemma 6]), C es una subcategoŕıa linealmente compacta de MT . Ahora, dado un
sistema inverso de epimorfismos {Mi → Li} con Mi ∈ MC

f se tiene un sistema inverso
de epimorfismos de módulos {F (Mi) → F (Li)}. Según [50, Proposition 3.1] y Teorema
4.2.2, los Mi son linealmente compactos y luego los F (Mi) son objetos de C. Se tiene pues
que F (lim

←−
Mi) ∼= lim

←−
F (Mi) → lim

←−
F (Li) ∼= F (lim

←−
Li) es un epimorfismo. Como F es fiel,

se deduce que lim
←−
Mi → lim

←−
Li es un epimorfismo. Por lo tanto, MC

f es una sub-categoŕıa

linealmente compacta de MC.
(iii) ⇒ (iv) La demostración de [55, Theorem 1.5] realizada para coálgebras funciona en
el contexto de coanillos sobre anillos QF.
(iv) ⇒ (v) Cualquier m ∈ M es contenido en un C–subcomódulo N de M tal que AN es
finitamente presentado. Se tiene pues el siguiente diagrama conmutativo

N
Φ′N //

i

��

(∗N)∗

(RaclC(∗i))∗

��

M
σ′M // (RaclC(∗M))∗,

(4.4)

donde i es la inclusión. La inyectividad de σ′M es fácilmente deducida de este diagrama,
sabiendo que (RaclC(∗i))∗ y Φ′N son monomorfismos.
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(v)⇒ (vi) Es cierto porque Ker(σ′M) = RaclC(∗M)⊥.
(vi)⇒ (i) Se aplica el Teorema 4.3.5.
(i)⇒ (vii) Viene del Lema 4.4.1, sabiendo que ωl : RaclC(∗CM)→ ∗CM es adjunto por la
izquierda de RaclC.
(vii)⇒ (iv) Está clara, dado que ∗(−) es un funtor exacto.

Observación 4.4.3. Ejemplos de coanillos semiperfectos pueden ser construidos como
sigue: Sea VA un módulo finitamente generado y proyectivo y sea T ⊆ End(VA) un sub-
anillo semiperfecto tal que TV es fielmente plano. Considere el A–coanillo de comatrices
finitas V ∗⊗T V . Según el Teorema 2.3.10, la categoŕıa de comódulosMV ∗⊗TV es equivalente
a MT y luego V ∗ ⊗T V es un A–coanillo semiperfecto por la derecha con un conjunto
de representantes de comódulos simples por la derecha finito (aqúı ninguna suposición
esta puesta sobre el anillo de base A). En efecto, si A es un anillo QF, cualquier A–
coanillo C semiperfecto por la derecha y que posee un conjunto finito de representantes de
comódulos simples por la derecha tal que AC es un módulo proyectivo, es un A–coanillo
de comatrices de la forma arriba descrita. Para ver esto, considere un conjunto finito
S1, . . . , Sn de representantes de todos los C–comódulos simples por la derecha. Entonces,
un generador finitamente generado y proyectivo de MC es V = P1 ⊕ · · · ⊕ Pn, donde Pi
es la cobertura proyectiva de Si. Sea T = End(VC), que es un sub-anillo semiperfecto del
anillo de endomorfismos End(VA). Según el Teorema 2.3.2, VA es finitamente generado y
proyectivo, y TV es fielmente plano. Además, existe un isomorfismo canónico de A–coanillos
can : V ∗ ⊗T V ∼= C y la categoŕıa MC es equivalente a MT .

Ahora estamos preparados para dar la caracterización de los coanillos semiperfectos por
la derecha y por la izquierda, en términos de dualidad; resultado que generaliza el obtenido
para coálgebras en [54, Theorem 3.5].

Teorema 4.4.4. Sea A un anillo QF y C un A–coanillo con AC y CA módulos proyectivos.
Entonces C es un coanillo semiperfecto por la izquierda y por la derecha si y sólo si los
funtores RacrC ◦ (−)∗ :MC � CM : RaclC ◦ ∗(−) establecen una dualidad de Colby-Fuller.

Demostración. Supongamos que C es semiperfecto por la izquierda y por la derecha, en-
tonces las sub-categoŕıas MC

f y C
fM son linealmente compactas. Según el Teorema 4.2.2 y

[49, Theorem 3], se tiene un dualidad de Colby-Fuller. Rećıprocamente, aplicando [49, The-
orem 3] se tiene que las sub-categoŕıas de objetos linealmente compactos MC

f y C
fM, son

realmente sub-categoŕıas linealmente compactas, después de aplicar el Teorema 4.4.2.

Vamos ahora a desarrollar la teoŕıa de la dualidad de Morita para coanillos que extiende
la realizada en [55] para el caso de coálgebras. Vamos a trabajar con dos anillo de base A
y B. Vamos a utilizar la misma notación para los duales de módulos sean sobre A o sobre
B. Cual de ellos esta actuando, en cada tiempo, será explicado por el contexto.

Teorema 4.4.5. Sean C y D, respectivamente, un A–coanillo y un B–coanillo, A y B son
dos anillos QF, tales que AC, BD, CA y DB son módulos proyectivos. Supongamos que
existe una dualidad de Colby-Fuller H :MC � DM : H ′. Entonces
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(a) C, D son coanillos semiperfectos por la izquierda y por la derecha.

(b) Existe un dualidad de Colby-Fuller entre CM y MD.

Demostración. (a) Según [55, Lemma 1.4] MC
f y D

fM son, respectivamente, sub-categoŕıa

reflexiva de MC y de DM; luego [49, Lemma 2, Theorem 3] implica que MC
f y D

fM
son sub-categoŕıas linealmente compacta. Por lo tanto, según el Teorema 4.4.2, C es un
coanillo semiperfecto por la derecha y D es un coanillo semiperfecto por la izquierda.
Comprobaremos que D es semiperfecto por la derecha; para ello considere un D-comódulo
simple por la izquierda arbitrario DS. Entonces H ′(S) ∈MC

f es simple, luego H ′(S)∗ ∈ C
fM

es también simple. Como C es semiperfecto por la derecha, AE(H ′(S)∗) es finitamente
generado. Usando la Proposición 4.2.3, ∗E(H ′(S)∗)C es ahora un comódulo finitamente
generado y proyectivo, y ∗E(H ′(S)∗) � ∗(H ′(S)∗) ∼= H ′(S). Si aplicamos el funtor H a
esta última sucesión, se tiene pues que

S ∼= HH ′(S) ↪→ H(∗E(H ′(S)∗)). (4.5)

Según [57, Proposición 3.3.10] o [55, Lemma 1.10], H(∗E(H ′(S)∗)) es un D–comódulo
finitamente generado e inyectivo por la izquierda. Entonces AE(S) es un módulo finitamente
generado, según (4.5). Esto implica que, según el Teorema 4.3.2, que D es semiperfecto por
la derecha. Análogamente, C es demostrado ser un coanillo semiperfecto por la izquierda.
(b) Se tiene del item (a) y del Teorema 4.4.4, que las siguientes son dualidades de Colby-
Fuller

F = RacrC ◦ (−)∗ :MC � CM : RaclC ◦ ∗(−) = F ′,

G = RacrD ◦ (−)∗ :MD � DM : RaclD ◦ ∗(−) = G′.

Entonces, según [55, Lemma 1.4],

L = G′f ◦Hf ◦ F ′f : C
fM�MD

f : L′ = Ff ◦H ′f ◦Gf

es una dualidad, donde (−)f denota el funtor restricción del funtor (−) a la sub-categoŕıa de
comódulos finitamente generados. Como C

fM y MD
f son, respectivamente, sub-categoŕıas

finitamente cerradas y generadoras, linealmente compactas de CM y MD; la aserción (b)
se deduce de [49, Theorem 5].

Sean C y D como en el Teorema 4.4.5. Si L : MC → MD es un equivalencia de
categoŕıas, entonces Lf :MC

f →MD
f es también un equivalencia de categoŕıas. Además, el

asignar L 7→ Lf define una correspondencia biyectiva (salvo isomorfismos naturales) entre
equivalencias MC ∼MD y equivalencias MC

f ∼MD
f , véase [55, Proposition 1.1]. De otra

parte, si C es un coanillo semiperfecto por la derecha y D lo es por la izquierda, entonces
el asignar

H :MC � DM : H ′ 7−→ Hf :MC
f �

D
fM : H ′f

es también una correspondencia biyectiva (salvo isomorfismos naturales) entre dualidades
de Colby-Fuller y dualidades, porque cada dualidad entreMC

f y D
fM se extiende de forma

única a una dualidad de Colby-Fuller, véase [50, Theorem 2.1].
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Teorema 4.4.6. Sean C y D, respectivamente, coanillos sobre anillos Quasi-Frobenius A y
B tales que AC, BD, CA, y DB son módulos proyectivos. Supongamos que C es un coanillo
semiperfecto por la derecha y que D es un coanillo semiperfecto por la izquierda. Existe pues
una correspondencia biyectiva (salvo isomorfismos naturales) entre equivalencias MC ∼
MD y dualidades de Colby-Fuller H :MC � DM : H ′.

Demostración. Sea L :MC →MD una equivalencia de categoŕıas, y sea Lf :MC
f →MD

f

la equivalencia inducida. Entonces (−)∗ ◦ Lf :MC
f → D

fM es una dualidad, que puede ser
extendida de manera única, según [49, Theorem 5] o [50, Theorem 2.1], a una dualidad
de Colby-Fuller entre MC y DM, dado que MC

f y D
fM son sub-categoŕıas linealmente

compactas, según el Teorema 4.4.2. Rećıprocamente, dada una dualidad de Colby-Fuller
H : MC � DM : H ′, entonces ∗(−) ◦Hf : MC

f →MD
f es una equivalencia de categoŕıas

que se extiende de manera única a una equivalencia de categoŕıas entre MC y MD.

En general si C y D son dos coanillos cualesquiera, entonces no sabemos, hasta este
momento, si una equivalencia de categoŕıas MC ∼ MD implica una equivalencia CM ∼
DM. Hasta donde sabemos, esto es un problema que está legos de ser trivial. Nuestro
próximo resultado representa una respuesta positiva a un caso restrictivamente particular.

Teorema 4.4.7. Sean C y D coanillos, respectivamente, sobre anillos Quasi-Frobenius A
y B, tales que AC, BD, CA, y DB son módulos proyectivos. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

(i) hay una dualidad de Colby-Fuller MC � DM;

(ii) hay una equivalencia MC ∼ MD, C es un coanillo semiperfecto por la derecha, y D

es semiperfecto por la izquierda;

(iii) hay una equivalencia CM∼ DM, C es un coanillo semiperfecto por la izquierda y D

es semiperfecto por la derecha;

(iv) hay una dualidad Colby-Fuller CM�MD.

Demostración. Viene fácilmente de los Teoremas 4.4.5 y 4.4.6.

Vamos a terminar este caṕıtulo con la caracterización de una dualidad de Colby-Fuller
entre comódulos por la existencia de un comódulo quasi–finito cogenerador inyectivo; tal
caracterización para coálgebras sobre un solo cuerpo fijo ha sido comprobada en [55, Corol-
lary 1.8]. Para cualquier duda sobre los comódulos quasi-finitos y sus coanillos de coendo-
morfismos enviamos a la sección 2.1 del caṕıtulo 1.

Teorema 4.4.8. Sean C y D coanillos, respectivamente, sobre anillos Quasi-Frobenius A
y B, tales que AC, BD, CA, y DB son módulos proyectivos. Si H :MC � DM : H ′ es una
dualidad de Colby-Fuller, entonces existe un (C,D)–bicomódulo P tal que P es (A,D)–
quasi-finito cogenerador inyectivo de MD con el isomorfismo de A–coanillos eD(P ) ∼= C, y
un isomorfismo natural

H(M) ∼= RacrD ((M�CP )∗)

para cualquier C–comódulo por la derecha M .
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Demostración. Según el Teorema 4.4.6, considere F : MC →MD la equivalencia de cat-
egoŕıas correspondiente a la dualidad de Colby–Fuller H :MC → DM. Dando M ∈ MC,
escribimos M = lim

−→
Mi, donde los Mi son C–comódulos por la derecha finitamente genera-

dos. Entonces
H(M) = RacrD

(
lim
←−

(Ff (Mi))
∗
)

∼= RacrD

(
(lim
−→
Ff (Mi))

∗
)

∼= RacrD ((F (M))∗) .

Según el Teorema 1.6.2 en el caso unitario (i.e. [52, Theorem 3.5]) existe un (C,D)–
bicomódulo P = F (C) tal que F ∼= −�CF (C). Usando la Proposición 2.1.2 en el ca-
so unitario (i.e. [52, Proposition 4.2.(2)]), deducimos que P es un comódulo (A,D)–
quasi-finito por la derecha que es claramente un cogenerador inyectivo. Ahora, eD(P ) =
F (C)�DG(D) ∼= GF (C) ∼= C, donde G es el inverso del funtor F ; que es un isomorfismo de
A–coanillos, según la Proposición 2.1.3(2).
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Caṕıtulo 5

Coanillos Semiperfectos y Coanillos
con el Funtor Racional Exacto.

Introducción

En este caṕıtulo caracterizaremos los coanillos que forman parte de un par racional por
la derecha cuyo funtor racional es un radical exacto. Según nuestros conocimientos este
problema es nuevo incluso para coálgebras sobre anillos conmutativos.

Nuestro principal objetivo, en el futuro, es responder a la siguiente pregunta. Se sabe
del Teorema 4.4.2, que si C es un A–coanillo y A un anillo QF tal que AC , CA son
módulo proyectivos, entonces C es semiperfecto por la derecha si y sólo si el funtor RaclC es
exacto. La pregunta es ¿Que clase de coanillos (sobre cualquier anillo), satisface esta misma
equivalencia?. Aqúı daremos las informaciones básicas sobre los coanillos semiperfectos (por
la derecha) sobre cualquier anillo (unitario) de escalares, y también sobre el funtor racional.
Estos datos servirán para responder a la pregunta de antes.

Durante todo este caṕıtulo, fijamos A una K–álgebra con 1. Todos los A–módulos son
unitarios.

5.1. Coanillos locales y coanillos semiperfectos.

Sea C un A–coanillo, recuerde del caṕıtulo 4 que C es un coanillo semiperfecto por la
derecha si su categoŕıa de comódulos por la derechaMC es una categoŕıa de Grothendieck
y cualquier objeto finitamente generado posee una cobertura proyectiva. En lo que sigue
todos los coanillos bajo consideración, son planos como módulos por la izquierda, con lo que
sus categoŕıas de comódulos por la derecha son de Grothendieck. Siguiendo a [59], [73] un
C–comódulo por la derecha P se dice que es semiperfecto si PC es un comódulo proyectivo
y cada comódulo cociente de P tiene una cobertura proyectiva. Un coanillo semiperfecto
por la derecha cuya categoŕıa de comódulos por la derecha tiene, salvo isomorfismos, un
único objeto semiperfecto completamente indescomponible, se le llama un coanillo local por
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la derecha. Si C es un coanillo local cuya categoŕıa de comódulos MC posee un conjunto
de generadores finitamente generados. Entonces el único (salvo isomorfismos) semiperfecto
completamente indescomponible es un generador finitamente generado y proyectivo deMC.
En este camino, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.1.1. Sea C un A–coanillo, y ΣC un C–comódulo por la derecha con T =
End(ΣC). Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(i) AC es plano, y ΣC es un generador semiperfecto completamente indescomponible de
MC;

(ii) AC es plano, MC tiene un conjunto de generadores finitamente generados, C es un
coanillo local por la derecha con ΣC el único (salvo isomorfismos) comódulo semiper-
fecto completamente indescomponible;

(iii) ΣA es un módulo finitamente generado y proyectivo, canΣ : Σ∗ ⊗T Σ → C es un
isomorfismo de A–coanillos, TΣ es un módulo fielmente plano, y T es un anillo local.

En particular, si AC es localmente proyectivo y C es un A–coanillo local por la derecha,
entonces C ∼= Σ∗ ⊗T Σ, para un cierto bimódulo TΣA tales que TΣ es fielmente plano y T
un anillo local.

Demostración. Es consecuencia del Teorema 2.3.2 en conjugación con [59, Proposition
1].

Recuerde [6, Proposition 15.15], que un anillo (unitario) local es un anillo de división
módulo su radical de Jacobson. El siguiente resultado, consecuencia directa de los Teoremas
5.1.1 y 2.3.2, ofrece un parecido contexto para coanillos de comatrices finitas locales por
la derecha. Pero antes vamos a realizar la siguiente observación

Observación 5.1.2. Coanillos de comatrices sin counidad . En esta observación presentare-
mos un sencillo ejemplo de un coanillo (de comatrices también) pero que no posee la
counidad. Sea A una K–álgebra junto con un epimorfismo π : B → T de K–álgebras y

BΣA un bimódulo tal que ΣA es finitamente generado y proyectivo con una base dual finita
{pi, p∗i }. Considere el A–bimódulo Σ∗⊗BT⊗BΣ junto con la siguiente aplicación A–bilineal

∆ : Σ∗ ⊗B T ⊗B Σ // Σ∗ ⊗B T ⊗B Σ⊗A Σ∗ ⊗B T ⊗B Σ

ϕ⊗B π(b)⊗B u � //
∑

i ϕ⊗B π(b)⊗B pi ⊗A p∗i ⊗B π(1)⊗B u,

donde ϕ ∈ Σ∗, u ∈ Σ y b ∈ B. Es fácil de comprobar que ∆ es una comultiplicación
coasociativa, es decir que (Σ∗ ⊗B T ⊗B Σ,∆) es un A–coanillo sin counidad. Además, el
morfismo de A–bimódulos

Φ : Σ∗ ⊗B Σ // Σ∗ ⊗B T ⊗B Σ

ϕ⊗B u � // ϕ⊗B π(1)⊗B u,

es un morfismo de A–coanillo sin counidad; es decir ∆ ◦ Φ = (Φ⊗A Φ) ◦∆Σ∗⊗BΣ.
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Corolario 5.1.3. Sea ΣA un A–módulo finitamente generado y proyectivo, T ⊆ S =
End(ΣA) un sub-anillo local tal que TΣ es un módulo fielmente plano. Denotemos por
Jac(T ) = J el radical de Jacobson de T :

(i) Σ/JΣ es un (Σ∗⊗T Σ)–comódulo simple por la derecha cuyo anillo de endomorfismos
es isomorfismo a T/J , i.e. End((Σ/JΣ)Σ∗⊗TΣ) ∼= T/J .

(ii) Si suponemos que A es una K–álgebra semisimple artiniana. Entonces,

canΣ/JΣ : (Σ/JΣ)∗ ⊗(T/J) (Σ/JΣ) � � // Σ∗ ⊗T Σ

es una inclusión de A–coanillo, donde el primero es un A–coanillo simple cosemisim-
ple.

(iii) Existe una sucesión exacta corta de Σ∗ ⊗T Σ–bicomódulos

0 // Σ∗ ⊗T JΣ // Σ∗ ⊗T Σ // Σ∗ ⊗T (T/J)⊗T Σ // 0,

donde el conúcleo es un morfismo de A–coanillo sin counidad (véase la Observación
5.1.2).

(iv) TS es un módulo fielmente plano y S ⊗T S es un S–coanillo local por la derecha.

Una manera de construir coanillos semiperfectos, usando el Teorema 5.1.1, la propor-
ciona la siguiente proposición.

Proposición 5.1.4. Sean C y D dos A–coanillos locales por la derecha tales que cada
uno de los módulos AC, AD es localmente proyectivo. Entonces C ⊕ D es un A–coanillo
semiperfecto por la derecha.

Demostración. Según el Teorema 5.1.1, bastaŕıa comprobar la aserción para la suma directa
de dos coanillos locales por la derecha que son de forma de comatrices finitas. Es decir,
sin perder generalidad, podemos suponer que C ∼= V ∗ ⊗R V y que D ∼= W ∗ ⊗T W , para
unos ciertos bimódulos RVA y TWA tales que VA, WA son módulos finitamente generados y
proyectivos, R y T son dos sub-anillo locales, respectivamente, de End(VA) y de End(WA),
y RV , TW son módulos fielmente planos. Considere ahora B = R×T como anillo de manera
canónica, por hipótesis B es un anillo semiperfecto. Ponte Σ = V ⊕W como A–módulo por
la derecha finitamente generado y proyectivo. Está claro que las estructuras de R–módulo
y T–módulo por la izquierda, respectivamente, de V y de W , inducen, de manera natural,
una B–acción por la izquierda sobre Σ. La suma directa Σ es actualmente un (B,A)–
bimódulo con B ⊆ End(ΣA) un sub-anillo semiperfecto. Falta comprobar que BΣ es un
módulo fielmente plano. Para ello denotemos por e, f los idempotentes ortogonales centrales
y completos de B (i.e. la unidad de R y la de T ). Considere la siguiente composición de
funtores

F :MB
//MR ×MT

//MA

X // (Xe,Xf) // (Xe⊗R V )⊕ (Xf ⊗T W )
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está claro, por hipótesis, que este funtor F es fiel y exacto. Ahora, existe un isomorfismo
natural − ⊗B Σ ∼= F , lo que implica que BΣ es fielmente plano. Finalmente, usando
este mismo isomorfismo natural y el isomorfismo canónico Σ∗ ∼= V ∗ ⊕ W ∗, se tiene un
isomorfismo de A–coanillo

Σ∗ ⊗B Σ ∼= (V ∗ ⊗R V )⊕ (W ∗ ⊗T W ).

Concluimos pues usando el Teorema 2.3.2.

Ahora vamos a caracterizar los coanillo semiperfectos.

Teorema 5.1.5. Sea C un A–coanillo y A es un conjunto de C–comódulos por la derecha.
Sean Σ =

⊕
P∈A P , Σ† =

⊕
P∈A P

∗, y R =
⊕

P,Q∈AHomC(P,Q). Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes.

(i) AC es un módulo plano, A es un conjunto de generadores semiperfectos completa-
mente indescomponibles de MC;

(ii) AC es un módulo plano,MC tiene un conjunto de generadores finitamente generados,
C es un coanillo semiperfecto por la derecha con A el conjunto de todos los comódulos
semiperfecto completamente indescomponible;

(iii) cada comódulo en A es un A–módulo finitamente generado y proyectivo, can : Σ†⊗R
Σ → C es un isomorfismo de A–coanillo, RΣ es fielmente plano, y R es un anillo
semiperfecto en el sentido de M. Harada [60, Theorem 2] con la descomposición por
la derecha RR = ⊕P∈A1PR.

En particular si AC es localmente proyectivo y C es un coanillo semiperfecto por la derecha,
entonces C ∼= Σ†⊗R Σ como A–coanillos, donde A, Σ, y R son como en la condición (iii).

5.2. El funtor racional y módulos inyectivos.

Sean A y B dos K–álgebras. Si T = (C, B, [−,−]) es un par racional por la derecha
sobre A (véase la sección 1.3 del caṕıtulo 1) tal que RacT es un radical exacto, entonces
vamos a comprobar en esta sección que la parte racional del módulo regular BB admite una
estructura de B–coanillo idempotente, sobre el cual los comódulos por la derecha se identi-
fican con los C–comódulos por la derecha. Vamos a dar un a caracterización de la exactitud
de este funtor aśı mismo un criterio sobre los módulos inyectivos. Nuestras demostraciones
son independientes de cualquier argumento Topológico (se refiere a la Topoloǵıa lineal).

Vamos a recordar algunas ideas de [46] sobre la localización en categoŕıas de Grothendieck.
Una sub-categoŕıa plena C de una categoŕıa de Grothendieck A se dice que es localizable C
si es cerrada bajo extensiones, sumas directas, sub-objetos, y objetos cocientes. Los objetos
de C son llamados objetos C–torsión. Para una sub-categoŕıa localizable C de A se puede
definir la categoŕıa cociente A/C. Hay funtores T : A → A/C y S : A/C → A tal que T
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es un funtor exacto y S es adjunto por la derecha a T. Por lo tanto, S es exacto por la
izquierda. Si ψ : idA → S ◦T es la unidad de la adjunción, entonces ψC : C → (S ◦T)(C)
tiene el núcleo y co-núcleo objetos C–torsión para cualquier objeto C de A. Además, la
counidad φ : T ◦ S → idA/C de la adjunción es un isomorfismo natural. Cuando la sub-
categoŕıa localizable C es cerrada bajo el producto directo, se dice que C es una clase TTF ,
véase [92, Chap. VI]. El siguiente lema es claro

Lema 5.2.1. Sea T = (C, B, [−,−]) un par racional por la derecha. Supongamos que el
funtor RacT :MB →MB es exacto, entonces RacT (MB) es una sub-categoŕıa localizable.
Además, si M es un objeto proyectivo en MC, entonces M es también un B–módulo
proyectivo.

Denotemos por FT la clase libre-torsión de B–módulos por la derecha respeto de la
sub-categoŕıa localizable RacT (MB). Es decir

FT = {M ∈MB| RacT (M) = 0}.

Proposición 5.2.2. Sea T = (C, B, [−,−]) un par racional por la derecha. Supongamos
que el funtor RacT :MB →MB es exacto. La clase FT satisface las siguientes propiedades

(i) FT es una sub-categoŕıa localizable de MB.

(ii) FT es una clase TTF estable bajo coberturas inyectivas.

(iii) La categoŕıa cociente MB/FT es isomorfa a RacT (MB), y luego a MC.

(iv) Si denotemos por a = RacT (BB), entonces a es un ideal bilátero idempotente de R
tal que B(B/a) es un módulo plano.

Demostración. Análoga a la demostración de [54, Theorem 2.3]. (i) Como RacT es exacto,
FT es cerrada bajo objetos cocientes, y el resto de las condiciones son inmediatos.
(ii) Está afirmación es clara.
(iii) Sea T :MB �MB/FT : S la adjunción asociada a la sub-categoŕıa localizable FT
con, la unidad y la counidad, respectivamente, ψ− y φ−. Se tiene pues el siguiente diagrama
conmutativo

MB

RacT

��

T //MB/FT

G=RacT ◦S
wwooooooooooooooooooS

oo

RacT (MB),

iT

OO

F=T◦iT

77oooooooooooooooooo

donde las flechas de doble sentido representan adjunciones canónicas. Sea M ∈ MB

está claro que RacT (M) ∼= G(T(M)) v́ıa el morfismo RacT (ψM), luego idRacT (MB)
∼=

G ◦ F . De otra parte, si M ∈ MB/FT , entonces F ◦ G(M) = T(RacT (S(M))). Como
S(M)/RacT (S(M)) ∈ FT , T(S(M)/RacT (S(M))) = 0. Ahora, M ∼= T(S(M)), según el
isomorfismo de la counidad; y M ∼= T(RacT (S(M))) = F (G(M)), según la exactitud de
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T; luego F ◦ G ∼= idMB/FT . Por lo tanto F establece un isomorfismo de categoŕıas con
inverso G.
(iv) Recuerde que RacT (MB) = {M ∈ MB| RacT (M) = M}, entonces (RacT (MB),FT )
es una teoŕıa de torsión hereditaria (véase [92, Chap.VI, §3]) porMB. Según [92, Chap.VI,
Theorem 5.1], consideramos F = {IB ≤ B| B/I ∈ FT } la correspondiente Topoloǵıa de
Gabriel por la derecha, notemos que a es minimal en F. Se sabe que la clase de módulos
F–torsión, que es exactamente FT , es cerrada bajo el producto directo; entonces según [92,
Chap.VI, Proposition 6.12], F tiene una base constituida de un ideal bilátero idempotente,
en efecto, a = RacT (RR). Además, FT es isomorfa aMB/a. Sea π : B → B/a el epimorfis-
mo canónico; el funtor −⊗B (B/a) :MB →MB/a es adjunto por la izquierda del funtor
restricción de escalares π∗ :MB/a →MB. Salvo isomorfismos FT ∼=MB/a, π∗ no es más
que el funtor inclusión j : FT →MB. Como FT es estable bajo coberturas inyectivas, el
funtor −⊗B (B/a) tiene que ser exacto, es decir que R(R/a) es plano.

Teorema 5.2.3. Sean T y a como en la Proposición 5.2.2. Supongamos que RacT es un
funtor exacto. Entonces hay un isomorfismo de categoŕıas MC ∼=Ma enviando M 7→Ma,
donde a es dotado de su estructura canónica de B–coanillo idempotente. En particular aC

es un generador de la categoŕıa de comódulos MC.

Demostración. De la Proposición 5.2.2, se sabe que a2 = a, y B/a es un B–módulo plano
por la izquierda. Por lo tanto, a es un B–coanillo, según [92, Proposition XI 3.13] y el Ejem-
plo 1.1.2. Ahora sea M ∈ MB tal que M.a = M , es decir, un a–comódulo por la derecha,
entonces M es un módulo racional por la derecha, porque M.a lo es. Rećıprocamente, sea
M ∈ RacT (MB) y B(I) → M → 0 una presentación libre. La exactitud del funtor RacT ,
implica la sucesión a(I) → M = RacT (M) → 0, luego M.a = M , y después M ∈ Ma. La
aserción particular viene del Teorema 1.3.19.

Observación 5.2.4. El isomorfismo de categoŕıas del Teorema 5.2.3 ha sido, distintamente
comprobado en [12, Proposition 2.7] para coálgebras semiperfectas por la izquierda y por
la derecha sobre un cuerpo y los pares racionales canónicos, usando los argumentos de que
a es un anillo con unidades locales (aqúı suficientes idempotentes ortogonales).

Obviamente, el funtor RacT :MB →MC conmuta con la suma directa. Si además, es
exacto, entonces según un resultado clásico de Gabriel (véase [46, Proposition 1bis,p.404]),
RacT tiene un adjunto por la derecha. El siguiente corolario nos da una descripción explicita
de tal funtor adjunto.

Corolario 5.2.5. Sean T y a como en la Proposición 5.2.2. Supongamos que RacT es un
funtor exacto. Entonces el funtor F = HomB(aB,−) ◦ iT : MC ∼= RacT (MB) → MB es
adjunto por la derecha del funtor racional RacT . En particular, si MC es inyectivo, entonces
F (M) es también inyectivo.

Demostración. Está claro, según el Teorema 5.2.3, que M ⊗B a es un C–comódulo por
la derecha para cualquier B–módulo por la derecha M . Según el Teorema 5.2.2(iv) y [92,
Proposition XI 3.13], se sabe que Ba es un sub-módulo puro de BB. Se tiene pues, usando el
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Teorema 1.3.19, que RacT (MB) ∼= M⊗B a como B–módulos por la derecha, para cualquier
B–módulo por la derecha M . Este último isomorfismo induce ahora el siguiente isomorfismo
natural

HomC(RacT (MB),M ′) = HomB(RacT (MB), iT (M ′))
∼= HomB(M ⊗B a, iT (M ′))
∼= HomB(MB, F (M ′)),

donde hemos utilizado la adjunción Hom–tensor. La aserción particular resulta inmediata
de la primera, dado que las citadas categoŕıas son abelianas.

Corolario 5.2.6. Sean T y a como en la Proposición 5.2.2. Supongamos que RacT es un
funtor exacto.

(a) Para cada C–comódulo por la derecha M , la aplicación B–lineal

γM : M // HomB(aB,M)

m � // [x 7→ γM(m)(x) = m.x]

es un monomorfismo, donde M es considerado como B–módulo racional por la derecha.

(b) Supongamos que AB es plano, y considere M un C–comódulo por la derecha tal que
γM es un isomorfismo. Si MC es inyectivo, entonces MA es un módulo inyectivo.

Demostración. (a) Es fácil de ver, que γ− es una aplicación B–lineal. Entonces sin perder
generalidad, demostraremos la aserción solamente por los B–módulos racionales ćıclicos
por la derecha. Es decir, podemos suponer que MB = mB para un cierto m ∈M no nulo.
Ahora, según el Teorema 5.2.3, se tiene que M = ma. Entonces, sea ma ∈ M tal que
max = 0, para todo x ∈ a. Recuerde que Ba es un sub-módulo puro de BB, entonces existe
un elemento c ∈ a tal que a = ac, para nuestro a ∈ a. De alĺı, ma = mac = 0, es decir que
γM es un monomorfismo.
(b) Utilizaremos el caso particular del Corolario 5.2.5, para obtener que HomB(a,M)B ∼=
MB es un B–módulo inyectivo por la derecha. Luego MA es inyectivo, dado que AB es
plano.

El siguiente Teorema es nuestra principal caracterización de la exactitud del funtor
racional, donde las condiciones equivalentes en el contexto particular de [14, 20.8] son im-
pĺıcitamente contenidas (véase también la siguiente observación). Nuestra demostración es
puramente de comódulos, esencialmente no utilizaremos ningún argumento de la Topoloǵıa
lineal; tales argumentos aparecen imprescindibles en esta última referencia.

Teorema 5.2.7. Sean T = (C, B, 〈−,−〉) y a como en la Proposición 5.2.2. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes

(i) El funtor RacT :MB →MB es exacto;

(ii) RacT (MB) es cerrada bajo extensiones y FT es cerrada bajo objetos cocientes;
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(iii) FT es una sub-categoŕıa localizable de MB y RacT (MB) ∼=MB/FT ;

(iv) F = HomB(aB,−) ◦ iT es adjunto por la derecha de RacT ;

(v) a es un B–coanillo, Ma ∼= RacT (MB) isomorfismo de categoŕıas;

(vi) Ba es un sub-módulo puro de BB, a2 = a y C.a = C.

Demostración. Las implicaciones (ii), (iii), (iv), ⇒ (i) son inmediatas. Las implicaciones
rećıprocas, viene dadas por la Proposición 5.2.2 ó el Corolario 5.2.5. (i) ⇒ (v) es conse-
cuencia de los Teorema 1.3.19 y 5.2.3. (v) ⇒ (i) Está claro del Ejemplo 1.1.2(b), que en
este caso RacT (M) = Ma, para cualquier M ∈MB. Ahora, sea f : M → N un epimorfis-
mo B–lineal por la derecha, y na ∈ Na con f(m) = na, para un cierto m ∈ M . De otra
parte, existe a′ ∈ a tal que a = aa′, luego f(m)a′ = f(ma′) = (na)a′ = na. Por lo tanto,
la restricción de la aplicación f , a la parte racional, es también epimorfismo. Luego, RacT

es exacto por la derecha. La implicación (v) ⇒ (vi) es evidente. Vamos a comprobar la
implicación rećıproca. Por hipótesis, se tiene C ∼= C⊗B a como B–módulos por la derecha,
y a es un B–coanillo idempotente. Entonces escogiendo cualquier B–módulo racional por
la derecha X con su canónica estructura de C–comódulo por la derecha, se tiene un iso-
morfismo B–lineal por la derecha X ∼= X�C(C⊗R a) (recuerde que la comultiplicación es
B–lineal). Utilizando la versión de la izquierda de [52, Lemma 2.2] (véase el Lema 1.4.2),
se tiene

X ∼= X�CC ∼= X�C(C⊗B a) ∼= (X�CC)⊗B a ∼= X ⊗B a

es decir que X es en realidad un a–comódulo por la derecha. La identificación rećıproca es
evidente. Por lo tanto, existe un isomorfismo de categoŕıas Ma ∼= RacT (MB).

Observación 5.2.8. Usando varias caracterizaciones triviales de coanillos idempotentes y
su categoŕıa de comódulos, las equivalentes afirmaciones del Teorema 5.2.7 son evidente-
mente equivalentes también a las siguientes

(vii) Ba es un sub-módulo puro de BB y M.a = M , para cualquier M ∈ RacT (MB);

(viii) Ba es un sub-módulo puro de BB y la aplicación canónica M ⊗B a → M es un
isomorfismo, para cualquier M ∈ RacT (MB);

(ix) B(B/a) es un módulo plano, a = a2, y aB es un generador en RacT (MB).
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Caṕıtulo 6

Aplicaciones y Ejemplos.

Introducción

En este pequeño caṕıtulo, presentaremos ejemplos y algunas aplicaciones de resultados
citados en los caṕıtulos 4 y 5. En la primera sección comprobaremos que los coanillo
cosemisimples tienen el funtor racional (por la derecha y por la izquierda) exacto. En
el caso simple cosemisimple la parte racional del anillo dual resulta ser el ideal zócalo
de un anillo de matrices cuadradas de columnas-finitas. La segunda sección revela las
condiciones suficientes para calcular la parte racional de cualquier módulo sobre el anillo
dual de un coanillo asociado una estructura entrelazante. Esto se aplica sobre la categoŕıa
de módulos de Doi-Koppinen en la tercera sección, donde hemos generalizado la mayoŕıa
de los resultados de [37].

Durante todo este caṕıtulo, fijamos A una K–álgebra con 1. Todos los A–módulos son
unitarios.

6.1. Coanillos cosemisimple y el funtor racional.

Considere C un A–coanillo cosemisimple. Se sabe del Teorema 3.1.1, que AC y CA
son módulos proyectivos, luego existen módulos y funtores racionales. Denotemos por
RacrC y RaclC los funtores asociados, respectivamente, a los pares racionales canónicos
(C,End(CC), 〈−,−〉) y (End(CC),C, [−,−]) (aqúı el producto de End(CC) es el opuesto
de la composición). La siguiente proposición ha sido comprobada distintamente por S.
Caenepeel y M. Ivanov [26].

Proposición 6.1.1. Sea C un A–coanillo cosemisimple. Entonces RaclC y RacrC son funtores
exactos.

Demostración. Basta comprobar la exactitud de RacrC. Sea SC un comódulo simple; según
el Teorema 3.1.1 y el Lema 4.1.1, SA es un módulo finitamente generado y proyectivo.
Luego su dual por la derecha S∗ admite una estructura de C–comódulo por la izquierda.
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169 6.2. ESTRUCTURAS ENTRELAZANTES CON FUNTOR RACIONAL.

Además es fácil de averiguar que CS
∗ es también un comódulo simple. Se sabe que existe un

epimorfismo que escinde CC � S∗, luego ∗(S∗)End(CC)
∼= SEnd(CC) es un módulo proyectivo

(recuerde que ∗C ∼= End(CC)o). Por lo tanto el funtor del olvido ur : MC → MEnd(CC)

preserva objetos proyectivos y como RacrC es un adjunto por la derecha de ur yMC es una
categoŕıa abeliana, RacrC debe de ser exacto.

La siguiente proposición revela el ideal bilátero a = RacrC(End(CC)End(CC)) para C un
A–coanillo simple cosemisimple.

Proposición 6.1.2. Sea C un A–coanillo simple cosemisimple y SC un representante de
comódulos simples por la derecha. Denotemos por R = End(DS), donde D = End(SC) y
consideramos el par racional canónico T = (C, R, 〈−,−〉), utilizando para ello el Teorema
3.2.7 y la Proposición 2.2.1. Entonces existe un isomorfismo de R–coanillos idempotentes

Soc(RR) = Soc(RR) ∼= RacT (RR)

Demostración. Como DS es un módulo semisimple homogéneo, [6, Exercice 10.8] implica
que el K–módulo

A = {r ∈ R| DIm(r) es un submódulo finitamente generado de DS}

es el único ideal bilátero más chico y no-nulo de R que es exactamente el zócalo por la
izquierda y por la derecha de R i.e. Soc(RR) = Soc(RR) = A. Por lo tanto A ⊆ RacT (RR).
De otra parte, según los Teoremas 1.3.19 y 3.1.1, el ideal bilátero RacT (RR) es semisimple
como R–módulo por la derecha. Luego A = RacT (RR) como R–bimódulos. Finalmente,
utilizando el isomorfismo de anillo (∗C)o ∼= R y la estructura deR–coanillo sobre A (Ejemplo
3.2.6), se tiene el isomorfismo deseado.

6.2. Estructuras entrelazantes con funtor racional.

Consideramos ((A, µ, ν), (C,∆C , εC))ψ una estructura entrelazante sobre K y su corre-
spondiente A–coanillo C = A ⊗K C, Ejemplo 1.1.16. Recuerde del Ejemplo 1.1.17(1), que
(ν, φ) : (K, C)→ (A,C) v́ıa c 7→ 1⊗K c es un morfismo de (K, A)–coanillos. Considere pues
los funtores inducción y ad-inducción asociados o : MC → MC y − ⊗K A : MC → MC,
observe que el funtor olvido o es isomorfo al funtor −�C(A⊗KC). Aplicando los resultados
de la Proposición 1.6.3, se tiene un isomorfismo natural

HomC(M ⊗K A,N) // HomC(M,N)

f � // [m 7→ f(m⊗K 1)]

[m⊗K a 7→ g(m)a] g�oo

para cualquier MC y NC. Entonces el funtor del olvido o es adjunto por la derecha del funtor
−⊗KA. Si CK es un módulo plano, entonces o es exacto, dado que el funtor UA :MC →MA

ya es exacto (Proposición 1.2.12). El siguiente lema es ahora inmediato
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Lema 6.2.1. Sea (A,C)ψ una estructura entrelazante sobre K tal que CK es un módulo
plano y C = A ⊗K C su correspondiente A–coanillo. Si MC tiene suficientes proyectivos,
entonces MC tiene también suficientes proyectivos.

Corolario 6.2.2. Sea (A,C)ψ una estructura entrelazante sobre K tal que CK es un módulo
proyectivo. Supongamos que K y A son anillo QF. Entonces C = A ⊗K C es un coanillo
semiperfecto por la derecha, siempre cuando C es una coálgebra semiperfecta. En particular,
si este es el caso, entonces, RaclC(−) es un funtor exacto.

Demostración. Es consecuencia del Lema 6.2.1 y el Teorema 4.4.2.

Se sabe que el dual por la izquierda ∗C ∼= HomK(C,A) como K–módulos. Entonces el
producto convolución de ∗C toma, módulo este isomorfismo, la siguiente forma

f.g = µ ◦ (A⊗K f) ◦ ψ ◦ (C ⊗K g) ◦∆C , f, g ∈ HomK(C,A). (6.1)

Recuerde que la siguiente aplicación

Φ : C∗ // ∗C
x � // A⊗K x

(6.2)

es un morfismo de anillos, donde C∗ = HomK(C,K) es el anillo de convolución de C.

Proposición 6.2.3. Sea (A,C)ψ una estructura entrelazante tal que CK es un módulo
proyectivo y considere su correspondiente A–coanillo C = A⊗K C. Supongamos que existe
un par racional por la derecha T = (C, B, 〈−,−〉) y un anti-morfismo de K–álgebras ϕ :
C∗ → B que satisfacen las siguientes hipótesis: (1) β ◦ ϕ = Φ, donde β : B → ∗C es
el anti-morfismo canónico asociado a T y Φ es el morfismo de (6.2); (2) para cualquier
a ∈ A y x ∈ C∗, existe un conjunto finito {(ai, xi)} ⊂ A× C∗ tal que aϕ(x) =

∑
i ϕ(xi)ai.

Entonces
RaclC(∗CM) = RacT (MB) = RaclC(C∗M),

para cualquier ∗C–módulo por la izquierda M (usando la restricción de escalares).

Demostración. La primera igualdad es evidente. Escoge m ∈ RacT (MB), con un conjunto
de parámetros {

∑
k akj ⊗K ckj,mj}. Entonces, para cualquier x ∈ C∗ tenemos

xm = mϕ(x) =
∑
k,j

mj〈akj ⊗K ckj, ϕ(x)〉

=
∑
k,j

mjβ(ϕ(x))(akj ⊗K ckj)

=
∑
k,j

mjΦ(x)(akj ⊗K ckj), Φ = β ◦ ϕ,

=
∑
k,j

mjakjx(ckj),
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luego {ckj,mjakj} es un conjunto de parámetros racionales de m ∈ C∗M . Se tiene pues
que RacT (MB) ⊆ RaclC(C∗M). Rećıprocamente, sean a ∈ A, x ∈ C∗ y considere el con-
junto de la hipótesis (2), {ai, xi}. Para cualquier m ∈ RaclC(C∗M) con ρRaclC(C∗M)(m) =∑

(m) m(0) ⊗K m(1), tenemos

x(ma) = (ma)ϕ(x) = m(aϕ(x))

=
∑

m(ϕ(xi)ai), aϕ(x) =
∑
i

ϕ(xi)ai

=
∑

(xim)ai

=
∑

(m(0)xi(m(1)))ai

=
∑

m(0)(Φ(xi)(1⊗K m(1))ai)

=
∑

m(0)(β(ϕ(xi))(1⊗K m(1))ai)

=
∑

m(0)(β(ϕ(xi)ai)(1⊗K m(1))), β es A− lineal por la derecha

=
∑

m(0)(〈1⊗K m(1), ϕ(xi)ai〉)

=
∑

m(0)(〈1⊗K m(1), aϕ(x)〉)

=
∑

m(0)(〈aψ ⊗K m
ψ
(1), ϕ(x)〉), ψ(m(1) ⊗K a) =

∑
aψ ⊗K m

ψ
(1)

=
∑

m(0)aψx(mψ
(1))

Por lo tanto, ma ∈ RaclC(C∗M) con ρRaclC(C∗M)(ma) =
∑
m(0)aψ ⊗K m

ψ
(1). Es decir que

RaclC(C∗M) es un módulo entrelazante por la derecha, luego es un C–comódulo por la
derecha [17], finalmente RaclC(C∗M) ⊆ RacT (MB).

6.3. Los módulos de Doi-Koppinen.

Sea H una K–álgebra de Hopf junto con (A, ρA) un H–comódulo álgebra por la derecha
y (C, %C) un H–módulo coálgebra por la izquierda. Siguiendo a [36, 70], un módulo de
Doi-Koppinen M es un K–módulo con una A–acción por la izquierda y una C–coacción
por la derecha ρM tal que

ρM(am) =
∑

a(0)m(0) ⊗K a(1)m(1), donde ρA(a) =
∑

a(0) ⊗K a(1),

para cualquier a ∈ A y m ∈M . Los morfismos de Doi-Koppinen son morfismos A–lineales y
C–colineales. Los módulos de Doi-Koppinen y sus morfismos forman la categoŕıa AM(H)C .
Considere la aplicación

ψ : C ⊗K A
o // Ao ⊗K C

c⊗K a
o � //

∑
ao(0) ⊗K a(1)c,

(6.3)
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donde Ao es la álgebra opuesta de A. Es fácil de averiguar que ψ satisface las ecuaciones
(1.5) del Ejemplo 1.1.16, es decir que (Ao, C)ψ es una estructura entrelazante sobre K.
Consideramos pues C = Ao⊗KC el Ao–coanillo correspondiente a (Ao, C)ψ; la Ao–biacción
sobre C es definida por

bo.(ao ⊗K c) = (ab)o ⊗K c, y (bo ⊗K c).a
o = boψ(c⊗K a

o) =
∑

(a(0)b)
o ⊗K a(1)c.

Sea M ∈ AM(H)C , vamos a considerar, de manera natural, la Ao–acción por la derecha
sobre M i.e. mao = am, a ∈ A, m ∈M . Con esta nueva notación, se tiene

ρM(m)ao =
∑

m(0) ⊗Ao ((1⊗K m(1))a
o)

=
∑

m(0) ⊗Ao (ψ(m(1) ⊗K a
o))

=
∑

m(0) ⊗Ao (ao(0) ⊗K a(1)m(1)),

es decir
ρM(m)ao =

∑
m(0).a

o
(0) ⊗K a(1)m(1) =

∑
a(0)m(0) ⊗K a(1)m(1).

De otra parte

ρM(am) = ρM(mao) =
∑

a(0)m(0) ⊗K a(1)m(1) = ρM(m)ao.

Por lo tanto M es actualmente un C–comódulo por la derecha. Rećıprocamente, si M es
un C–comódulo por la derecha, entonces M es un A–módulo por la izquierda y la coacción
ρM : M → M ⊗Ao Ao ⊗K C compuesta con el isomorfismo ι : M ⊗Ao Ao ⊗K C ∼= M ⊗K C
nos da una C–coacción sobre MK. Como ρM es Ao–lineal por la derecha, tenemos

ι ◦ ρM(am) = ι ◦ ρM(mao) = ι(ρM(m)ao) =
∑

a(0)m(0) ⊗K a(1)m(1),

luego M es un módulo de Doi-Koppinen. Por lo tanto existe un isomorfismo de categoŕıas
directoMC ∼= AM(H)C . Esta claro ahora que si CK es un módulo plano, entonces AM(H)C

es una categoŕıa de Grothendieck.
El producto convolución de HomK(C,Ao), es definido según la ecuación (6.1), por

f.g(c) =
∑

f(g(c(2))(1)c(1))g(c(2))(0) en A, f, g ∈ HomK(C,Ao) y c ∈ C. (6.4)

Este producto es el ”generalized smash product” de A por C, ](C,A) definido en [70, (2.1)].

Observación 6.3.1. Escoge esta vez A un H–comódulo álgebra por la derecha y C un
H–módulo coálgebra por la derecha también. Entonces, el morfismo entrelazante de [15,
Example 3.1(3)] ψ : C⊗KA→ A⊗KC enviando c⊗Ka 7→

∑
a(0)⊗K ca(1), dota C = A⊗KC

de una estructura de A–coanillo. El producto convolución sobre HomK(C,A), extráıdo de
∗C, se define de acuerdo con la formula

(f.g)(c) =
∑

g(c(2))(0)f(c(1)g(c(2))(1)), f, g ∈ HomK(C,A), c ∈ C.

Este producto es el opuesto de aquel definido en [70, (2.2)].
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Aplicando el Corolario 6.2.2 a los módulos de Doi-Koppinen, se tiene

Corolario 6.3.2. Sea H una K–álgebra de Hopf junto con A un H–comódulo álgebra por
la derecha y C un H–módulo coálgebra por la izquierda tal que CK es un módulo plano.
Consideramos la categoŕıa AM(H)C de módulo de Doi-Koppinen y supongamos que K y
A son anillo QF. Si C es una K–coálgebra semiperfecta por la derecha, entonces AM(H)C

es una categoŕıa semiperfecta en el sentido de M. Harada [59].

Ahora vamos a comprobar que, si la coálgebra es un módulo proyectivo, entonces todos
los módulos de Doi-Koppinen son en realidad módulos racionales sobre un conocido anillo.
En [37] los autores definen el producto cruzado A]C∗ cuyo K–módulo sub-yacente es A⊗KC
y con el producto interior

(a]x).(b]y) =
∑

ab(0)](xb(1))y,

donde la H–acción por la derecha sobre C∗ es inducida por la H–acción por la izquierda
sobre C. La unidad de A]C∗ es 1]εC . Esta claro que las siguientes aplicaciones

A
−]εC // A]C∗,

a � // a]εC

C∗
1]− // A]C∗

x � // 1]x

son morfismo de K–álgebras. Un cálculo inmediato, demuestra que

γ : A]C∗ // HomK(C,Ao)

a]x � // [c 7→ aox(c)]

es también un morfismo de K–álgebras, donde HomK(C,Ao) es dotado del producto (6.4).

Proposición 6.3.3. Sean H una K–álgebra de Hopf, A un H–comódulo álgebra por la
derecha y C un H–módulo coálgebra por la izquierda. Considere C = Ao⊗KC el Ao–coanillo
asociado a la estructura entrelazante (Ao, C)ψ (6.3) junto con el K–álgebra opuesta del
producto cruzado: B = (A]C∗)o. Supongamos que CK es un módulo proyectivo. Entonces
T = (C, B, 〈−,−〉) es un par racional sobre Ao, donde 〈−,−〉 es definida por

C×B // Ao

(ao ⊗K c, (b]x)o) � // [ao ⊗K c, (b]x)o] = aobox(c)

a, b ∈ A, c ∈ C, x ∈ C∗. En particular, (Ao, C)ψ, T y ϕ = (1]−)o : C∗ → B satisfacen las
hipótesis (1) y (2) de la Proposición 6.2.3 y luego

RaclC(∗CM) = RaclC(C∗M) = RacT (MB),

para cualquier ∗C–módulo M (usando la restricción de escalares).
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Demostración. Está claro que 〈−,−〉 es Ao–bilineal. Considere ahora la transformación
natural asociada a 〈−,−〉:

αN : N ⊗Ao C // HomAo(BAo , N)

n⊗Ao ao ⊗K c
� // [(b]x)o 7→ n[ao ⊗K c, (b]x)o] = n(aobox(c))].

Sea {cl, xl} una base dual de CK, y
∑

i ni ⊗Ao 1 ⊗K ci ∈ N ⊗Ao C cuya image por αN es
cero. Entonces tenemos αN(

∑
i ni⊗Ao 1⊗K ci)((1]xl)

o) =
∑

i nixl(ci) = 0, para todos los l.
Ahora,∑

i

ni ⊗Ao 1⊗K ci =
∑
i,l

ni ⊗Ao 1⊗K xl(ci)cl =
∑
l

(
∑
i

nixl(ci))⊗Ao 1⊗K cl = 0,

es decir que αN es inyectiva para cualquier módulo NAo . Por lo tanto T es un sistema
racional por la derecha. Como β : B → ∗C v́ıa (b]x)o 7→ [ao⊗K c 7→ [ao⊗K c, (b]x)o]] es una
anti-extensión de K–álgebras, y B es una extensión de Ao, T es ahora un par racional por
la derecha. Sean ao ∈ Ao, c ∈ C y x ∈ C∗, entonces

β(ϕ(x))(ao ⊗K c) = 〈ao ⊗K c, (1]x)o〉 = aox(c) = Φ(x)(ao ⊗K c)

lo que implica la condición (1) en la Proposición 6.2.3. Si ao ∈ Ao y x ∈ C∗, es fácil de
averiguar que el conjunto finito {ao(0), xa(1)}, donde ρA(a) =

∑
a(0) ⊗K a(1), cumple con la

condición (2) de la Proposición 6.2.3. La última afirmación es ahora una aplicación directa
de la Proposición 6.2.3.

Teorema 6.3.4. Sean H una K–álgebra de Hopf, A un H–comódulo álgebra por la derecha
y C unH–módulo coálgebra por la izquierda. Considere C = Ao⊗KC el Ao–coanillo asociado
a la estructura entrelazante (Ao, C)ψ (6.3) junto con el K–álgebra opuesta del producto
cruzado: B = (A]C∗)o. Supongamos que CK es un módulo proyectivo y consideramos,
como en la Proposición 6.3.3, el par racional por la derecha T = (C, B, [−,−]) junto con
a = RacT (BB). Si AK es un módulo plano y RaclC es funtor exacto. Entonces

(a) Racl(C∗C
∗) es un H–submódulo de C∗H, y A⊗K RaclC(C∗C

∗) es un ideal bilátero de B.

(b) A⊗K RaclC(C∗C
∗) = a; además existe un isomorfismo natural

U ◦ HomB(aB,−) ∼= HomC∗(RaclC(C∗C
∗),−) ◦ U,

donde U es el funtor de restricción de escalares por la derecha asociado a la anti-
extensión C∗ → B.

Demostración. (a) Considere y ∈ RaclC(C∗C
∗) con un conjunto de parámetros por la

izquierda {yi, ci} ⊆ C∗ × C. Sea h ∈ H, x ∈ C∗, como en [37, Lemma 3.1], se tiene,
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para cualquier c ∈ C,

(x(yh))(c) =
∑
(c)

x(c(1))y(hc(2))

=
∑

(c),(h)

x(ε(h(1))c(1))y(h(2)c(2))

=
∑

(c),(h)

x(S(h(1))h(2)c(1))y(h(3)c(2))

=
∑
(h)

(xS(h(1))y)(h(2)c)

=
∑
(h),i

yi(h(2)c)(xS(h(1)))(ci),

donde S es la ant́ıpoda de H. Por lo tanto {yih(2), S(h(1))ci}(h),i es un conjunto de parámet-
ros racionales por la izquierda de yh. Es decir que yh ∈ RaclC(C∗C

∗). Esto en conjugación
con el Teorema 5.2.3 aplicado a C, implican que A⊗K RaclC(C∗C

∗) es un ideal bilátero de
A]C∗.
(b) Sean x ∈ C∗, a⊗Ky ∈ A⊗K RaclC(C∗C

∗) y {yi, ci} un conjunto de parámetros racionales
por la izquierda de y, entonces

x(a⊗K y) =
∑

a(0) ⊗K ((xa(1))y) =
∑

(a(0) ⊗K yi)x(a(1)ci);

luego {a(0) ⊗K yi, a(1)ci} es un conjunto de parámetros racionales para a ⊗K y ∈ C∗(A ⊗K
RaclC(C∗C

∗)). Como en la demostración de la Proposition 6.3.3, A ⊗K RaclC(C∗C
∗) es un

B–módulo racional por la derecha, luego A⊗K RaclC(C∗C
∗) ⊆ a. Rećıprocamente, a es un

C–comódulo por la derecha, según el Teorema 1.3.19; olvidando la Ao–acción a es ahora un
C–comódulo por la derecha. Aplicando el Teorema 5.2.3 a C, se tiene a = RaclC(C∗C

∗)a.
Ahora es fácil de ver que a = A ⊗K RaclC(C∗C

∗). Considere un módulo MB denotaremos
por F (M) = HomB(aB,M), entonces

F (M) = HomB((A⊗K RaclC(C∗C
∗))B,M)

= HomBo(Bo(A⊗K RaclC(C∗C
∗)),M)

∼= HomA]C∗(A]C∗(A⊗K C
∗ ⊗C∗ RaclC(C∗C

∗)),M)
∼= HomA]C∗(A]C∗((A]C

∗)⊗C∗ RaclC(C∗C
∗)),M)

∼= HomC∗(C∗(RaclC(C∗C
∗)),M),

donde hemos utilizado la adjunción asociada a la extensión C∗ → A]C∗. Lo que termina
la demostración.

Observación 6.3.5. Según la Proposición 6.3.3 y los Teoremas 6.3.4 y 5.2.3, se tiene

RacT (MB) = RaclC(C∗M) = M.a = RaclC(C∗C
∗).M, (6.5)
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para cualquier B–módulo por la derecha M , es decir RacT es un funtor exacto. Además
la ecuación (6.5) establece un funtor radical t : A]C∗M → AM(H)C , actuando sobre los
objetos por M → RaclC(C∗C

∗)M . Notemos que t ha sido definido en [37, Lemma 2.9],
para coálgebras sobre cuerpos. Escogiendo esta vez C una coálgebra semiperfecta por
la izquierda y por la derecha sobre un cuerpo conmutativo K. Utilizando [12, Theorem
2.4] y [54, Proposition 2.2], se tiene una generalización de la mayoŕıa de los resultados
de [37]. Vamos a citar esto en el siguiente orden; [37, Prposition 2.5] es el Lema 6.2.1,
[37, Proposition 2.7, Lemma 2.9(i),(ii), (iii)] son derivaciones de la Proposición 6.3.3 y la
Proposición 5.2.2, [37, Theorem 3.5] se deduce del Corolario 5.2.5 en conjugación con el
Teorema 6.3.4(b), [37, Corollary 3.7] es consecuencia del Lema 5.2.1 y la Proposición 6.3.3,
[37, Proposition 3.9] es un caso particular de la Proposición 5.2.2 teniendo en cuenta la
Proposición 6.3.3, y finalmente [37, Theorem 4.3] es justamente el Corolario 5.2.6(b), según
la Proposición 6.3.3.
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Apéndices

Introducción

Presentaremos en este caṕıtulo todas las herramientas técnicas que hemos visto nece-
sarias para demostrar los resultados de los caṕıtulos anteriores. A nuestro conocimiento
algunas de las nociones son muy bien conocidas pero no figuran en ninguna referencia
concreta, aśı las hemos acompañado de una demostración; ejemplos de esta situación son
los resultado de la sección A.3 y el primer párrafo de la sección A.4. En las secciones A.1
y A.2, hemos citado varios resultados sin demostración, o bien porque esta es sencilla o
bien hemos citados una referencia antes, de todos modos la mayoŕıa de ellos vienen dados
en [1], [7, 8]. Los últimos párrafos de la última sección forman un recordatorio literal sobre
los cotriples y sus cogeneradores universales citados en [11], [38] y [69].

A.1. La categoŕıa de A–anillos y sus módulos.

Fijamos K un anillo conmutativo, con 1 yMK su categoŕıa de K–módulos unitarios. La
noción de K–álgebra tiene su generalización de la siguiente manera. Llamaremos K–anillo
a todo grupo aditivo A tales que

(i) A es un K–bimódulo (unitario) central, i.e. ka = ak, para todo a ∈ A, k ∈ K.

(ii) A es un anillo asociativo cuya multiplicación es un morfismo K–bilineal
µA : A⊗K A→ A.

Si existe un morfismo K–bilineal η : K → A tal que µ ◦ (A ⊗K η) = µ ◦ (η ⊗K A) = A,
entonces η(1) es claramente una unidad de A, es decir que A en este caso es una K-álgebra.

Morfismo de K–anillos. Un morfismo de K–anillos es un morfismo ϕ : A′ → A, K–
bilineal tales que ϕ◦µA′ = µA ◦ (ϕ⊗Kϕ). Si consideramos {Ai}i∈I una familia de K–anillos
y A := Πi∈IAi su producto de K–bimódulos, es fácil de ver que A es un K–anillo con el
producto

µA : (ΠIAi)⊗K (ΠIAi) // ΠIAi

(ai)i∈I ⊗K (a′i)i∈I
� // (µAi(ai ⊗K a

′
i))i∈I

Aśı cada proyección canónica πi : A→ Ai, se convierte en un morfismo de K–anillos.
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La categoŕıa de A–módulos. Consideramos un K–anillo A, denotaremos por MA (AM),
su categoŕıa de todos los A–módulos por la derecha (por la izquierda), impĺıcitamente
objetos de MK. Un A–módulo por la derecha M , se dice que es unitario, si MA = M en
MK (MA es el K-submódulo generado por los elementos de forma ma, m ∈M , a ∈ A). La
categoŕıa de todos los A–módulos unitarios por la derecha (por la izquierda), será denotada
por MA (AM). Si la multiplicación µA es sobreyectiva, entonces el propio K–anillo A es
claramente un A–módulo unitario por la derecha y por la izquierda. En general, se puede
ver que End(AA) y End(AA) son en realidad dos K-álgebras. Está claro que hay un funtor
fiel O :MA →MA. De otra parte, se puede observar que si A es un A–módulo unitario (i.e.
A2 = A), entonces cada A–módulo por la derecha M contiene un A-sub-módulo unitario
maximal MA. En este caso, hay un funtor (−)A : MA → MA. Estos dos funtores están
ligados por la adjunción O a (−)A.

La aplicación ωA′,A. Sea ϕ : A′ → A un morfismo de K–anillos, está claro que cualquier
A–módulos admite una estructura de A′–módulo, inducida por ϕ, aśı cualquier morfismo
que es A–lineal es particularmente A′–lineal. Se tiene pues el funtor de restricción (−)ϕ :
MA →MA′ cuya restricción aMA no tiene necesariamente la ”imagen.en MA′ . Considere
XA un A–módulo por la derecha y AY un A–módulo por la izquierda, tal que XA = X
(i.e. unitario) consideramos la aplicación

ωA′,A : X × Y // X ⊗A Y
(x, y) � // x⊗A y

Sea a′ ∈ A′, x ∈ X, y ∈ Y , con x =
∑

i xiai, xi ∈ X, ai ∈ A. Se tiene pues

ωA′,A((xa′, y)) =
∑

i xi ⊗A (aiϕ(a′))y
=

∑
i xi ⊗A ai(ϕ(a′)y)

= (
∑

i xiai)⊗A (a′y)
= ωA′,A((x, a′y)),

lo que implica que ωA′,A se puede extender a

ωA′,A : X ⊗A′ Y → X ⊗A Y. (A.1)

Además se puede ver fácilmente que ω−,− : (−⊗A′ −)→ (−⊗A −) es una transformación
natural; siendo los funtores (−)ϕ ⊗A′ −, (−⊗A −) :MA × AM→MK.

La adjunción asociada a bimódulos. Sean A,A′ dos K–anillos. Un (A′, A)–bimódulo uni-
tario M es un A′–módulo unitario por la izquierda y un A–módulo unitario por la derecha
tal que a′(ma) = (a′m)a para todo m ∈M , a ∈ A, a′ ∈ A′; la categoŕıa de todos los (A′, A)–
bimódulos unitarios y sus morfismos ((A′, A)–bilineales) se denota por A′MA. Si X, Y son
dos (A′, A)–bimódulos, entonces el K–módulo HomA(X, Y ) es considerado canónicamente
como A′–bimódulo (no necesariamente unitario), mientras que HomA′(X, Y ) es considera-
do como A–bimódulo. De esta manera, a cualquier (A′, A)–bimódulo Z, se le asocian dos

Coanillos y Categoŕıas de Comódulos.
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funtores −⊗A′ Z : MA′ →MA y HomA(Z,−) : MA →MA′ , con la siguiente adjunción

HomA(X ⊗A′ Z, Y ) // HomA′(X,HomA(Z, Y ))

f � // [x 7→ [z 7→ f(x⊗A′ z)]]

[x⊗A′ z 7→ g(x)(z)] g�oo

(A.2)

Los anillos sobre K–anillos. En lo que sigue vamos a definir la noción de un A–anillo,
donde A es un K–anillo. Es decir estructuras con multiplicación (producto) A–bilineal y
A–equilibrada; aqúı el anillo de escalarse es A y el anillo de base total es K. Consideramos
B un K–módulo, se dice que B es un A–anillo, si

Ring.1) B es un A–bimódulo, no necesariamente unitario;

Ring.2) La multiplicación µB : B⊗AB→ B es A–bilineal y asociativa i.e. µB◦(µB⊗AB) =
µB ◦ (B⊗A µB).

Por el momento, si ϕ : A → B es un morfismo de K–anillos, consideramos B como A–
bimódulo por la restricción de ϕ. Se tiene pues au (ba)b′ = (bϕ(a))b′ = b(ϕ(a)b′) = b(ab′),
para cualquier a ∈ A y b, b′ ∈ B, es decir que B es un A–anillo, llamado A–anillo extensión
de A.

Los Módulos sobre A–anillos. Consideramos B un A–anillo y M un K–módulo, se dice
que M es un B–módulo por la derecha, si

1). M es un A–módulo por la derecha no necesariamente unitario;

2). La acción ςM : M ⊗A B → M es un morfismo A–lineal por la derecha que satisface la
asociatividad, i.e. ςM ◦ (M ⊗A µB) = ςM ◦ (ςM ⊗A B).

La segunda condición sobre B–módulo, puede cambiarse por la siguiente: existe un morfis-
mo A–lineal por la derecha %M : M → Hom−A(B,M), donde Hom−A(B,M) es considerado
de manera canónica como A–módulo por la derecha, y que convierte el siguiente diagrama
conmutativo

M
%M //

%M

��

HomA(B,M)

h(µ,M)
��

HomA(B,M)
h(B,%M ) // HomA(B,HomA(B,M)) ∼= HomA(B⊗A B,M)

donde el isomorfismo viene de la adjunción (A.2). Un morfismo de B–módulos por la
derecha f : (M, ςM)→ (M ′, ςM ′) es un morfismo A–lineal por la derecha tal que ςM ′ ◦ f =
(f ⊗A B) ◦ ςM . Un B–módulo (M, ςM), se dice que es unitario si ςM es sobreyectiva, lo
que es equivalente a que MB = M , donde MB es el A–submódulo de M generado por
los elementos de forma {mb|m ∈ M, b ∈ B}. Se puede observar que si M es unitario,
entonces el A–módulo subyacente MA es unitario si BA lo es. El objeto (M,%M) se dice que
es fiel , si %M es un inyectiva. La categoŕıa de todos los B–módulos unitarios por la derecha
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(resp. por la izquierda) y sus morfismos, será denotada por MB (resp. BM). Como ha
sido comentado antes, si en la condición Ring.1) B es un A–bimódulo unitario, se tiene el
funtor del olvido OA : MB → MA. El caso general queda muy intrincado ver cuando el
A–módulos subyacente de un B–módulo unitario es también unitario. El emparejamiento
entre anillos y (co)–anillo mediante, pares racionales sección 1.3 del caṕıtulo 1, resuelve
parcialmente este problema por el caso de A–anillos extensiones de A restringiéndose a los
B–módulos racionales, la Observación 1.3.22.

Un morfismo de A′ − A–anillos , entre un A′–anillo B′ y un A–anillo B con BA un
módulo unitario, es un par de morfismos (ϕ, φ) : (A′,B′) → (A,B), donde ϕ : A′ → A es
un morfismo de K–anillos y φ : B′ → B es un morfismo A′–bilineal (B es un A′–bimódulo
por restricción) tal que φ ◦ µB′ = µB ◦ ωA′,A ◦ (φ⊗A′ φ).

Sea A un K–anillo y B un A–anillo. Para cada pareja XB y BY de B–módulos tal
que XB = X (i.e. unitario), uno puede definir, como en el caso de K–anillos, la siguiente
aplicación

ωA,B : X ⊗A Y // X ⊗B Y

x⊗A y � // x⊗B y

El producto tensor de dos A–anillos. Sean A y B dos K-álgebras. Consideramos A y
B, respectivamente, un A–anillo y un B–anillo juntos con su K-producto tensor A ⊗K B

considerado como (R = A⊗KB)–bimódulo de manera canónica. La siguiente multiplicación

(A⊗K B)⊗R (A⊗K B)
µA⊗KB //

ηA,B

��

A⊗K B

(A⊗A A)⊗K (B⊗B B)

µA⊗KµB

44hhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

donde η−,− es el isomorfismo natural de la sección A.3 de este caṕıtulo, define sobre A⊗KB

una estructura de R–anillo.

Los (A,B)–bimódulos. Sean A y B dos K–anillos. Consideramos A y B, respectiva-
mente, un A–anillo y un B–anillo. Sea M un (A,B)–bimódulo tal que (M, ςM) ∈ MB

con ςM es A–lineal por la izquierda y (M, νM) ∈ AM con νM es B–lineal por la derecha.
Considerando A⊗AM como un B–módulo por la derecha con la acción A⊗A ςM y M⊗BB

como A–módulo por la izquierda con la acción νM ⊗B B, es fácil de comprobar que ςM es
morfismo de A–módulos por la izquierda si y sólo si νM es un morfismo de B–módulos por
la derecha. En este caso se dice que M es un (A,B)–bimódulo. Un morfismo de (A,B)–
bimódulos es un morfismo A–lineal por la izquierda y B–lineal por la derecha. Se denota
por AMB, la categoŕıa de todos los (A,B)–bimódulos unitarios (i.e. por la izquierda y por
la derecha) y sus morfismos.
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A.2. Anillos con unidades locales y (bi)módulos uni-

tarios.

Siguiendo a [1] (véase también [7] y [8]), un anillo A se dice que es un anillo con
unidades locales , si para cualquier, a1, · · · , an en A existe un elemento idempotente e tal que
aie = eai = a, para todo i = 1, · · · , n. Esto es equivalente a que, para cada a, a′ ∈ A existe
un anillo unitario de forma Ae := eAe, para un cierto idempotente e, tal que a, a′ ∈ Ae.

Cualquier anillo con unidad es trivialmente un anillo con unidades locales. Por otra
parte cualquier anillo con suficientes idempotentes ortogonales A = ⊕i∈IAei = ⊕i∈IeiA
es claramente un anillo con unidades locales, [46], [45]. Cualquier anillo con suficientes
idempotentes ortogonales extráıdo de una categoŕıa K–abeliana y pequeña, es un K–anillo
y con unidades locales.

Los Morfismos de K–anillos con unidades locales. Sea A un K–anillo con unidades
locales, es decir un K–anillo cuya multiplicación admite unidades locales. Se denota por
Idemp(A) el conjunto de todos los elementos idempotentes de A. Sean ahora A,A′ dos
K–anillos con unidades locales, un morfismo de K–módulos ϕ : A′ → A, se dice que es
un morfismo de K–anillos con unidades locales si ϕ es un morfismo de K–anillos y si para
cualquier a ∈ A, existe un idempotente e′ ∈ Idemp(A′) tal que aϕ(e′) = ae′ = ϕ(e′)a =
e′a = a. Está claro que si σ : A → A es un auto-morfismo de K–anillos, entonces σ y σ−1

son morfismos de K–anillos con unidades locales. De esta manera un sub-anillo A′ de un
K–anillo A con unidades locales, es un K–módulo de A tal que la inyección A′ ↪→ A sea un
morfismo de K–anillos con unidades locales. Está claro que Im(ϕ) es un subanillo de A. Si
{Ai}I es una familia de K–anillos con unidades locales, es fácil comprobar que A = ΠIAi
es también un K–anillo con unidades locales y que cada proyección canónica πi : A → Ai
es un morfismo de K–anillos con unidades locales.

La categoŕıa de A–módulos unitarios. Consideramos A unK–anillo con unidades locales.
Cualquier A–módulo unitario por la derecha M es ahora un A–módulo que satisface: Para
cualquier m ∈M , existe e ∈ Idemp(A) tal que me = m. La categoŕıaMA tiene conúcleos
y coproducto; por lo tanto admite cualquier ĺımite inductivo. Se puede comprobar que el
(co)núcleo de un morfismo enMA se calcula enMK, aśı los isomorfismos núcleo-conúcleo
y conúcleo-núcleo son satisfechos. El producto en MA se calcula de la siguiente manera:
Sea {Mi}i∈I un familia de A–módulos unitarios por la derecha, consideramos ΠIMi el
K–módulo producto cartesiano, como A–módulo por la derecha canónicamente. El A–
submódulo (ΠIMi)A es un objeto de MA y que juega el papel del producto de {Mi}i∈I
en MA. Aśı MA es un categoŕıa abeliana completa, co-completa y si (M, ςM) ∈ MA con
π : K(I) →M → 0 un representación libre en MK, entonces

A(I) ∼= K(I) ⊗K A
π⊗KA // M ⊗K A

ςM // M // 0

es una representación de MA en MA. Además la exactitud del ĺımite directo en MA se
comprueba en MK. Por lo tanto MA es una categoŕıa de Grothendieck completa.

Transformaciones naturales y ĺımites directos. Fijamos e ∈ Idemp(A) y consideramos
el A–módulo por la derecha eA. El módulo eA es un sumando directo de A, en efecto
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A = eA⊕ 〈a− ea| a ∈ A〉. Asociada a eA existe una adjunción canónica −⊗End(AeA) eA a
HomA(eA,−). Ahora un cálculo evidente muestra que End(AeA) ∼= eAe, como anillos
unitarios, y que HomA(eA,M) ∼= {m ∈M | me = m}, isomorfismo de eAe–módulos por la
derecha. Finalmente, HomA(eA,−) ∼= −⊗A Ae es un isomorfismo natural, luego eA es un
A–módulo finitamente generado y proyectivo. Otros funtores, con mucha más importancia,
asociados al idempotente e, vienen en seguida. Sea M un A–módulo por la izquierda (no
necesariamente unitario), se puede ver claramente que M = eM ⊕〈m− em|m ∈M〉 suma
directa en MK, donde eM es naturalmente isomorfo al K–módulo eA ⊗A M . Además si
f : M → N es A–lineal, entonces fe : eM → eN es K–lineal. Existen pues dos funtores

DA
e : AM //MK,

M
� // eM

eA⊗A − : AM //MK

M
� // eA⊗AM

tal que DA
e
∼= eA ⊗A − es un isomorfismo natural. De otra parte existen dos transforma-

ciones naturales

γe,X : X // eA⊗A X,
x � // e⊗A x

τe,X : eA⊗A X // X
ea⊗A x � // eax

(A.3)

para cualquier X ∈ AM. Si X es un (A,B)–bimódulo (B es otro K–anillo con unidades
locales), entonces γe,X y τe,X se convierten B–lineales por la derecha. Está claro que γe,− ◦
τe,− = eA⊗A −. Sea ahora e′ ∈ Idemp(A) otro idempotente y f : eA→ e′A un morfismo
A–lineal (observe que e′f(e) = f(e)). Entonces

X
γe,X //

λf(e)

��

eA⊗A X
f⊗AX

��
X

γe′,X // e′A⊗A X

eA⊗A X
τe,X //

f⊗AX
��

X

λf(e)

��
e′A⊗A X

τe′,X // X

(A.4)

donde λf(e) : X → X es la multiplicación por la izquierda por el elemento f(e).
Consideramos el siguiente orden ≤ sobre Idemp(A), definido en [1]

e ≤ e′ ⇐⇒ e = ee′ = e′e

está claro que es un orden parcial sobre Idemp(A). Para cualquier módulo XA y cualquier
pareja e ≤ e′, considere µee′ : Xe → Xe′ y µe : Xe → X las inyecciones canónicas. Aśı, si
e ≤ e′ ≤ e′′, está claro que µee′′ = µe′e′′ ◦ µee′ , luego (Xe, µe) forman un sistema dirigido de
K–módulos en X. Además si X es un (A′, A)–bimódulo, (Xe, µe) se convierte en sistema
dirigido de A′–submódulos de X. De esta manera, es fácil comprobar que AA = lim

−→
(Ae)

y que X es ahora unitario por la derecha si y sólo si lim
−→

(Xe) = X en MK. Para obtener

sistemas dirigidos dentro de la categoŕıaMA, se consideran los módulos (Xe⊗eAe eA, µ′e),
donde µ′ee′ : Xe⊗eAeeA→ Xe′⊗e′Ae′e′A, e ≤ e′ y µ′e : Xe⊗eAeeA→ X, son las aplicaciones
canónicas; se tiene pues que

XA
∼= lim
−→

(Xe⊗eAe eA, µ′e)
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La adjunción asociada a bimódulos. Sea M un (A′, A)–bimódulo tal que MA sea un
módulo unitario, la adjunción (A.2) se restringe a los módulos unitarios; en efecto el funtor
−⊗A′ M :MA′ →MA es un adjunto por la izquierda del funtor HomA(M,−)A′ :MA →
MA′ . En efecto, tenemos

HomA(X ⊗A′ M,Y ) // HomA′(X,HomA(M,Y )A′)

f � // f(x⊗A′ −)

[x⊗A′ m 7→ g(x)(m)] g�oo

es isomorfismo natural bien definido, gracias a la igualdad f(x ⊗A′ −)e = f(x ⊗A′ −),
para cualquier xe = x ∈ X, eIdemp(A′). Para cualquier módulo unitario MA existe un
isomorfismo de A–módulos

M // HomA(A,M)A

m � // [a 7→ ma]

f(e) fe = f, e ∈ Idemp(A)�oo

Considere ahora ϕ : A′ → A un morfismo de K–anillo con unidades locales. Por definición,
A es ahora un (A′, A)–bimódulo unitario, entonces se tiene como antes que − ⊗A′ A es
adjunto por la izquierda de HomA(A,−)A′. De otra parte existe un isomorfismo natural
entre el funtor (−)ϕ :MA →MA′ (olvidando la A–acción) y el funtor HomA(A,−)A′, que
viene dado por

Yϕ // HomA(A, Y )A′

y � // [a 7→ ya]

f(ϕ(e)) fe�oo

Ahora la counidad y la unidad de la adjunción −⊗A′ A a (−)ϕ, son

ξYA : Y ⊗A′ A // Y,

y ⊗A′ a � // ya

ηXA′ : X // X ⊗A′ A
x // x⊗A′ ϕ(e), (xe = x)

Por lo tanto ϕ es un isomorfismo de K–anillos con unidades locales si y sólo si η− y ξ− son
isomorfismos naturales si y sólo si − ⊗A′ A es una equivalencia de categoŕıa con inverso
(−)ϕ.

Los módulo finitamente generados y proyectivos. La familia de A–módulos unitarios
por la derecha (por la izquierda) {eA}e∈Idemp(A) ({Ae}e∈Idemp(A)), forma una familia de
generadores proyectivos finitamente generados de la categoŕıa de A–módulos unitarios por
la derecha (por la izquierda). Sea pues PA cualquier módulo unitario, supongamos que
P es finitamente generado y proyectivo, entonces existe un conjunto finito {ei}1≤i≤n de
idempotentes de A, tal que

⊕1≤i≤neiA ∼= P ⊕ P ′, para un cierto P ′ ∈MA.
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Consideramos las siguientes aplicaciones A–lineales por la derecha,

p∗i : P // ⊕1≤i≤neiA
πi // eiA

� � // A,

donde πi es la proyección canónica. De otra parte consideramos los elementos de P definidos
por: pi = τ(ei), i = 1, · · · , n, donde

τ : eiA
τi // ⊕1≤i≤neiA // P.

Para cualquier p ∈ P , se puede comprobar que p =
∑

1≤i≤n pip
∗
i (p). Esto es el criterio de la

base dual, respeto de un módulo unitario finitamente generado y proyectivo. Consideramos
ahora el dual por la derecha P ∗ = HomA(P,A), se tiene pues

HomA(P,A)⊕ HomA(P ′, A) ∼= ⊕1≤i≤nHomA(eiA,A) ∼= ⊕1≤i≤nAei

lo que significa que P ∗ es un A–módulo unitario por la izquierda y finitamente generado
proyectivo. Utilizando el criterio de la base dual, se tiene para cualquier módulo QA, el
siguiente isomorfismo K–lineal

ξQ,P : Q⊗A P ∗ // HomA(P,Q)

q ⊗A σ � // [p 7→ qσ(p)]∑
i g(pi)⊗A p∗i g�oo

(A.5)

Finalmente, consideramos N un (A,B)–bimódulo unitario tal que AN es finitamente gen-
erado y proyectivo (B es otro K–anillo con unidades locales). Entonces ∗N es de manera
natural un (B,A)–bimódulo unitario. En efecto, escoge una base dual finita {ni, ∗ni}1≤i≤n
para AN y f ∈ Idemp(B) una unidad por la derecha del conjunto {ni}1≤i≤n, fijamos por
el momento ϕ ∈ ∗N , es fácil de ver que fϕ = ϕ; si escogemos, esta vez, e ∈ Idemp(A)
un unidad del conjunto {ϕ(ni)}1≤i≤n, está claro que ϕe = ϕ. Lo que implica que ∗N es un
(A,B)–bimódulo unitario. De otra parte, se sabe que ∗NA es un módulo unitario finita-
mente generado y proyectivo, entonces, según el isomorfismo natural ξ−,N de la ecuación
(A.5), −⊗AN es isomorfo a HomA(∗N,−). Por lo tanto, la adjunción asociada al bimódulo
unitario B

∗NA, implica que el funtor − ⊗A N : MA →MB es un adjunto por la derecha
del funtor −⊗B ∗N :MB →MA.

El siguiente resultado es una extensión de un resultado conocido en teoŕıa de anillos
unitarios, véase [92].

Proposición A.2.1. Sea ϕ : A → B un morfismo de K–anillos con unidades locales. Si
ϕ es sobreyectivo entonces ωA,B : X ⊗A Y → X ⊗B Y es un isomorfismo, para cualquier
pareja de módulos unitarios (XA, AY ).

A.3. Transformaciones naturales sobre módulos.

Fijamos A, B dos K-álgebras. Para cualquier pareja de A–bimódulo Q y B–bimódulo
T , se considera Q⊗K T como A⊗K B–bimódulo, v́ıa la siguiente bi-acción

(a⊗K b)q ⊗K t(a
′ ⊗K b

′) = aqa′ ⊗K btb
′. (A.6)
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De esta manera, Qo⊗K T es un Ao⊗K B–bimódulo, donde Qo es el Ao–módulo opuesto de
Q. Cualquier (A,B)–bimódulo M , debe de ser considerado como Ao ⊗K B–módulo por la
derecha con la acción

m(ao ⊗K b) = amb;

por el momento, Q⊗AM ⊗B T es un Ao⊗KB–módulo. Finalmente, para cualquier (A,B)–
bimódulo M , M ⊗Ao⊗KBQ

o⊗K T es, de esta manera, un Ao⊗KB–módulo. Con todas estas
notaciones, podemos enunciar

Lema A.3.1. Sean A y B dos K-álgebras y Q un A–bimódulo, T un B–bimódulo, entonces

Q⊗AM ⊗B T ∼= M ⊗Ao⊗KB Q
o ⊗K T,

como B–módulos por la derecha y para todo (A,B)–bimódulo M . Además este isomorfismo
es natural en M y en (Q, T ).

Demostración. Denotaremos por R := Ao ⊗K B, consideramos los siguientes funtores

Q⊗A −⊗B T :MR
∼= AMB →MB, −⊗R Qo ⊗K T :MR →MB.

Está claro que Q⊗AAo⊗KB⊗BT ∼= R⊗RQo⊗KT , v́ıa ξRR : q⊗Aao⊗Kb⊗B t 7→ (qa)o⊗Kbt,
donde Ao es considerado como A–módulo por la izquierda. Sea ahora f : RR → RR,
entonces

(f ⊗R Q⊗K T ) ◦ ξRR = ξRR ◦ (Q⊗A f ⊗B T ).

Como RR es un generador proyectivo de MR y el producto tensor conmuta con ĺımites
directos, el teorema de Mitchell [86], implica que existe una (única) extensión de de esta
transformación natural ξMR

: Q⊗AM⊗BT →M⊗RQo⊗KT , v́ıa ξMR
(q⊗Am⊗B t) = m⊗R

qo ⊗K t. Notemos que estas imágenes, mediante ξMR
, se deducen usando la representación

libre de cada sub-módulo ćıclico.

Sean C y D, respectivamente, un A–bimódulo y un B–bimódulo. Denotemos R :=
A⊗K B.

Lema A.3.2. Para cada pareja (MA, NB) ∈MA×MB, existe un morfismo de B–módulos
por la derecha

η(MA,NB) : M ⊗A C ⊗K N ⊗B D // (M ⊗K N)⊗R (C ⊗K D)

m⊗A c⊗K n⊗B d � // (m⊗K n)⊗R (c⊗K d),

y es de (A,B)–bimódulos si M ∈ AMA. Además

η(−,−) : −⊗A C ⊗K −⊗B D −→ (−⊗K −)⊗R (C ⊗K D)

es un isomorfismo natural.
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Demostración. Sabemos que A⊗AC⊗KB⊗BD ∼= R⊗R (C⊗KD), v́ıa a⊗A c⊗K b⊗B d 7→
(a ⊗K b).(c ⊗K d) = ac ⊗K bd; sea ahora (f, g) : (AA, BB) → (AA, BB) un morfismo en la
categoŕıa producto MA ×MB, es fácil pues de ver que

A⊗A C ⊗K B ⊗B D
f⊗AC⊗Kg⊗BD //

∼=
��

A⊗A C ⊗K B ⊗B D
∼=

��
(A⊗K B)⊗R (C ⊗K D)

(f⊗Kg)⊗R(C⊗KD)// (A⊗K B)⊗R (C ⊗K D)

es un diagrama conmutativo. Como (AA, BB) es un generador proyectivo de la categoŕıa
producto MA × MB y el producto tensor conmuta con ĺımites directos, el teorema de
Mitchell [86], implica la existencia (única) de un isomorfismo natural

η(−,−) : −⊗A C ⊗K −⊗B D −→ (−⊗K −)⊗R (C ⊗K D).

La forma de la imagen de cada elemento: η(M,N)(m⊗A c⊗K n⊗B d), se calcula utilizando
los morfismo (AA, BB)→ (mA,nB) y la naturalidad de η.

A.4. Funtores entre categoŕıas aditivas.

Funtores adjuntos. Sean A y B dos categoŕıa aditivas. Considere Ao la categoŕıa opuesta
de A y F : A → B, G : B → A dos funtores covariantes. Existen pues dos funtores

HomB(F (−),−) : Ao × B // Ab
(X, Y ) // HomB(F (X), Y )

y
HomA(−, G(−)) : Ao × B // Ab

(X, Y ) // HomA(X,G(Y ))

que actúan sobre los morfismos de manera canónica mediante la composición. Se dice que
F es adjunto por la izquierda de G (se denota por F a G), si existe un isomorfismo natural

HomB(F (X), Y )
ΦX,Y // HomA(X,G(Y ))

La unidad de la adjunción, es la transformación natural

η− = Φ−,F (−)(F (−)) : idA → GF (−).

La counidad de la adjunción, es la transformación natural

ξ− = Φ−1
G(−),−(G(−)) : FG(−)→ idB

El isomorfismo natural Φ−,− puede ser expresado mediante la unidad o la counidad. En
efecto, consider el morfismo (X, f) : (X,F (X))→ (X, Y ) en la categoŕıa producto Ao×B,
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la naturalidad de Φ−,−, implica que HomA(X, f) ◦ ΦX,F (X) = ΦX,Y ◦ HomB(F (X), f),
calculando la imagen de la identidad F (X), se tiene ΦX,Y (f) = G(f) ◦ ΦX,F (X)(F (X)), es
decir que

ΦX,Y (f) = G(f) ◦ ηX , para cualquier f ∈ HomB(F (X), Y ).

Esto implica, de otra parte, que dado g : X → G(Y ) un morfismo en A, existe un único
morfismo f : F (X)→ Y tal que G(f) ◦ ηX = g.
Rećıprocamente, sean F : A → B y G : B → A dos funtores tales que existen dos
transformaciones naturales

ξ : FG // idB , η : idA // GF

que satisfacen

ξF (−) ◦ F (η−) = F (−), y G(ξ−) ◦ ηG(−) = G(−).

Entonces existe un isomorfismo natural

ΦX,Y : HomB(F (X), Y ) // HomA(X,G(Y ))

f � // G(f) ◦ ηX

Consideramos ahora un diagrama

F (X) α //

δ
��

W

β

��
Y

γ // W ′

(A.7)

cualquiera en la categoŕıa B, se tiene pues el correspondiente diagrama en la categoŕıa A

X
ηX

##GGGGGGGGG

GF (X)
G(α) //

G(δ)
��

G(W )

G(β)
��

G(Y )
G(γ) // G(W ′)

(A.8)

Tenemos, entonces la siguiente propiedad. Si el diagrama (A.8) es conmutativo, entonces
el diagrama (A.7) es conmutativo. En efecto, la hipótesis hecha sobre el diagrama (A.8),
significa la siguiente ecuación

HomA(X,G(β)) ◦ ΦX,W (α) = HomA(X,G(γ)) ◦ ΦX,Y (δ) (A.9)
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De otra parte, tenemos

HomB(F (X), Y )
ΦX,Y //

h(F (X),γ) ))SSSSSSSSSSSSSSS
HomA(X,G(Y ))

h(X,G(γ))

))TTTTTTTTTTTTTTT

HomB(F (X),W ′)
ΦX,W ′ // HomA(X,G(W ′))

HomB(F (X),W )
ΦX,W //

h(F (X),β)

OO

HomA(X,G(W ))

h(X,G(β))

OO

donde el el rectángulo y el paralelogramo son conmutativos. Por lo tanto

ΦX,W ′ ◦ HomB(F (X), β)(α) = HomA(X,G(β)) ◦ ΦX,W (α)

= HomA(X,G(γ)) ◦ ΦX,Y (δ), usando (A.9)

= ΦX,W ′ ◦ HomB(F (X), γ)(δ)

como Φ−,− es un isomorfismo, entonces HomB(F (X), β)(α) = HomB(F (X), γ)(δ), lo que
significa que β ◦ α = γ ◦ δ, es decir que (A.7) es conmutativo.

En los siguientes paso vamos a recordar los resultados de [38], [69].
La categoŕıa de cotriples . Sea A una categoŕıa y F : A → A un funtor covariante junto

con dos transformaciones naturales δ : F → F ◦ F = F2 y ξ : F → idA. Se dice que
(F , δ, ξ) es un cotriple, si los siguientes diagramas de trasformaciones naturales

F δ //

δ
��

F2

δF
��

F2
F(δ) // F3

F δ //

δ
�� CCCCCCCC

CCCCCCCC F2

F(ξ)

��
F2

ξF // F

(A.10)

son conmutativos. Los morfismos de cotriples han sido definidos en [11], vamos a recorda
esta definición. Considere (F , δ, ξ) y (F ′, δ′, ξ′) dos cotriples sobre A, un morfismo de
cotriples

Φ : (F , δ, ξ) // (F ′, δ′, ξ′)

es una trasformación natural Φ : F → F ′, que satisface

F Φ //

δ

��

F ′

δ′

��

F2
%(Φ) // (F ′)2

F Φ //

ξ

��

F ′

ξ′

��
A A

donde %(Φ)− es una de las transformación natural del siguiente diagrama conmutativo

FF(−)
ΦF(−) //

F(Φ−)
��

F ′F ′(−)

F ′(Φ−)
��

FF ′
ΦF′(−) // F ′F ′.
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Cotriples inducidos y cogeneradores universales. Ejemplos de cotriples vienen dados
para cualquier adjunción F a G entre A y cualquier otra categoŕıa B. En efecto sean η y
ξ, respectivamente, la unidad y la counidad de la adjunción F a G, se tiene pues el funtor

FG : A → A, junto con, δ = F (ηG) : FG→ (FG)2, y ξ : FG→ idA

Ahora es fácil comprobar que (FG,F (ηG), ξ) satisfacen (A.10). El dual de un cotriple es
un triple; aśı un triple sobre A es (G, µ, η), donde G : A → A, µ : G2 → G, η : idA → G,
tal que (Go, µo, ηo) sea un cotriple sobre la categoŕıa dual Ao. Por supuesto que cualquier
adjunción F a G induce el triple (GF,G(ξ), η). Los morfismos de triples son igualmente
definidos.

Cualquier cotriple (FG, δ, ξ) que viene inducido por una adjunción F a G, se le llama
un cotriple inducido y (B, F a G) se le dice un cogenerador del cotriple. Vamos a analizar
el sentido contrario, es decir dada una categoŕıa A y un cotriple (F , δ, ξ) sobre A; ¿exis-
tirá alguna categoŕıa B y una adjunción F a G entre A y B, tal que (F , δ, ξ) sea inducido
por F a G?. La respuesta ha sido dada por H. Kleisli en [69]: Sea B la categoŕıa con objetos
los de A y con morfismos

HomB(X, Y ) = HomA(F(X), Y )

la identidad en cualquier objeto es definida por X = ξX : F(X) → X. Mientras la com-
posición, viene dada por

HomB(X, Y )× HomB(Y, Z) // HomB(X,Z)

(f, g) � // g ◦ F(f) ◦ δX

Finalmente, la adjunción que induce F , viene dada por el funtor

T : A // B
X // X
f � // f ◦ ξX

y el funtor

S : B // A
X // F(X)

g � // F(g) ◦ δX
Está claro que

HomA(S(X), Y ) = HomB(X,T (Y ))

luego (B, S a T ) induce F .
En lo que sigue, vamos a recordar de [38], la noción de un cogenerador universal . Un
cogenerador universal de un cotriple (F , δ, ξ) se constitue de una categoŕıa AF , llamada
categoŕıa del cogenerador universal , y una adjunción

SF : AF // A : TFoo
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tal que (B, SF a TF) induce (F , δ, ξ) y que satisface la siguiente propiedad universal. Para
cualquier otro cogenerador (B, S a T ) de (F , δ, ξ), existe un único funtor L : B → AF tal
que

L ◦ T = TF , y SF ◦ L = S

El teorema de Eilenberg-Moore [38, Theorem 2.2] garantiza y confirma la construction
de un cogenerador universal, que vamos a recordar en seguida. Considere AF la categoŕıa
cuyos objetos son pares de forma (X, dX), donde X es un objeto de A y dX : X → F(X)
es un morfismo en A, que satisface las siguientes propiedades

X
dX //

dX

��

F(X)

δX
��

F(X)
F(X) // F2(X)

X

X ""EEEEEEEEE
dX // F(X)

ξX
��
X

Un morfismo f : (X, dX) → (Y, dY ) en la categoŕıa AF es un morfismo f : X → Y en A
que satisface

X

dX

��

f
// Y

dY

��
F(X)

F(f) // F(Y )

Se puede ver que cualquier objeto X de A se le asocia un objeto (F(X), δX = dF(X)) en la
categoŕıa AF . Esto establece el funtor

TF : AF // A
X // F(X)

Si denotaremos por SF : AF → A el funtor del olvido, se tiene pues el isomorfismo natural

HomA(SF(X), Y ) HomAF (X,TF(Y ))

f � // F(f) ◦ dX

ξY ◦ g g�oo

Para comprobar la propiedad universal de (AF , SF a TF), considere (B, S a T ) un cogen-
erador cualquiera de (F , δ, ξ), escoge como funtor de factorización el siguiente funtor

L : B // AF

B //
(
S(B), dS(B) = S(ηB)

)
.
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co-Frobenius Hopf algebras, and quantum groups, J. of Algebra 200 (1998), 312–333.
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[22] T. Brzeziński and S. Majid, Coalgebra bundles, Commun. in Math. Phys. (1998),
no. 191, 467–492.

[23] S. Caenepeel, Galois corings from descent point of view, Fields Inst. Comm., por
aparecer.

[24] S. Caenepeel, E. De Groot, and G. Militaru, Frobenius functors of the second kind,
Commun. in Algebra 30 (2002), 5357–5389.

[25] S. Caenepeel, E. De Groot, and J. Vercruysse, Galois theory for comatrix corings:
Descent theory, Morita theory, Frobenius and separability properties, (2004), Preprint.

[26] S. Caenepeel and M. Iovanov, Comodules over semiperfect corings, Preprint, 2004.

[27] S. Caenepeel, G. Militaru, and S. Zhu, Doi-Hopf modules, Yetter-Drinfel’d modules
and Frobenius type properties, Trans. Amer. Math. Soc. 349 (1997), 4311–4342.

[28] , ”Frobenius and separable functors for generalized module categories and non-
linear equations”, Lecture Note in Math., vol. 1787, Springer-Verlag, 2002.

[29] S. Caenepeel, J. Vercruysse, and S. Wang, Morita theory for corings and cleft en-
twining structures, arXiv:math.RA/0206198v1,, J. of Algebra, por aparecer.

Coanillos y Categoŕıas de Comódulos.
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[53] J. Gómez-Torrecillas and A. Louly, Coseparable corings, Commun. in Algebra 31
(2003), no. 9, 4455–4471.
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bicomódulo de coeficientes, 60
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sub-categoŕıa generadora, 153
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