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Le Spectre Premier de Certaines
Algèbres Quantiques

Laiachi EL Kaoutit

Résumé

. Cette thèse entre dans le cadre de la théorie des anneaux associatifs unitaires non-

commutatifs. Les thèmes générales que traite le présent mémoire, ce concentre sur l’étude

des spectres premiers et primitifs par le calcul effectif de certains exemples ”quantiques”,

notamment l’algèbre de Weyl quantique A
(q,Λ)
n (k), les anneaux des coordonnées des es-

paces quantiques symplectique Oq(spk2×n) et Eucledian Oq(ok2×n), et aussi les algèbres

d’Heisenberg quantiques H ′
q2 et Hq2 .

Les trois premiers exemples forment partie d’une classe d’extension de Ore itérés,

notée ici par R
(C,Λ)
n (k), déduite d’une construction de D. A. Jordan et d’une itération

faite ultérieurement par S. Q. Oh. Cette classe fait partie des algèbres de type Poin-

caré.Birkhoff.Witt, étudiées largement par J. L. Bueso, J. Gómez-Torrecillas et F. J. Lo-

billo. Notre méthode consiste à combiner la stratification des spectres premiers donnée par

K. R. Goodearl et E. S. Letzter et les techniques d’algorithmes concernant ce dernier type

d’algèbre.

Les liens entre les points du spectre premier et la localisation (classique) en relation

avec les cliques associées, sont aussi étudiés. On calcule finalement les groupes des auto-

morphismes, l’algèbre de Lie des dérivations et les dimensions homologiques, de quelques

cas particuliers.
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Mes remerciements au Agencia Española de Cooperación International pour les bourses
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2.3.1 Les idéaux primitifs de A
(q,Λ)
n (k). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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Conventions

Dans cette thèse, tous les anneaux en considération sont associatifs unitaires, et tous
les sous-anneaux et les modules sont aussi unitaires. Un domaine signifie un domaine
d’intégrité pas nécessairement commutatif. Considérons un anneau R. Un idéal (i.e. bi-
latéral) engendré par un ensemble X, sera noté par 〈X〉. Pour un R–module à gauche (à
droite) RM (MR), on note par E(M) son enveloppe injective ; l’annulateur à gauche (à
droite) dans R de M sera noté par l.AnnR(M) (r.AnnR(M)). Par contre si I est un idéal
à droite, on note par AnnM(I) le sous-module de M annulateur de I. Un ideal premier
P de R, est un ideal strictement propre satisfaisant la propriété suivante : Si I, J sont
deux idéaux tels que IJ ⊆ P , alors I ⊆ P ou J ⊆ P . Le spectre premier d’un anneau
R, Spect(R), est l’ensemble des idéaux premiers, munie de la topologie usuelle de Zariski ;
les ouverts sont les sous-ensemble V (I) = {P ∈ Spect(R)|P ) I}, où I parcours l’en-
semble de tous les idéaux de R. Un idéal primitif (à gauche), c’est un idéal de la forme
P = l.AnnR(S), pour un R–module à gauche simple S. Tout idéal maximal est primitif,
et tout idéal primitif est premier. Les symboles Prim(R), Max(R) notent donc, respective-
ment, les sous-ensembles de Spect(R) des idéaux primitifs et maximaux. L’anneau R est dit
premier (primitif) si 0 est un ideal premier (primitif). Un idéal P de R est dit semi-premier
(semi-primitif) s’il est l’intersection des idéaux premiers (primitifs)

Le groupe des automorphismes et l’algèbre de Lie des dérivations de R, seront notés
respectivement par, Aut(R) et Der(R).

Si R est cette fois une k–algèbre, k désigne toujours un corps commutatif. Tous les
morphismes et les objects dans leur catégorie sont supposés k–linéaires et k–espaces vecto-
riels. Les dimensions globale, de Krull classique et de Gelfand-Kirillov, sont respectivement
référés par les abréviation gldim, ClK.dim et GKdim. L’abréviation ACC signifie la condi-
tion des châınes ascendentes dans un treillis.

Les lettres N, Z, R, Q et C, dénotent respectivement le monoide des nombres naturels,
l’anneau des entiers, le corps des nombres reels, le corps des nombres rationnels et le corps
des nombres complexes. Pour (n,m) ∈ N2, on note par Mn×m(Z) l’anneau des matrice
de n-lignes et m-colonnes a coefficients dans Z. Pour p ∈ N∗ = N \ {0}, on note par
Np = {1, · · · , p}. Finalement, on note par k× le groupe multiplicatif sous-jacent du corps
k et par cara(k) sa caractéristique.

vi



Introduction

T. J. Hodges et T. Levasseur ont décrit le spectre primitif de l’anneau des coordonnées
quantiques SL3 dans [44], puis celui de SLn dans [45]. Leurs résultats établissent une
connection entre les idéaux primitifs, l’action d’un tore algébrique et la géométrie de Pois-
son. Les preuves se basent essentiellement sur des calculs effectifs en rendant inversibles
les générateurs. Ultérieurement A. Joseph a généralisé ces travaux au cas des groupes
quantiques algébriques semisimples, [51]. Quelques années plus tard, Hodges et al [46],
ont étendu le travail de Joseph afin d’incluir certaines algèbres de déformation à multi-
paramètres.

Il est naturel et important de savoir comment les méthodes et les techniques de la
théorie précédente s’appliquent sur autres exemples d’algèbres, en particuliers ceux qui
viennent de l’études des groupes quantiques.

K. R. Goodearl et E. S. Letzter ont établi dans [41] des résultats parallèles sur le
spectre premier de certaine classe d’extension de Ore itéré sur un corps infini k de ca-
ractéristique quelconque. Cette classe contient plusieurs algèbres quantiques ; parmi eux
on trouve l’algèbre de Weyl quantique A

(q,Λ)
n (k), l’anneau des coordonnés de l’espace quan-

tique symplectique Oq(spk2×n) et l’anneau des coordonnés de l’espace quantique Eucledian
Oq(ok2×n). Ces exemples en été particulièrement étudiés par L. Rigal [73], M. Akhaviza-
degan et D. A. Jordan [2], et aussi par S. Q. Oh, [68], [67] et S. Q. Oh et C. G. Park,
[69].

L’idée centrale de [41], après la consideration d’un anneau R, consiste à donner un
groupe H agissant par des automorphismes d’anneaux sur R, ce qui donne raison aux
ensembles H–Spect(R) constitués par des idéaux H-premiers de R (si pour deux idéaux H-
stable I et J tels que IJ ⊆ P , alors I ⊆ P ou J ⊆ P ). La H–stratification du Spect(R), est
définie donc comme la réunion disjointe, indexée par cet ensemble, des stratum SpectJ(R)
formés par les idéaux premiers P tel que ∩h∈Hh(P ) = J :

Spect(R) =
⊎

J∈H−Spect(R)

SpectJ(R).

Dans le cas où H est un tore algébrique de k de rang fini, agissant cette fois rationnel-
lement sur un anneau noethérien R, chaque stratum SpectJ(R) correspondent a un idéal
complètement premier H-stable J de R, est homeomorphe au spectre premier d’un anneau
des polynômes de Laurent commutatif sur une extension du corps de base k.

vii



Introduction viii

Si de plus R est une extension de Ore de type [41, Section 4], les idéaux primitifs de R
correspondent aux éléments maximaux de chaque stratum.

Cette thèse analyse avec plus de détail et profondeur la stratification ”abstraite” du
spectre premier d’une classe d’extension de Ore itérée notée ici par R

(C,Λ)
n (k), introduite par

S. Q. Oh comme forme itérée de celle de D. A. Jordan, et qui forme partie du programme
de Goodearl-Letzter. Principalement on calcule les générateur de chaque idéal H-premier
en terme des ensembles admissibles, [65] ; aussi la dimension de chacun des anneaux des
polynômes de Laurent commutatifs qui apparaissent dans cette stratification ainsi leurs
générateurs pour les cas particuliers ci-dessus cités. Cela est possible après avoir effectuer
des bijections sur chaque membre de cette réunion. Un algorithme pour tester les idéaux
primitifs dans le cas algébriquement clos, est aussi donner grace à la résolution des systèmes
quantiques.

Comme application des résultats obtenus : Les idéaux premiers de hauteur un serviront,
dans certains exemple, pour calculer le groupe des automorphismes. On classifie aussi toutes
les cliques des idéaux premiers de R

(C,Λ)
n (k) sous forme des orbites d’une opération ”local”

(i.e. sur chaque stratum) d’un groupe bien déterminé ; en se basant sur les travaux de K. A.
Brown et K. R. Goodearl [10] et leurs modification réalisé par M. Akhavizadegan [1]. Les

questions de localisabilité (classique) concernant les sous ensembles de Spect(R
(C,Λ)
n (k)),

sont partiellement traités. On donne une autre application sur la résolution injective mi-
nimale et les propriétés de son dernier terme, en utilisant les résultats de [56], [31]. Enfin
on prouve une inégalité de type ”Bernstein” sur une localisation simple de Oq(spk2×n).

Les algèbres H ′
q2 et Hq2 , introduites par E. E. Kirkman et L. W. Small [53], sont aussi

analysés, mais d’un point de vue plus different du cas précèdent et très ressemblant au
travaux de M. P. Malliavin [57], [58].

Les resultas originaux de cette thèse sont essentiellement ceux qui se trouvent dans les
chapitres 2, 3, 4 et 5. Les resultas du chapitre 6 sont inspiré de [74] mais ils sont démontrés
par des méthodes légèrement différentes.



Chapitre 1

Généralités sur les Anneaux
non-commutatifs.

Introduction

Ce chapitre represente un rassemblements adapté de divers notions de base, données
brièvement ou avec détails, qu’on a vue indispensables pour décrire les resultas cités dans les
prochains chapitres. Pour les concepts standards et théoriques sur la théorie des anneaux,

nôtres références sont [62], [48] et [42]. La référence [17] sera notre source des méthodes et
algorithmes computational.

1.1 L’anneau des fractions (à droite).

Soit X un sous ensemble d’un anneau R. La localisation par rapport à X, dans son
terme général, consiste de rendre inversible les éléments de X, même ailleurs de R. Malheu-
reusement se procédé n’est pas toujours possible. Par contre, d’après les coures d’algèbre
élémentaire, on sait que tout domaine d’intégrité s’injecte dans son corps des fractions (ici
X = R), par exemple, l’anneau des entiers naturales Z s’injecte dans son corps des nombres
rationnels Q.

Le problème d’injection d’un domaine d’intégrité non commutative R dans un anneau
de division D, a été généralisé par Ore [70] en 1930, où chaque élément de D est écrit
sous forme rx−1, r, x ∈ R avec x 6= 0. Comme un élément de la forme y−1s appartient
à D, il doit être de la même forme i.e. rx−1 = y−1s. Son effort été de construir D et de
d’écrire chacun de ces éléments comme multiple commun à droite, après l’établissement de
certaines conditions nécessaires et suffisantes.

Dans cette section on donne un rappel et quelques propriétés élémentaires de l’anneau
des fractions.

1



Chapitre.1 Généralités... 2

Définition 1.1.1. [42, page, 143]. Un ensemble multiplicatif d’un anneau R est un sous-

ensemble X ⊆ R tel que 1 ∈ X et que X est stable par multiplication (i.e x, x′ ∈ X ⇒
xx′ ∈ X). L’anneau des fraction à droite de R par rapport à X est un homomorphisme

d’anneau φ : R→ S tel que

(i) φ(x) est inversible dans S, pour tout x ∈ X,

(ii) tout élément de S s’écrit sous forme : φ(r)φ(x)−1, r ∈ R et x ∈ X.

(iii) ker (φ) = {r ∈ R| rx = 0, pour certain x ∈ X}.
On dit que S est un anneau des fractions de R par rapport à X, et tout élément de S

s’écrit sous forme r.x−1, x ∈ X, r ∈ R. On note cet anneau par S := R.X−1.

Définition 1.1.2. Un ensemble multiplicatif X d’un anneau R est dit ensemble de Ore à

droite si rX ∩xR 6= ∅, pour tout r ∈ R, x ∈ X ; et il est dit reversible à droite si pour tout

r ∈ R, x ∈ X avec xr = 0, il existe x′ ∈ X tel que rx′ = 0. Un ensemble dénominateur

à droite de R est un ensemble de Ore et reversible à droite. Les ensembles dénominateurs

à gauche sont définis symétriquement. Un ensemble dénominateur de R est un ensemble

dénominateur à gauche et à droite.

Lemme 1.1.3. Un ensemble multiplicatif engendré 1 par une famille d’ensembles de Ore

à droite d’un anneau R, est aussi un ensemble de Ore à droite.

Démonstration. Soit M un ensemble multiplicatif engendré par un sous-ensemble E. Le

lemme devient évident si on établit l’implication suivante : eR∩ rM 6= ∅, pour tout couple

(r, e) ∈ R × E implique que mR ∩ rM 6= ∅, pour tout couple (r,m) ∈ R × M . Soit

(r,m) ∈ R × M , on procède par récurrence sur la longueur de m, comme produit des

éléments de E, m = ex avec e ∈ E et x ∈ M est de longueur inférieure à celle de m. Par

hypothèse, er′ = rx′, pour certains r′ ∈ R, x′ ∈ M . L’hypothèse de récurrence entrâıne

donc que r′m′ = xr′′, pour certains m′ ∈ M, r′′ ∈ R. D’où, er′m′ = exr′′ = mr′′ = rx′,

c’est à dire que mR ∩ rM 6= ∅.

Proposition 1.1.4. Soit X un ensemble de Ore à droite d’un anneau R. Si R possède la

propriété ACC sur les annulateurs à droite des éléments, alors X est reversible à droite.

Démonstration. Voir [42, Proposition 9.9].

Théorème 1.1.5. Soit X un ensemble multiplicatif d’un anneau R. L’anneau des fraction

R.X−1 existe si est seulement si X est un ensemble dénominateur à droite.

L’anneau des fraction par rapport un ensemble multiplicatif s’il existe il est unique à un

isomorphisme près.

1Un ensemble multiplicatif M engendré par un ensemble E, est défini par M = {ek1
1 · · · ekn

n | ei ∈
E, n, k1, · · · , kn ∈ N}.



Chapitre.1 Généralités... 3

Démonstration. Voir [42, Theorem 9.7] et [48, 1.1.1].

La connection entre le treillis des idéaux de R et celui de R.X−1 est donnée par les
deux resultas suivants.

Définition 1.1.6. Soit X un ensemble dénominateur à droite d’un anneau R et soit J un

idéal à gauche de R.X−1, l’ensemble {r ∈ R| r.1−1 ∈ J} = J c est appelé la contraction de

J sur R. Inversement, soit I un idéal à gauche de R, l’ensemble Ie = {rx−1| r ∈ I, x ∈ X}
est dit l’extension de I à R.X−1.

Théorème 1.1.7. Soit X un ensemble dénominateur à droite d’un anneau R et soit R.X−1

l’anneau des fraction associé. Supposons que R.X−1 est noethérien à droite. Alors, si I un

idéal de R, Ie est aussi un idéal de R.X−1.

Démonstration. Voir [42, Theorem 9.20].

Théorème 1.1.8. Soit X un ensemble dénominateur à droite d’un anneau noethérien à

droite R. Alors R.X−1 est aussi noethérien à droite ; de plus la contraction et l’exten-

sion établissent une bijection entre l’ensemble des idéaux premiers de R disjoints à X et

l’ensemble des idéaux premiers de R.X−1.

Démonstration. Voir [42, Theorems 9.17, 9.22].

1.2 Localisabilité et la condition de second niveau forte.

Il est bien connue que si R est un anneau commutatif et P ∈ Spect(R). Alors l’anneau
des fractions par rapport à l’ensemble X = R \ P existe, voir par exemple [76, 5.20]. Cela
n’est pas toujours vrai dans le cas non commutatif, où il y a des obstacles qui évitent la
localisation et qui s’appellent les liens.

Le concept des liens a été apparus originalement dans les travaux de Jategaonkar [48]
concernant la localisation sur les anneaux noethériens. Dans cette section on va essayer de
rappeler la connection existant entre ce concept et la localisation.

Un élément r d’un anneau R est dit régulier à gauche si xr = 0 entrâıne x = 0 ; la
notion régulier à droite se définie par symétrie. Un élément régulier est un élément régulier
à droite et à gauche. L’ensemble de tout les éléments réguliers de R, sera noté par CR(0)
où tout simplement C(0) s’il n’y a aucune confusion. Si I est un idéal de R, on note

C(I) = {r ∈ R| r + I est régulier dans R/I}.

Définition 1.2.1. Un idéal I d’un anneau R est dit localisable à droite si C(I) est un

ensemble dénominateur à droite de R. On dit que I est localisable si C(I) est un ensemble

dénominateur à droite et à gauche.



Chapitre.1 Généralités... 4

Pour les définitions suivantes, on suit la terminologie de [42]

Définition 1.2.2. Soit R un anneau noethérien et P,Q deux idéaux premiers de R. On

dit qu’il existe un lien de P vers Q, ou P est lié à Q, et on écrit P  Q, s’il existe un idéal

I de R tel que PQ ⊆ I ( P ∩Q, avec (P ∩Q)/I est de torsion libre comme (R/P )–module

à gauche et comme (R/Q)–module à droite. Un lien de type P  P est dit trivial. Le

bimodule de liaison entre P et Q est le (R/P − R/Q)–bimodule (P ∩Q)/I. Un ensemble

X de Spect(R) est dit de lien-fermé à gauche si pour tout P ∈ X et Q P , on a Q ∈ X ;

la notion du lien fermé à droite est définie par symétrie. Un ensemble est lien-fermé s’il est

lien-fermé à gauche et à droite.

Ceci détermine un graphe dans Spect(R) et la clique d’un idéal premier P est la com-

posante connexe de ce graphe qui contient P , on l’a note par clique(P ). C’est donc le plus

petit sous ensemble de lien-fermé de Spect(R) contenant P .

1.2.3. Si P et Q sont deux idéaux maximaux d’un anneau noethérien R tel que R/P et

R/Q soient Artiniens. Alors l’unique condition pour qu’il existe un lien P  Q, est que

P ∩Q 6= PQ, voir [42, p. 178].

Proposition 1.2.4. Soit P et Q deux idéaux premiers d’un anneau noethérien R, tel que

P  Q. Alors si C est un ensemble de Ore à droite de R et que C ⊆ C(Q), on a C ⊆ C(P ).

Démonstration. Voir [77, p. 261]

Cette dernière proposition nous conduit donc à la définition des ensembles suivants.
Soit R un anneau noethérienn et X ⊆ Spect(R), on note :

CR(X) =
⋂

P∈X

C(P ).

Les deux lemmes suivants montrent que les liens se conservent par la localisation et les
automorphismes d’anneaux.

Lemme 1.2.5. Soit C un ensemble de Ore à droite d’un anneau noethérien R, et soit P,Q

deux idéaux premiers de R disjoints à C. Alors

P e  Qe dans Spect(R.C−1) si et seulement si P  Q dans Spect(R).

Démonstration. Voir [77, Lemma 2.11].

Lemme 1.2.6. Soit R un anneau noethérien, P et Q deux idéaux premiers de R tels que

P  Q. Alors σ(P ) σ(Q), pour tout automorphisme d’anneau σ de R.
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Démonstration. Il est trivial que le (R/σ(P )−R/σ(Q))–bimodule (σ(P ) ∩ σ(Q)/σ(I)) est

un bimodule de liaison entre σ(P ) et σ(Q).

Lemme 1.2.7. Soit R un anneau noethérien semi-premier et Q un idéal premier minimal

de R. Alors il n’existe aucun idéal premier P de R avec la propriété P  Q ou Q P .

Démonstration. Voir [42, Lemma 11.17].

Maintenant, on passe à rappeler le lemme principal de Jategaonkar, ainsi la notion de
la condition de second niveau forte ; pour celà on a besoin de certaines définitions.

Définition 1.2.8. Soit M un R–module à droite, M est dit fidèlement fidèle si tout les

R–sous-modules non nuls de M sont fidèle (i.e. d’annulateur nul).

Un annulateur premier de M est un idéal premier P de R qu’est l’annulateur d’un certain

sous-module non nul de M . Un premier associé de M est un annulateur premier P =

AnnR(N), N est un sous-module non nul de M ; tel que N soit fidèlement fidèle comme

(R/P )–module à droite.

Soit M un R–module à droite non nul. Un sous-module N de M est dit affilié si

N = AnnM(P ), dont P est un idéal maximal parmi tous les annulateurs des sous-modules

de M . Une suite affiliér de M est une suite des sous-modules non nul de M de la forme

0 = M0 (M1 ( · · · (Mn = M (1.1)

où Mi/Mi−1 est un sous-module affilié de M/Mi−1, pour tout 1 6 i 6 n. Dans ce cas la

suite des idéaux P1, · · · , Pn où Pi = AnnR(Mi/Mi−1) est dit la suite affiliée des idéaux

premiers de M associé a la suite affiliée (1.1).

Théorème 1.2.9. [48] Soit R un anneau noethérien et M un R–module à droite avec

une suite affiliée 0 ( U ( M et la suite affiliée des premiers associés Q,P , tel que U est

essentiel dans M . Soit M ′ un sous-module de M contenant proprement à U , tel que l’idéal

I = AnnR(M ′) soit maximal parmi les annulateurs des sous-modules de M qui contiennent

proprement U . Alors exactement l’une des condition alternatives est vraie :

(i) P ( Q et M ′P = 0. Dans ce cas M ′ et M ′/U sont fidèles et de torsion comme

(R/P )–modules à droite.

(ii) P  Q et (P ∩ Q)/I est un bimodule du liaison entre P et Q. Dans ce cas, si U

est de torsion-libre comme (R/Q)–module à droite, on a M ′/U est de torsion-libre

comme (R/P )–module à droite.

Démonstration. Voir [42, Theorem 11.1].
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Définition 1.2.10. Soit R un anneau noethérien et P ∈ Spect(R). Alors P est dit satisfait

la condition de seconde niveau forte à droite, si sous les hypothèses du théorème 1.2.9 la

condition (i) ne peut être jamais vrai. Si de plus U est de torsion-libre comme (R/Q)–

module à droite, on dit que P satisfait la condition de seconde niveau à droite. L’anneau

R satisfait la condition de seconde niveau forte à droite (la condition de seconde niveau à

droite), si tout élément de Spect(R) satisfait cette condition. Les définitions à gauche sont

similaires. Finalement, R est dit satisfait la condition de seconde niveau, s’il satisfait cette

condition à droite et à gauche.

Proposition 1.2.11. Soit R un anneau noethérien satisfaisant la condition de second

niveau et P un idéal premier de R non minimal. Alors il existe un lien Q  P dans

Spect(R).

Démonstration. Par hypothèse il existe P0 un idéal premier minimal tel que P0 ( P . Il est

clair donc que tout lien de la forme Q/P0  P/P0 dans Spect(R/P0), donne lieu à un lien

Q P dans Spect(R). D’où sans pert de généralité, on peut supposer que R est premier

et que P 6= 0. Soit E = E ((R/P )R) (E est non nul), d’après [42, Lemma 12.9], E est

un R-module à droite fidèle ; et par suite E1 = l.AnnE(P ) est un sous-module propre de

E. Notons que E1 est un (R/P )-module à droite libre de torsion. Choisir un sous-module

affilié E2/E1 de E/E1 avec premier affilié Q. Or R satisfait la condition de second niveau,

on conclue donc, par le théorème 1.2.9.

1.2.12. ([1, 6.2.14] et [10]). Soit I un idéal polynormal (voir la section suivante pour la

définition) d’un anneau R avec une suite normalisante des générateurs x1, · · · , xm tel que

chaque xj est αj-normal modulo Ij−1, où Ij−1 = 〈x1, · · · , xj−1〉 et αj ∈ Aut(R/Ij−1),

1 ≤ j ≤ m. C’est à dire que xjr = αj(r)xj, modulo l’idéal Ij−1, pour tout r ∈ R.

Lemme. Soit P  Q un lien des idéaux premiers dans un anneau noethérien R et soit I

un idéal polynormal de R contenu dans P ∩Q avec une suite normalisante des générateurs,

x1, · · · , xm tel que chaque xj est αj-normal modulo Ij−1 = 〈x1, · · · , xj−1〉. Alors ou bien

P/I  Q/I ou bien P/Ij−1 = αj(Q/Ij−1), pour un certain j.

Démonstration. Comme P  Q, il existe un idéal J de R tel que PQ ⊆ J ( P ∩ Q et

(P ∩Q)/J est le bimodule de liaison entre P et Q. Si I ⊆ J , alors ((P/I) ∩ (Q/I))/(J/I)

est un bimodule de liaison entre P/I et Q/I, et alors P/I  Q/I. Supposons que I * J

et soit donc le plus petit indice j tel que xj /∈ J . Alors x = xj + J est un élément non

nul αj-normal appartenant au bimodule (P ∩ Q)/J pour certain αj ∈ Aut(R/Ij−1). Le

lemma sera établit si on arrive à prouver que Q/Ij−1 = r.AnnR/Ij−1
(x(R/Ij−1)) et P/Ij−1 =

l.AnnR/Ij−1
((R/Ij−1)x), car (xj +J)(r+Ij−1) = 0 si et seulement si (αj(r+Ij−1))(xj +J) =

0, i.e. l.AnnR/Ij−1
(x) = αj(r.AnnR/Ij−1

(x)) ou bien P/Ij−1 = αj(Q/Ij−1). Comme PRxj ⊂
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J , P/Ij−1 ⊂ l.AnnR/Ij−1
((R/Ij−1)x) ; soit B/Ij−1 = l.AnnR/Ij−1

((R/Ij−1)x), supposons

que P ( B. Il est clair que B/P est un idéal non nul dans un anneau noethérien, qui

est essentiel comme idéal à droite. D’après [42, Proposition 5.9], il existe b ∈ B ∩ C(P ),

c’est à dire que (b+ P )(xj + J) = 0. Mais (P ∩Q)/J est un R/P -module de torsion-libre,

b + P est régulier et xj + J 6= 0, ceci est une contradiction. De même on montre que

Q/Ij−1 = r.AnnR/Ij−1
(x(R/Ij−1)). Ce qui achève la preuve.

Corollaire 1.2.13. Soit R un anneau noethérien satisfaisant la condition de second niveau

et I un idéal polynormal dans R avec une suite normalisante des générateurs, x1, · · · , xm

tel que chaque xj est αj-normal modulo Ij−1 = 〈x1, · · · , xj−1〉, où αj ∈ Aut(R/Ij−1).

Soit K un sous-ensemble de Spect(R) lien-fermé. Supposons que K satisfait les hypothèses

suivantes

(a) Chaque K ∈ K contient I,

(b) la clique de K/I dans Spect(R/I) est un singleton, pour chaque K ∈ K,

(c) chaque K ∈ K est stable par les α1, · · · , αm. (i.e. K/Ij−1 est αj-stable dans R/Ij−1)

Si P  Q est un lien entre deux idéaux premiers distinct dans K, alors il existe un indice j

tel que P/Ij−1 = αj(Q/Ij−1) et tel que αj(K/Ij−1) K/Ij−1, pour tout K ∈ K contenant

Q.

Démonstration. Voir [1, 6.2.17].

Théorème 1.2.14. Soit R un anneau noethérien satisfaisant la condition de seconde ni-

veau, et soit P,Q ∈ Spect(R) qui appartiennent au même clique. Alors

Clk.dim(R/P ) = Clk.dim(R/Q).

En particulier, si P 6= Q, on a P et Q sont incomparables.

Démonstration. Voir [48, Theorem 8.2.9]

Corollaire 1.2.15. Soit R un anneau noethérien satisfaisant la condition de seconde ni-

veau et P,Q sont deux idéaux premiers de R. Alors P  Q si et seulement si (P ∩Q)/PQ

est fidèle comme (R/P )–module à gauche et comme (R/Q)–module à droite.

Démonstration. Voir [35, Corollary 1.4].

Définition 1.2.16. Soit R un anneau noethérien et X ⊆ Spect(R).

(1) On dit que X est un ensemble localisable à droite si CR(X) = ∩P∈XC(P ) est un en-

semble dénominateur à droite de R, on note dans ce cas par RX l’anneau des fractions

associé. Si de plus RX satisfait les propriétés suivantes
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(i) RX/P.RX est simple artinian, pour tout P ∈ X,

(ii) Les idéaux P.RX , P ∈ X, sont les seuls idéaux primitifs de RX ,

(iii) E(SRX
) est réunion de son socle série 2, pour tout module simple SRX

.

On dit alors queX est classiquement localisable à droite. Même définitions peuvent être

donner à gauche. L’ensemble X est dit classiquement localisable s’il est classiquement

localisable à gauche et à droite.

(2) On dit que X satisfait la condition de second niveaux à droite si tout P ∈ X satisfait

cette condition ; on dit que X satisfait la condition d’incomparabilité s’ils n’existent pas

Q,P ∈ X tels que Q ( P . On dit que X satisfait la condition d’intersection à droite,

si pour tout idéal à droite I de R tel que I ∩C(P ) 6= ∅, pour tout P ∈ X, entrâıne que

I ∩ C(X) 6= ∅. Par symétrie on donne les définitions à gauche ; si on n’énonce pas le

mots à droite ni à gauche à la fin de l’une des définitions précédentes, cela signifie que

la propriété est satisfaite à gauche et à droite.

Théorème 1.2.17. Soit R un anneau noethérien et X ⊂ Spect(R). Alors X est classi-

quement localisable à droite si et seulement si

(i) X est lien-fermé à droite,

(ii) X satisfait la condition de second niveau à droite,

(iii) X satisfait la condition d’intersection à droite,

(iv) X satisfait la condition d’incomparabilité.

Démonstration. Voir [48, Theorem 7.1.5].

Corollaire 1.2.18. Soit R un anneau noethérien et X une clique dans Spect(R). Alors X

est classiquement localisable si et seulement si X satisfait la condition d’intersection et la

condition de second niveau.

Démonstration. Le corollaire est une consequence des théorèmes 1.2.14 et 1.2.17.

Maintenant, on passe à rappeler la notion d’un idéal semi-premier localisable dans un
anneau noethérien, pour plus de détails on renvoie le lecteur à [48, 3.2].

Soit R un anneau noethérien et P un idéal semi-premier de R. On note, comme d’ha-
bitude,

CR(P ) = {r ∈ R| r + P est régulier dans R/P};

on dit donc que P est localisable (à droite) si et seulement si CR(P ) est un ensemble de
Ore (à droite). La localisation (à droite) de R par l’idéal semi-premier localisable (à droite)
P est définie comme l’anneau des fractions (à droite) de R associé à l’ensemble de Ore (à

2Rappelons que le socle série {socn(M)}n≥0 d’un module M est définie par récurrence en posant
soc0(M) = 0 et en prenant pour socn+1(M) l’image inverse dans M du socle de M/socn(M), ∀n ≥ 0.
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droite) CR(P ), qu’on note RP . Si de plus l’anneau semi-local RP est classique (à droite) 3,
on dit que P est un idéal semi-premier classiquement localisable (à droite).

La proposition suivante donne une connection transparente entre la notion d’idéaux
semi-premiers classiquement localisables et celle des ensembles classiquement localisables :

Proposition 1.2.19. Un idéal semi-premier dans un anneau noethérien (à droite) R est

classiquement localisable (à droite) si et seulement si l’ensemble de ces idéaux premiers

associés 4 est classiquement localisable (à droite)

Démonstration. Voir [48, Proposition 7.1.1].

Théorème 1.2.20. Soit R un anneaux noethérien satisfaisant la condition de second ni-

veaux (à droite) et P un idéal semi-premier de R. Alors P est classiquement localisable (à

droite) si et seulement si l’ensemble des idéaux premier minimal sur P est lien-fermé (à

droite).

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 1.2.19 et le théorème 1.2.17, voir

aussi [42, Theorem 12.21].

1.3 Les séparations normale et Artin-Rees.

Comme on a vu avant, la condition de second niveau forte aide beaucoup a résoudre les
problèmes de localisabilité ; mais la vérification de celle ci est aussi un autre problème qui
se presente. Cette section rappel comment la séparation normale à travers de la séparation
de Artin-Rees, dans le spectre premier d’un anneau noethérien, implique cette condition.

Un élément u ∈ R est dit normal si uR = Ru, ( tout élément central est normal). Si R
est intègre et u 6= 0 est un élément normal de R, alors il existe un automorphisme d’anneau
de R, γ défini par ur = γ(r)u, pour tout r ∈ R ; γ est dit l’automorphisme associé à u, et
dans ce cas u est dit γ–normal. Voici un résultat très important sur la hauteur de certain
idéaux premiers

1.3.1. (Le théorème de l’idéal principal) Soit P un idéal premier d’un anneau R, la hauteur

de P est la plus grande longueur des châınes saturées des idéaux premiers contenus dans

P 5, ou l’infinie s’il y a des châınes non bornée. On note par haut(P ) la hauteur de P .

Naturellement, il se peut qu’il y on’ a deux châınes saturées de différente longueur enter

deux idéaux embôıtés. Si cela n’ait jamais vrai dans R, on dit alors que R est un anneau

caténaire.

3Un anneau semi-local R (i.e R/J(R) est semi-simple), est dit classique (à droite) si E(R/J(R))R est
réunion de son socle série.

4Les idéaux premiers associés à un idéal semi-premier P d’un anneaux noethérien à droite, sont les
uniques idéaux premiers P1, · · · , Pn tels que chaque Pi soit minimal sur P et que P = ∩1≤i≤nPi.

5C’est à dire des châınes des idéaux premiers de la forme P0 ( · · · ( Pk ( · · · ( P .
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Théorème. Soit R un anneau noethérien à droite et r ∈ R un élément normal non inver-

sible et P un idéal premier minimal sur rR. Alors haut(P ) ≤ 1

Démonstration. Voir [62, Theorem 4.1.11].

Une suite des éléments x1, · · · , xn de R est dite normalisante (resp. centralisante) si
x1 est normal (resp. central) dans R et pour tout 1 < i 6 n, xi est normal (resp. cen-
tral) modulo l’idéal 〈x1, · · · , xi−1〉. Un idéal engendré par une suite normalisante (resp.
centralisante) est dit polynormal (resp. polycentral).

Un anneau noethérien R est dit polycentral, si tout idéal de R est polycentral.
Un idéal I d’un anneau R est dit satisfait la propriété de Atin-Rees (en abréviation

AR-propriété) à gauche, si pour tout idéal à gauche L de R, il existera un entier positive
n tel que L ∩ In ⊆ I.L. Cela est équivalent à la condition suivante : Tout R–module à
gauche de type fini contenant un sous-module essentiel annulé par I, doit être annuler par
une puissance de I. La AR-propriété à droite est définie par symétrie. Un AR-idéal de R
est un idéal qui satisfait la AR-propriété à gauche et à droite.

Théorème 1.3.2. Soit R un anneau noethérien à droite, I un idéal de R engendré par un

élément normal. Alors I satisfait la AR-propriété à droite.

Pour un idéal I de type fini le résultat est le suivant :

Théorème 1.3.3. Soit R un anneau noethérien à droite.

(i) Soit I un idéal de R engendré par une suite normalizante x1, · · · , xn tel que x1I = Ix1

et que

xjI +

j−1∑
i=1

xiR = Ixj +

j−1∑
i=1

xiR, pour tout j > 1.

Alors I satisfait la AR-propriété à droite.

(ii) En particulier, tout idéal polycentral satisfait la AR-propriété à droite.

Démonstration. [62, Theorem 4.2.7].

Définition 1.3.4. Soit R un anneau. On dit que R satisfait la séparation normale, ou bien

Spect(R) possède la séparation normale, si pour toute châıne P ⊂ Q, d’idéaux premiers ;

il existe r ∈ Q \ P tel que r soit normale modulo P . On dit que Spect(R) possède la

séparation de Artin-Rees (en abréviation AR-séparation) s’il existe un AR-idéal I non nul

de R/P contenu dans Q/P .

D’après le théorème 1.3.2, on déduit que la séparation normale dans les anneaux
noethériens entrâıne la AR-séparation. Le lemme suivant donne une relation entre la
séparation normale est la condition de seconde niveau forte :
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Lemme 1.3.5. Soit R un anneau noethérien. Si Spect(R) possède la séparation normale ;

alors R satisfait la condition de second niveau forte.

Démonstration. Voir [42, Lemma 11.14].

Proposition 1.3.6. Soit I un idéal d’un anneau noethérien R et P , Q deux idéaux pre-

miers de R avec P  Q. Alors, si I ≤ P et I satisfait la propriété de Artin-Rees à gauche,

on a I ≤ Q. Mais, si I ≤ Q et I satisfait la propriété de Artin-Rees à droite, on a I ≤ P .

Démonstration. Soit J l’idéal associé au lien P  Q, on a donc PQ ≤ J et l.AnnR((Q ∩
P )/J) = P . La propriété de Artin-Rees à gauche implique que (Q∩P )In ≤ I(Q∩P ), pour

un certain entier positif n. Alors

In(Q ∩ P ) ≤ Q ∩ P ∩ In ≤ I(Q ∩ P ) ≤ PQ ≤ J,

d’où In ≤ lAnnR((Q ∩ P )/J) = Q, ce qui entrâıne que I ≤ Q. On démontre la dernière

assertion par symétrie.

Un anneau R noethérien (à droite) est dit AR-anneau (à droite), si chacun de ses
idéaux est un AR-idéal (à droite). Par exemple tout anneau noethérien polycentral est un
AR-anneau.

La proposition 1.3.6 implique clairement le corollaire suivant :

Corollaire 1.3.7. Le spectre premier d’un AR-anneau n’a pas de lien non-trivial.

Démonstration. Voir [48, Corollary 5.3.11].

1.3.8. Soit P un idéal semi-premier d’un anneau noethérien (à droite) R ; on dit que P est

stable si et seulement si, étant donné un lien Q Q′ dans Spec(R), Q est premier associé

à P si et seulement si Q′ l’est aussi. La proposition suivante est la Proposition 7.3.13 de

[48]

Proposition. Dans un anneau noethérien, un idéal premier satisfaisant la propriété de

Artin-Rees est classiquement localisable si et seulement si il est stable.

1.4 Les actions rationnelles sur les k–algèbres.

Les actions des groupes algébriques sur certaines k–algèbres jouent un rôle important
dans la stratification de leurs spectres premiers, voir la prochaine section. Ce concept mérite
donc un rappel, qu’on donne sous forme de cette petite section.

Soit k un corps commutatif algébriquement clos. Suivant [71], considérons R une k–
algèbre et H un groupe. Une action de H sur R est un morphisme de groupe

Φ : H −→ Autk(R),
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dans ce cas on dit qu’on a une H–action sur R.
Soit maintenant H un groupe algébrique défini sur k, une H–action sur R est dite

rationnelle si pour tout élément x ∈ R il existe un sous-espace vectoriel V de R de di-
mension finie et H-stable 6 contenant x tel que la restriction de l’action de H à V induit
un morphisme de groupe algébrique de H vers GLdim(V )(V ). C’est à dire que R est limite
directe de ces espace vectoriel. La condition de rationalité donne une certaine ”graduation”
sur R ; c’est à dire que tout élément de R est somme finie d’éléments homogènes au sens
suivant : Un élément x ∈ R non nul est dit homogène s’il existe un caractère algébrique
(i.e morphisme de groupe algébrique) χ : H → k× tel que h.x = χ(h).x, pour tout h ∈ H.

Soit R une k–algèbre, avec k non nécessairement algébriquement clos, mais un corps
infini ; supposons qu’il existe une H–action sur R et que H soit un tore algébrique de
dimension n sur k, i.e. H = (k×)n. Alors d’après [43, 5.1] où [40, 6.1], si H agit rationnel-

lement sur R, celui là admet une Ĥ–graduation, où Ĥ est le groupe des caractères de H :
R = ⊕x∈ bHRx dont Rx = {r ∈ R| h.r = x(h)r,∀h ∈ H}. Inversement, toute Zn–graduation
de R est donnée par une action rationnelle d’un tore algébrique de dimension n sur k, voir
[71, p. 784]. Dans le reste de ce travail on adopte la définition suivante

Définition 1.4.1. Soit k un corps infinie, R une k–algèbre etH = (k×)n un tore algébrique

sur k. On dit qu’il y a une H–action rationnelle sur R si et seulement si R = ⊕x∈ZnRx

(x(h) = hm1
1 · · ·hmn

n , (m1, · · · ,mn) ∈ Zn) est une Zn–graduation.

1.5 La H–stratification du spectre premier.

Ici on rappel la stratification du spectre premier d’un anneau admettant une action,
sous forme des automorphismes, d’un groupe abélien. Celle ci est une réunion disjointe de
ce spectre, indexé par les idéaux premiers qui sont stables sous la dite action.

Soit H un groupe agissant comme automorphisme sur un anneau R. Un idéal propre
et H–stables J de R, est dit H–premier , si pour tout K,L deux idéaux H–stable de R
tels que K.L ⊆ J , on a K ⊆ J ou L ⊆ J . L’ensemble des idéaux H–premiers de R, sera
noté par H − Spect(R). Pour tout idéal I de R, on considère H(I) l’intersection de tout
les éléments de l’orbite de I, c’est à dire

H(I) =
⋂
h∈H

h(I).

C’est donc le plus grand idéal H–stable inclus dans I. Remarquons que si P est un idéal
premier de R, alors H(P ) est un idéal H–premier de R.

Si R est anneau noethérien et I un idéal H–premier, il est facile de vérifier que I est
semi-premier et que les idéaux minimaux (qui sont en nombre finie dans ce cas, car R est
noethérien) sur I forment une H–orbite qui est un singleton (voir [24, Remark 4*,5*, p.
338]). En plus H(P ) = I, pour tout idéal premier P minimal sur I.

6Un sous-ensemble E de R est dit H-stable si h(E) ⊆ E, ∀h ∈ H.
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Le H–stratum, pour un idéal H–premier J , est l’ensemble

SpectJ(R) = {P ∈ Spect(R)| H(P ) = J} .

On peut donc définir les H–strata dans n’importe quel sous-ensemble de Spect(R), par
l’intersection avec chaque stratum. Par exemple, le H–stratum de J dans Prim(R), sera
l’ensemble

PrimJ(R) = {P ∈ Prim(R)| H(P ) = J} = Prim(R) ∩ SpectJ(R).

Puisque H(P ) ∈ H − Spect(R), pour tout P ∈ Spect(R), on a donc une partition de
Spect(R) en H–strata, i.e

Spect(R) =
⊎

J∈H−Spect(R)

SpectJ(R). (1.2)

Cette partition sera référé par la H–stratification de Spect(R). De même on a une partition
de Prim(R) en H–strata PrimJ(R), qu’on appel aussi la H–stratification de Prim(R).

1.6 L’equivalence de Dixmier-Moeglin.

Fixons R une k–algèbre noethérienne. Soit P un idéal premier de R. Rappelons que P
est dit rationnel si le centre de l’anneau des fractions de Goldie de R/P , Z(fract(R/P )),
est algébrique sur k ; l’ensemble des idéaux rationnels sera noté par Rat(R). On rappelle
encore que P est dit localement fermé dans Spect(R) si :

P (
⋂

P⊂Q
Q est premier

,

Q.

Définition 1.6.1. On dit que R satisfait l’équivalence de Dixmier -Moeglin si l’ensemble

des idéaux primitifs coincide avec l’ensemble des idéaux premiers rationnels et avec l’en-

semble des idéaux premiers localement fermés.

L’avantage de cette équivalence, quand elle est vrai, est la reconnaissance des idéaux
primitifs sans besoin de construire des representations irréductibles.

D’après [62, Chap. 9], on dit que R satisfait le Nullstellensatz sur k, si R est un anneau
de Jacobson (i.e. tout idéal premier est semi-primitif) et si l’anneau des endomorphismes
des R–module simple sont algébrique sur k. Il résulte de [20, 4.1.6], que si R satisfait le
Nullstellensatz, alors tout idéal primitif de R est rationnel. Bien sûr, il est immediate que
tout idéal premier localement fermé d’un anneau de Jacobson, doit être primitif.

Supposons maintenant que k est un corps algébriquement clos et qu’il existe une H–
action (H = (k∗)r, r ∈ N) rationnelle sur R. D’après [64] et [79] ; H agit transitivement
sur les H-strata de Rat(R), c’est à dire que tout H–stratum dans Rat(R) est une H–orbite



Chapitre.1 Généralités... 14

formée par un singleton. Si, de plus, R satisfait l’équivalence de Dixmier-Moeglin, il est
évident que le même résultat est vrai pour les H–strata de Prim(R).

Avec l’hypothèse que tout idéal H–premier est complètement premier et que k est
un corps infinie, K.R. Goodearl et E.S. Letzter on démontré dans [40, Theorem 6.8] le
résultat de transitivité sur les H–strata de Prim(R). Plus tard K.R. Goodearl a remarqué
[43, Theorem 5.5], que le même résultat est vrai sous l’hypothèse que Spect(R) possède la
H–séparation (les idéaux premiers embôıtés sont séparés par un élément H–invariant et
normale dans l’algèbre quotient).

1.7 Les extensions de Ore.

Il a été observé, dernièrement, que la plupart des algèbres quantiques peuvent être
exprimées sous forme des extensions de Ore itérés. Cela a réveillé l’intérêt de plusieurs
chercheurs à l’étude de ces extensions, voir par exemple [39] et ses références. Dans cette
section on donne un rappel, ajusté a notre besoin, sur les extension de Ore.

Soit α un endomorphisme d’un anneau R, une α–dérivations à gauche de R est une
application additive δ : R → R tel que δ(ab) = δ(a)b + α(a)δ(b), pour tout a, b ∈ R ;
on définit les α–dérivation à droite par symétrie. Si α = idR, δ est donc une dérivation
ordinaire. Dans tout le reste de se travail une α–dérivations signifie une α–dérivation à
gauche.

Soit δ une α–dérivation de R ; d’après [42, Proposition 1.10] il existe un anneau T
contenant R comme sous-anneau et un élément x de T tel que T est un R–module à
gauche libre de base 1, x, · · · , xn, · · · et avec la relation xr = α(r)x + δ(r), pour tout
r ∈ R.

L’anneau T sera noté par T = R[x;α, δ] et appelé l’extension de Ore de R. Quand
α = idR on note T = R[x; δ] dit l’anneau des opérateurs différentielles (formel) de R ; et
si δ = 0 on note T par R[x;α]. L’anneau T possède la propriété universelle suivante : soit
S un autre anneau qui contient R comme sous-anneau, si on suppose qu’il y a un élément
y ∈ S tel que yr = α(r)y+ δ(r), pour tout r ∈ R ; alors, il est facile de prouver qu’il existe
un morphisme d’anneau φ : T → S envoyant x 7→ y tel que le diagramme suivant

R
� � //

� _

��

S

T
φ

??�
�

�
�

soit commutatif. Tout élément non-nul f de T se décompose sous forme unique f =∑
06i6n aix

i, où n ∈ N et chaque ai ∈ R avec an 6= 0.
Un calcule évident prouve le lemme suivant

Lemme 1.7.1. Étant donné un endomorphisme α de R et une application additive δ :

R → R, on peut définir Φ : R → M2×2(R) via r 7→
(
α(r) δ(r)

0 r

)
. Alors δ est une

α–dérivation si et seulement si Φ est un morphisme des anneaux.



Chapitre.1 Généralités... 15

Soit R un anneau et α un automorphisme de R ; d’après [42, Proposition 1.16], il existe
un anneau T contenant R comme sous-anneau avec un élément inversible x ∈ T tel que T
est unR–module à gauche libre de base 1, x±1, x±2, · · · , x±n, · · · avec la relation xr = α(r)x,
pour tout r ∈ R. L’anneau T est appelé l’anneau des polynômes de Laurent tordue à une
seule variable, on le note par T = R[x±1;α]. On verra plus tard que la construction de cet
anneau vient en effet de la localization de R[x;α] par l’ensemble multiplicatif engendré par
x.

Remarque 1.7.2. Étant donné une extension de Ore R1 = R[x1;α1, δ1] et supposant qu’

il existe une α2–dérivation δ2 de R1, on peut donc construire R2 = R1[x2;α2, δ2], et ainsi

de suite. On appelle extension de Ore itéreé de rang n de R la nieme extension de Ore Rn

qu’on note par

Rn = R[x1;α1, δ1][x2;α2, δ2] · · · [xn;αn, δn]

L’anneau de polynômes de Laurent tordus à une seule variable, est donc une extension de

Ore itérée de R de rang 2, avec x1 = x, x2 = x−1, δ1 = δ2 = 0 et α1 = α, α2 = α−1. C’est

donc une autre manière de définir cet anneau de polynômes.

L’un des problèmes techniques qu’on rencontre dans les extensions de Ore, et que les
propriétés de R ne passe pas toujours à R[x;α, δ]. Mais avec des hypothèse supplémentaires
certaines de ces propriétés peuvent être transférés, comme le montre le théorème suivant :

Théorème 1.7.3. Considérons T = R[x;α, δ].

(i) Si α est un automorphisme et R est intègre, alors T est aussi intègre.

(ii) Si α est un automorphisme et R est premier, alors T est aussi premier.

(iii) Si α est un automorphisme et R est noethérien à gauche (à droite), alors T est aussi

noethérien à gauche (à droite).

Démonstration. Voir [62, Theorem 1.2.9].

Théorème 1.7.4. Soit T = R[x;α, δ], avec α un automorphisme, et soit I un idéal de R.

(i) Si α(I) ⊆ I et δ(I) ⊆ I, alors TI = IT est un idéal de T .

(ii) Si I est (α, δ)–stable (i.e. α-stable et δ-stable) considérons α l’automorphisme de R/I

induit par α, alors δ induit aussi une α–dérivation δ de R/I de telle manière que

T/TI ∼= R/I[x;α, δ]

soit un isomrphisme des anneaux.

Démonstration. Voir [39, 2.1(vi)].
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Soit α un endomorphisme d’un anneau R, et δ une α–dérivation, soit X un ensemble
dénominateur à droite de R, avec α(X) ⊆ X. Considérons α, δ les prolongement de α, δ à
R.X−1 définis par

α(r.x−1) = α(r).α(x)−1, δ(r.x−1) = δ(r).x−1 − α(r.x−1)δ(x).x−1 (1.3)

Il est clair que α est un endomorphisme de R.X−1 ; en utilisant le lemme 1.7.1 on
montre que δ est une α–dérivation de R.X−1. Ensuit, on peut considéré l’extension de Ore
R.X−1[x;α, δ].

Lemme 1.7.5. Soit T = R[x;α, δ] avec α un endomorphisme de R et soit X un ensemble

dénominateur à droite de R, tel que α(X) ⊆ X. Considérons α, δ comme dans (1.3).

Alors X est un ensemble dénominateur à droite de T et l’application identité de R.X−1 se

prolonge à un isomorphisme des anneaux T.X−1 ∼= R.X−1[x;α, δ] via x.1−1 7→ x

Démonstration. Voir [36, Lemma 1.4].

Soit α un endomorphisme de R, pour tout a ∈ R l’application additive r 7→ ar−α(r)a
est clairement une α-dérivation ; elle est dite une α–dérivation intérieure de R, on la note
par δa.

Lemme 1.7.6. Considérons T = R[x;α, δ].

(i) Supposons que α soit un automorphisme intérieur (i.e. il existe u ∈ R inversible tel

que α(r) = u−1ru, pour tout r ∈ R). Alors u.δ est une dérivation de R ; en plus

l’application identité de R se prolonge à un isomorphisme T ∼= R[ux;uδ] via x 7→ ux.

(ii) Supposons que δ est une α–dérivation intérieure avec δ = δa, a ∈ R. Alors l’applica-

tion identité de R se prolonge à un isomorphisme T ∼= R[x− a;α] via x 7→ x− a.

Démonstration. Voir [36, Lemma 1.5].

Théorème 1.7.7. [38, Theorem 2.3]. Soit T = k[x1][x2;α2, δ2] · · · [xn;αn, δn] une extension

de Ore itérée de k ; pour chaque i = 1, · · · , n, on note Ti = k[x1][x2;α2, δ2] · · · [xi;αi, δi] et

pour chaque i = 2, · · · , n on suppose les conditions suivantes satisfaites

(a) αi est un k–automorphisme de Ti−1 et que δi est une k–linéaire αi–dérivation.

(b) Pour tout j = 1, · · · , i− 1 il existe λij ∈ k∗ tel que αi(xj) = λijxj.

(c) Il existe qi ∈ k∗ tel que δi ◦ αi(xj) = qiαi ◦ δi(xj), pour tout j = 1, · · · , i− 1 et i ≥ 2.

(d) Ou bien tous les qi ne sont pas racine de l’unité, où bien chaque qi = 1 et k est de

caractéristique nulle.

De plus on suppose que le sous-groupe Λ de k∗ engendré par les λij est torsion-libre. Alors

tout idéal premier de T est complètement premier.
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1.7.1 L’algèbre de McConnell-Pettit.

Le contenue de cette sous-section est un rappel de [40].

1.7.8. Soit Λ = (λij) une matrice carrée d’ordre n à coefficient dans k∗ tel que λji = λ−1
ij et

λii = 1, pour tout i, j = 1, · · · , n. L’algèbre kΛ[x1, · · · , xn] engendré par x1, · · · , xn soumis

aux relations xixj = λijxjxi, pour tout i, j = 1, · · · , n, est appelée l’anneau des coordonnées

de l’espace quantique affine n-dimensionnelle ou tout simplement l’espace quantique associé

à la matrice Λ. C’est claire que c’est une extension de Ore itérés de k de rang n :

kΛ[x1, · · · , xn] = k[x1][x2;α2] · · · [xn;αn]

où αj(xi) = λijxi pour tout i < j. Comme k est un corps et que chaque αi est un automor-

phisme, d’après plusieurs application itératives du théorème 1.7.3, kΛ[x1, · · · , xn] est une

k–algèbre noethérienne intègre (i.e. un domaine). On note par kΛ(x1, · · · , xn) son corps

des fractions à gauche.

Il est clair que chaque xi est normale ; alors l’ensemble multiplicatif engendré par tout

ces xi, 1 ≤ i ≤ n :

X = {xk1
1 · · ·xkn

n | (k1, · · · , kn) ∈ Nn}

est un ensemble dénominateur de kΛ[x1, · · · , xn], on note par P(Λ) = kΛ[x±1
1 , · · · , x±1

n ]

l’anneau des fractions correspondant, c’est donc un anneau des polynômes de Laurent

tordue en n-variables

P(Λ) = k[x±1
1 ][x±1

2 ;α2] · · · [x±1
n ;αn],

cette algèbre est connue sous le nom de l’algèbre de McConnell-Pettit associé à la matrice

Λ. La proposition suivante due à McConnell et Pettit, donne un critère de simplicité de

P(Λ).

Proposition. Soit P(Λ) une algèbre de McConnell-Pettit. Alors P(Λ) est simple si et

seulement si la matrice Λ satisfait la propriété suivante : pour tout m = (m1, · · · ,mn) ∈ Zn,

la condition ∏
16l6n

λml
il = 1, pour tout i = 1, · · · , n; entrâıne m = 0.

Démonstration. Voir [61, Proposition 1.3].

1.7.9. Soit R = P(Λ) une k–algèbre de McConnell-Pettit associée à une matrice Λ. On

définit l’application :

σλ : Zn × Zn // k∗

(s, t) � // σΛ(s, t) =
∏

1≤i,j≤n

λ
sitj
ij ,
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pour s = (s1, · · · , sn), t = (t1, · · · , tn) ∈ Zn. En utilisant cette définition, il est clair que

σΛ satisfait les propriétés suivantes :

(a) σΛ(s, s) = 1

(b) σΛ(s, t) = σΛ(t, s)−1, pour tout (s, t) ∈ Zn × Zn.

(c) σΛ(s, t+ t′) = σΛ(s, t) + σΛ(s, t′), pour tout s, t, t′ ∈ Zn.

La condition (c) entrâıne que σΛ(s, 0) = 1, σΛ(s,−t) = σΛ(s, t)−1, pour tout s, t ∈ Zn. D’où

σΛ(s,−) : Zn → k∗ est un morphisme de groupe abélien, pour tout s ∈ Zn. Notons par

S := {s ∈ Zn| σΛ(s,−) ≡ 1} (i.e. s ∈ S ⇔ σΛ(s, t) = 1,∀t ∈ Zn) ; ceci est un sous-groupe

de Zn. Pour s ∈ Zn, on note xs = xs1
1 · · ·xsn

n les monômes de R ; il est évident que

xsxt = σΛ(s, t)xtxs.

Un élément z de R peut être exprimé sous forme unique z =
∑

r∈Zn arx
r, pour certains

ar ∈ k, où les ar sont tous nuls si et seulement si z est nul.

Lemme. Soit R et S définies comme ci-dessus. Alors le centre de R est égal

Z(R) = k[xs| s ∈ S].

Démonstration. Il est clair qu’un monôme xs ∈ R, où s ∈ S, appartient au centre de R.

Inversement, soit z ∈ Z(R), z =
∑

r∈Zn arx
r (somme finie), alors pour tout t ∈ Zn on a :

zxt =
∑

r

arx
rxt =

∑
r

arσΛ(r, t)xtxr =
∑

r

arx
txr = xtz,

d’où σΛ(r, t) = 1,∀t ∈ Zn i.e r ∈ S, pour tout ar 6= 0. Et par suite z ∈ k[xs| s ∈ S].

1.7.10. Soient R et S comme dans 1.7.9.

(i) S est un groupe abélien libre, car Zn l’est ; soit donc {b1, · · · , bk} une base de S.

D’après le lemma 1.7.9, Z(R) est engendré comme k–espace vectoriel par les monômes :

(xb1)±1, · · · , (xbk)±1. Supposons que (xb1)n1 . · · · .(xbk)nk = 1, pour certains n1, · · · , nk ∈
Z. On en déduit donc que n1b1 + · · · + nkbk = 0, comme les bj sont indépendants,

Z(R) est un anneau des polynômes de Laurent

Z(R) = k[(xb1)±1, · · · , (xbk)±1].

(ii) Soit T la ”transversal” de S dans Zn ( Zn = S ⊕ T ), tout monôme xr peut être écrit

sous forme : λxsxt, λ ∈ k∗, et s ∈ S , t ∈ T . Cela signifie que {xt| t ∈ T} est une base

du Z(R)–module libre R.

(iii) Choisissons T tel que 0 ∈ T , on aura donc R = Z(R) ⊕ R′, pour un certain Z(R)–

module R′.
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Lemme 1.7.11. Soit R et S comme dans 1.7.9.

(a) Si I est un idéal de R, alors I = (I ∩ Z(R))R.

(b) Si J est un idéal de Z(R), alors J = (R.J) ∩ Z(R).

Démonstration. (a) Soit T une transversal de S dans Zn. D’après 1.7.10(ii) R est un

Z(R)–module libre de base {xt| t ∈ T}. Considérons xν , ν ∈ Zn et f : R→ R, r 7→ xνrx−ν

l’automorphisme intérieur associé à xν , qu’on note par σxr . Soit donc α : Zn → Autk(R)

tel que α(r) = σxr . Pour tout monôme xt, t ∈ T , on a α(ν)(xt) = xνxtx−ν = σΛ(ν, t)xt ;

c’est à dire que xt est un vecteur propre de α(ν) avec valeur propre σΛ(ν, t). Si t 6= u ∈ T ,

σΛ(−, t)σΛ(−, u)−1 = σΛ(−, t− u) 6= 1, puisque t− u /∈ S.

D’où σΛ(−, t) 6= σΛ(−, u). Et par suite l’espace propre

Vt = {r ∈ R| α(ν)(r) = σΛ(ν, t)r, pour tout ν ∈ Zn}

associé à la valeur propre σΛ(ν, t) est égal à Z(R)xt. Soit I un idéal de R, alors α(ν)(I) = I,

puisque α(ν) est intérieur, c’est à dire que I est α(ν)–stable. Soit r ∈ I,

r = z1x
t1 + · · ·+ zmx

tm

l’expression de r dans la base {xt| t ∈ T} du Z(R)–module libre R. Alors, zix
ti , i =

1, · · · ,m sont tous des éléments de I. En effet, soit 0 6= r ∈ I avec m minimal, tel que

zix
ti /∈ I (ici les zix

ti sont les composantes homogènes de r qu’on vient de considérer). On

peut donc choisir i = 1 ; pour tout ν ∈ Zn, on a

α(ν)(r) = σΛ(ν, t1)z1x
t1 + · · ·+ σΛ(ν, tm)zmx

tm .

Prenant cette fois ν tel que σΛ(ν, t2) 6= σΛ(ν, t1), on aura donc,

α(ν)(r)− σΛ(ν, t1)r = (σΛ(ν, t2)− σΛ(ν, t1))z2x
t2 + · · ·+ (σΛ(ν, tm)− σΛ(ν, t1))zmx

tm .

est un élément non-nul de I, puisque σΛ(ν, t2) − σΛ(ν, t1) 6= 0. Ceci est une contradiction

avec la minimalité dum. D’où z1x
t1 ∈ I, et par suite I est engendré par {zxt| z ∈ Z(R), t ∈

T, zxt ∈ I} qui est l’espace des vecteurs propres de α(ν). D’autre part zxt ∈ I, où z ∈
Z(R), t ∈ T entrâıne que z ∈ I ∩ Z(R) ; et alors I ⊆ Z(R) ∩ I. Donc I = (Z(R) ∩ I).R.

(b) Se déduit de la décomposition R = Z(R)⊕R′ cité dans 1.7.10(iii).

Corollaire 1.7.12. Soit R = P(Λ) comme dans 1.7.9.

(a) Le treillis des idéaux de R est en bijection avec le treillis des idéaux de Z(R), la

bijection est donné par contraction et extension.

(b) La contraction et l’extension, induisent une bijection entre Spect(R) et Spect(Z(R)).
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(c) La contraction et l’extension, induisent une bijection entre Prim(R) et Max((Z(R))).

Démonstration. (a) La contraction et l’extension cités dans la proposition 1.7.11, donne la

bijection désirée.

(b) Se déduit de (a).

(c) D’après (a), il y a une bijection entre Max(R) et Max(Z(R)). Alors il suffit de prouver

que les idéaux primitifs de R sont maximaux. Puisque Z(R) est un anneaux des polynômes

de Laurent commutatif sur k, c’est donc une k–algèbre affine. Il est connue que Z(R) est

un anneau de Jacobson. L’algèbre R peut être reconstruite de Z(R) en ajoutons successive-

ment les variables x1, x
−1
1 , · · · , xn, x

−1
n . Donc R est une ”almost” extension normalisante de

Z(R), voir [62, 1.6.10]. En utilisant cet fois [62, 9.4.12], R est une Z(R)–algèbre construc-

tible ; elle satisfait donc le Nullstellensatz, d’après [62, 9.4.21]. Et par suite tout idéal

primitif de R contracte Z(R) en un idéal maximal. D’où le résultat.

Remarque 1.7.13. On verra plus loin que les algèbres de type P (Λ) sont inclus dans

une classe des algèbres qui satisfait le Nullstellensatz ; ce qui simplifie la démonstration

précédente.

Proposition 1.7.14. Soit R = B[x±1
1 ;α1] · · · [x±1

n ;αn] un anneau des polynômes de Laurent

tordue sur une k–algèbre simple noethérienne B, dont chaque αi est un automorphisme de

k–algèbre tel que αj(xi) ∈ k∗xi, pour i < j. Alors R est une k–algèbre polycentral.

Démonstration. Voir [37, Proposition 3.10].

Corollaire 1.7.15. Soit R = P(Λ) comme dans 1.7.9. Alors R est polycentral.

1.7.16. Soit R = P(Λ) comme en 1.7.9 et H le tore (k∗)n. Alors H agit sur R comme un

groupe d’automorphismes de la forme suivante

H // Autk(R)

h = (hi)
� // [xi 7→ hixi].

D’où h(xs) = hs1
1 · · ·hsn

n x
s, ∀s ∈ Zn. Ou bien h(xs) = γs(h)x

s, où γ : Zn → Ĥ via

s 7→ [h 7→ hs1
1 · · ·hsn

n ]

Lemme. Si k est un corps infini. Alors R est une k-algèbre H–simple (i.e. les uniques

idéaux H-stables sont 0 et R).

Démonstration. Comme H agit rationnellement sur R, tous idéal H–stable est engendré

comme k–espace vectoriel par des éléments H-propres. Il suffit donc de vérifier que chaque

H-vecteur propre non nul est inversible. Mais chaque H–espace propre est de la forme kxs,

pour un certain s ∈ Zn, ce qui termine la preuve.
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1.7.2 Les extensions de Ore q-tordues.

Soit R un anneau noethérien, α un automorphisme de R et δ une α–dérivation de
R ; considérons donc T = R[x;α, δ] l’extension de Ore correspondante. Si Q est un idéal
complètement premier de R qui est (α, δ)–stable, on note par α, δ les prolongements de
α, δ, respectivement, à F = fract(R/Q) le corps des fractions à gauche de R/Q. On a
donc, d’après le théorème 1.7.4 et lemme 1.7.5, l’isomorphisme suivant

F [x;α, δ] ∼= (T/QT ).(R/Q \ {0})−1.

Si on suppose que δ est intérieure sur F , i.e. ∃f ∈ F tel que δ = δf , on a donc, d’après le
lemma 1.7.6, que

F [x;α, δ] ∼= F [x− f ;α] ∼= (T/TQ).(R/Q \ {0})−1.

D’où 〈x − f〉c = 〈x − f〉 ∩ (T/TQ) est un idéal premier de T/QT ∼= (R/Q)[x;α, δ], en
utilisant le théorème 1.1.8 ; et par suite P = QT + 〈x− f〉c est un idéal premier de T dont
la contraction à R est Q, i.e. P ∩R = Q.

Soit R[x;α, δ] comme ci-dessus et q ∈ R un élément central (α, δ)–constant (i.e. α(q) =
q, δ(q) = 0). On dit que δ est une α–dérivation q–tordue lorsque δα = qαδ. Dans ce cas on
appelle R[x;α, δ] une extension de Ore q–tordue. Une extension de Ore q–tordue est dite
de type (∗, 0) si ∀i ∈ N, qi + qi−1 + · · ·+1 est inversible dans R. C’est le cas en particulier,
si R est une k–algèbre avec la caractéristique de k est nulle et q = 1.

Le théorème suivant est une forme restreinte du théorème 11.1 de [39] au cas où, dans
les anneaux envisagés, tout idéal premier est complètement premier.

Théorème 1.7.17. Soit R un anneau noethérien, α un automorphisme de R et δ une

α–dérivation de R, soit q un élément central inversible (α, δ)–constant de R. On suppose

que T = R[x;α, δ] est une extension de Ore q–tordue de type (∗, 0) de R et que tout idéal

premier de R ou de T est complètement premier. Alors :

(i) Si P est un idéal premier de T , sa contraction P ∩ R à R est un idéal premier qui,

ou bien n’est pas α–stable, ou bien, est (α, δ)–stable.

(ii) Si Q est un idéal premier de R non α–stable, il existe au plus un idéal premier P de

T tel que Q = P ∩R.

(iii) Si Q est un idéal premier (α, δ)–stable de R, on note F = fract(R/Q) le corps à

gauche des fractions de R/Q. Supposons que α induit un automorphisme de F dont

aucune puissance n’est intérieur. Alors

(a) Si δ est intérieure sur F , δ = δf ; alors il existe exactement deux idéaux premiers

de T contractant Q à R ; plus précisément QT ⊆ QT + 〈z〉c, où z = x− f .

(b) Si δ n’est pas intérieure sur F , alors il existe exactement un idéal premier de T

contractant Q à R.
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1.7.18. Maintenant on va considérer des extensions de Ore plus spéciales. Soit R cet fois

une k–algèbre noethérienne et T = R[x;α, δ] une extension de Ore de R tel que

(i) α est un k–automorphisme de R et δ une α–dérivation k–linéaire de R. Rappelons

que la multiplication de T est déterminée par la relation xr = α(r)x+ δ(r), et que T

est aussi une k–algèbre noethérienne, d’après le théorème 1.7.3.

(ii) Soit H un groupe agissant sur T par des k–automorphismes ; en supposant que R

est H–stable (i.e. h(R) ⊆ R, ∀h ∈ H), et que x est un H–vecteur propre (i.e. ∀h ∈
H, h(x) = λhx, λh ∈ k∗), et qu’en plus α cöıncide avec la restriction d’un élément

h0 ∈ H. Soit donc λ : H → k∗ la function des valeurs propres associé à x ; c’est à dire

le caractère de H défini par h(x) = λ(h)x, pour tout h ∈ H.

(iii) On pose q = λ(h0)
−1, on a donc h0(x) = q−1x. Soit r ∈ R, on observe que

αδ(r) = h0(δ(r)) = h0(xr − α(r)x)

= q−1xh0(r)− h0(α(r))q−1x = q−1xh0(r)− h2
0(r)q

−1x

= q−1(xα(r)− α2(r)x) = q−1δα(r);

d’où αδ = q−1δα. Alors d’après le théorème 1.7.7 tout idéal premier de T est complètement

premier, si q n’est pas racine de l’unité. De plus α peut être prolonger à un automor-

phisme de T , par α(x) = q−1x, cette extension est donc h0.

Lemme 1.7.19. Soit R, T , H et q comme dans 1.7.18. Si q est non racine de l’unité,

alors tout idéal H–premier de T se contracte en un idéal δ–stable H–premier de R.

On dit que R es H–simple si les seuls idéaux H-stables sont 0 et R

Lemme 1.7.20. Soit R, T , H et q comme dans 1.7.18. Supposons que q n’est pas racine

de l’unité et que R est H-simple ; mais T ne l’est pas.

(i) Il existe un unique élément d ∈ R tel que δ = δd et h(d) = λ(h)d, ∀h ∈ H.

(ii) Il existe précisément deux idéaux H–premiers dans T , exactement 0 et 〈x− d〉.

Démonstration. Voir [41, Lemma 3.3].

Proposition 1.7.21. Soit R, T , H et q comme dans 1.7.18. Supposons que q n’est pas

racine de l’unité.

(i) Il existe au plus deux idéaux H–premiers dans T et aussi dans R.

(ii) Si tous les idéaux H–premiers de R sont premiers (complètement premiers), alors il

en est de même pour T .

Démonstration. Voir [41, Proposition 3.4].
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1.7.22. Dans la suite on va considérer une extension de Ore itérés de rang n, qu’on suppose

satisfait les hypothèses comme dans le cas du 1.7.18.

Soit donc T = k[x1][x2;α2, δ2] · · · [xn;αn, δn] et H un groupe agissant sur T par des au-

tomorphismes d’algèbres, pour le quel les x1, · · · , xn sont des H–vecteurs propres ; notons

que l’image de H dans Autk(T ) sera donc abélienne. Pour tout 1 ≤ i ≤ n, on pose

Ti = k[x1][x2;α2, δ] · · · [xi;αi, δi]. On suppose satisfaites les hypothèses suivantes :

1. (Ha) Il existe une infinité de valeurs propres pour l’action de H sur x1 (k doit donc

être un corps infini).

2. (Hb) Tout αi est un k–automorphisme de Ti−1 et les δi sont des αi–dérivation k–
linéaire sur Ti−1.

3. (Hc) Pour tout 2 ≤ i ≤ n, il existe hi ∈ H dont la restriction à Ti−1 est égale à αi et

la hi–valeur propre de xi est non racine de l’unité.

Proposition. Les idéaux H–premiers de T sont tous complètement premiers et ils sont en

nombre fini inférieur où égale à 2n.

Démonstration. Se fait par récurrence sur n, en utilisant la proposition 1.7.21.

Théorème 1.7.23. Soit T une extension de Ore itérées de rang n sur un corps infini

k. Supposons que T satisfait les hypothèses (Ha), (Hb) et (Hc) citées dans 1.7.22, et

supposons de plus que H = (k∗)r agit rationnellement sur T . Soit J un idéal complètement

premier H-stable de T avec

SpectJ(T ) = {P ∈ Spect(T )| H(P ) = J}

le H–stratum correspondant du Spect(T ). Alors il existe un ensemble de Ore EJ dans

l’algèbre T/J tel que :

(a) La localization T → T/J → TJ = (T/J)E−1
J induit un homeomorphisme du SpectJ(T )

à Spect(TJ).

(b) La contraction et l’extension induisent un homeomorphisme entre Spect(TJ) et le

spectre premier Spect(Z(TJ)) du centre de TJ , Z(TJ).

(c) Z(TJ) est un anneau des polynômes de Laurent commutatif en p ≤ r variable sur un

anneau (extension du corps k).
Si de plus T satisfait le Nullstellensatz sur k et que tout idéal H–premier est complètement

premier. Alors T satisfait l’équivalence de Dixmier-Moeglin et les idéaux primitifs sont

exactement les idéaux premiers maximaux dans leur H–stratum.

Démonstration. C’est un cas particulier de [41, Theorem 6.6, 6.9].
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1.8 Les algèbres de type Poincaré.Birkhoff.Witt.

Cette classe d’algèbres couvre, par exemple les espaces quantiques, les algèbres de
McConnell-Pettit associées et la plupart des extensions de Ore itérées par une forme q–
tordue. Dans cette section on rappelle les définitions et les propriétés élémentaires des
algèbres de type Poincaré.Birkhoff.Witt, notre référence ici sera [17]. Cela nous sera de
plus grande utile pour réaliser certains calculs effectifs dans les prochaine chapitres.

Définition 1.8.1. Soit p un entier strictement positif, considérons le monöıde (Np,+). Un

ordre total ≤ sur (Np,+) est dit admissible si 0 = (0, · · · , 0) est un élément minimal pour

≤, et si ≤ est compatible avec l’addition, i.e.

α < β ⇒ α+ γ < β + γ, ∀γ ∈ Np,

où α < β signifie que α ≤ β et α 6= β.

Exemple 1.8.2. (1) L’ordre lexicographique ; soit (Np,+) et ≤ défini par

α ≤ β ⇔


α = β

ou

αi < βi où i est le premier indice tel que αi 6= βi.

Il est évident que ≤ est un ordre admissible sur Np qu’on appelle l’ordre lexicographique

directe. Si on note εi = (0, · · · , 1
iieme

, · · · , 0) on a dans ce cas ε1 > · · · > εn. L’ordre

lexicographique indirecte est défini par ε1 < · · · < εn.

(2) L’ordre gradué ; pour n’importe quel élément α ∈ Np on pose |α| = α1 + · · · + αn.

Un ordre admissible ≤ sur Np est dit gradué si α ≤ β entrâıne que |α| ≤ |β|. On peut

associé à tout ordre admissible ≤ un ordre admissible gradué, qu’on note par ≤g, comme

suit :

α ≤g β ⇔


|α| < |β|
ou

|α| = |β| et α ≤ β.

Un ensemble E ⊆ Np est dit un monoidéal si

E + Np = {α+ β| α ∈ E, β ∈ Np} = E

C’est à dire que E est stable par toute translation.
Le théorème suivant rassemble les résultats qu’on va utiliser durant se travail, pour la

preuve on renvoie le lecteur à [12], [17], [14], [55], [52].
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Théorème 1.8.3. Considérons le monöıde (Np,+).

(1) (Lemme de Dickson). Pour tout A ⊆ Np, ils existent des éléments α1, · · · , αm ∈ A tels

que A ⊆ ∪1≤i≤m(αi + N).

(2) Tout monoidéal de Np possède un unique système des générateurs minimal par rapport

à l’inclusion.

(3) Np satisfait la condition des châınes ascendantes pour les monoidéaux.

(4) Tout ordre admissible ≤ sur Np est un bon ordre.

Démonstration. Voir [17, Section 2.1].

Soit R une k–algèbre de type fini engendrée par les éléments x1, · · · , xp, B = {uα =
xα1

1 · · ·xαp
p |α = (α1, · · · , αp) ∈ Np} est une k–base (i.e. base d’espace vectoriel) ; on note

εi = (0, · · · , 0, 1
iieme

, 0, · · · , 0). Considérons un ordre admissible ≤ sur Np ; tout élément non

nul f ∈ R a une representation unique

f =
∑
α∈Np

cα,fuα,

les cα,f représentent les coefficients de uα dans l’expression de f par rapport à la base B.
Le diagramme de Newton sera donc l’ensemble suivant

N (f) = {α ∈ Np| cα,f 6= 0}.

Comme cet ensemble est fini on peut considérer

exp(f) = max(N (f)), si f 6= 0 et exp(0) = −∞;

ce qu’on appelle l’exposent de f ; on appelle aussi, le coefficient dominant et le monôme
dominant , respectivement, les éléments

lc(f) = cexpf,f , lm(f) = lc(f)uexp(f).

Le théorème suivant est évident :

Théorème 1.8.4. Soit R une k–algèbre avec une k–base B = {uα| α ∈ Np}, soit ≤ un

ordre admissible sur Np. Alors

(1) N (f + g) ⊆ N (f) ∪N (g)

(2) exp(f + g) ≤ max(exp(f), exp(g)), avec inégalité stricte si et seulement si lm(f) =

−lm(g).

Proposition 1.8.5. Soit R une k–algèbre avec une k–base B = {uα| α ∈ Np} et soit ≤ un

ordre admissible sur Np. Alors les affirmations suivantes sont équivalentes

(i) exp(fg) = exp(f) + exp(g), pour tout f, g ∈ R ;
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(ii) uαuβ = qα,βuα+β +
∑

γ<α+β cγuγ, où qα,β ∈ k∗ ;

(iii) xjxi = qijxixj +
∑

γ<εi+εj
cγuγ, où qij ∈ k∗.

Étant donné l’une de ces conditions, on a

lc(fg) = qexp(f),exp(g)lc(f)lc(g).

En particulier R est intègre.

Démonstration. [17, Proposition 2.2.4] ou [55, Proposición 2.3, Corolario 2.9].

Définition 1.8.6. On appelle une k–algèbre R de type Poincaré-Birkhoff-Witt (P.B.W

en abréviation), toute k–algèbre possédant une k–base B = {uα| α ∈ Np} avec un ordre

admissible ≤ sur Np vérifiant l’une des conditions équivalente de la proposition 1.8.5. Dans

ce cas on dit que ≤ est B–admissible.

Exemple 1.8.7. Soit R = k[x1][x2;α2, δ2] · · · [xp;αp, δp] une extension de Ore itérée de

rang p du corps k, notons par B = {uα = xα1
1 · · ·xαp

p | α = (α1, · · · , αp) ∈ Np} la k–base de

R. Supposons que, pour tout i < j, on a

αj(xi) = qijxi +
∑
γ<εi

cγuγ, qij ∈ k∗.

Alors l’ordre lexicographique sur Np, εp > · · · > ε1 est un ordre B–admissible, ce qui

entrâıne que R est une k–algèbre de type P.B.W.

Théorème 1.8.8. (Algorithme de division à gauche). Soit R une k–algèbre de type P.B.W,

de k–base B = {uα| α ∈ Np}. Considérons f1, · · · , fm ∈ R \ {0} on définit

∆1 = exp(f1) + Np

∆i = (exp(fi) + Np) \ (∆1 ∪ · · · ∪∆i−1)

∆ = Np \ (∆1 ∪ · · · ∪∆m).

Alors, pour tout f ∈ R, ils existent g1 · · · , gm, r ∈ R uniques tels que

(a) f =
∑

1≤i≤m gifi + r,

(b) r = 0 ou N (r) ⊆ ∆, exp(r) ≤ exp(f),

(c) exp(f) +N (gi) ⊆ ∆i, exp(gifi) ≤ exp(f).

Démonstration. Voir [17, Theorem 2.4.2] ou [12, Theorem 2.1].
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Remarque 1.8.9. L’algorithme de division à droite est défini par symétrie. Supposons qu’il

y a un ordre ≤ admissible sur Np. Alors ≤ est B–admissible si et seulement si l’algorithme

de division à gauche est vrai dans R.

Soit R une k–algèbre de type P.B.W et soit F ⊆ R, on note

Exp(F ) = {exp(f)| 0 6= f ∈ F}.

Proposition 1.8.10. Soit I un ideal de R. Alors Exp(I) = Exp(I) + Np i.e. Exp(I) est

un monoideal de Np. Si I 6= 0 et Exp(I) = ∪1≤i≤s(α
i + Np) où αi = exp(fi), fi ∈ I,

i = 1, · · · , s ; alors I = Rf1 + · · ·+Rfs.

Démonstration. Voir [17] ou [12, Lemma 2.6, Proposition 2.7].

Définition 1.8.11. [17, Definition 2.5.1]. Un ensemble G = {f1, · · · , fs} d’un idéal à

gauche ou à droite I de R est dit une base de Gröbner si

Exp(I) =
s⋃

i=1

(exp(fi) + Np)

Corollaire 1.8.12. Soit I un idéal (à gauche ou à droite) non nul de R. Alors il existe une

base de Gröbner pour I ; si de plus G = {f1, · · · , fs} une telle base on a I = Rf1+· · ·+Rfs.

En particulier R est noethérien. Si I est un idéal non nul de R et G est une base de Gröbner

pour I, on a I = Rf1 + · · ·+Rfs = f1R + · · ·+ fsR.

Soit G = {f1, · · · , fs} un s–uplets de R, on note par Gf le reste de la division à gauche
de f sur G.

Corollaire 1.8.13. Soit I un idéal à gauche non nul de R. Alors G = {f1, · · · , fs} est

une base de Gröbner pour I si et seulement si Gf = 0, pour tout f ∈ I.

Démonstration. Voir [17, Theorem 2.5.3] ou [12, Corollary 2.13].

Définition 1.8.14. Soit R une k–algèbre de type P.B.W et B = {uα| α ∈ Np} une k–base

avec ≤ un ordre B–admissible de Np. Soit f, g ∈ R, on définit le S-polynôme à gauche de

f et g comme :

Sl(f, g) = cβ,gqα,γ−αuγ−αf − cα,fqβ,γ−βuγ−βg,

où f =
∑
cαi,fuαi , g =

∑
cβj ,guβj , α = exp(f), β = exp(g), et γ = (γi) = (max{αi, βi}).

Théorème 1.8.15. Soit R comme dans la définition 1.8.14 et G = {f1, · · · , fs} un système

de générateurs d’un idéal à gauche I de R. Alors G est une base de Gröbner pour I si et

seulement si GSl(fi, fj) = 0, pour tout i 6= j = 1, · · · , s.

Démonstration. Voir [17, Theorem 2.6.5] ou [12, Theorem 3.2, Remark 3.4].
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Soit F ⊆ R un sous-ensemble fini, on note par I l(F ) (Ir(F )) l’idéal à gauche (à droite)
engendré par F , et par I(F ) l’idéal engendré par F . On dit que G est une base de Gröbner
bilatérale (resp. à gauche, à droite) s’il est une base de Gröbner de I(F ) (resp. de I l(F ),
Ir(f)).

Remarque 1.8.16. [17, Theorem 2.9.10]. Considérons R une k–algèbre de type P.B.W.

(1) Soit F = {f1, · · · , fs} un système des générateurs d’un idéal à gauche I de R. On

définit la suite {Fk} de systèmes des générateurs à gauche de I en posant F0 = F et par

récurrence

Fk+1 = Fk ∪ {FkSl(f, g)| f, g ∈ Fk}.

On a donc une châıne ascendante de systèmes des générateurs

F ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ Ft ⊆ · · ·

Ce qui donne raison a une châıne des monoideaux de Np

〈Exp(F )〉 = (Exp(F ) + Np) ⊆ Exp(F1) + Np ⊆ · · · ⊆ Exp(Ft) + Np ⊆ · · · .

Comme Np est noethérien, par le théorème 1.8.3, il existe un certain h ∈ N tel que

Exp(Fh) + Np = Exp(Fh+1) + Np.

Supposons qu’il existe f, g ∈ F tel que FhSl(f, g) = r 6= 0 ; alors N (r) * Exp(Fh) + Np et

donc

Exp(Fh) + Np  Exp(Fh ∪ {r}) + Np ⊆ Exp(Fh+1) + Np;

ce qui est impossible. Et par suite :

FhSl(f, g) = 0, ∀f, g ∈ Fh.

D’après le théorème 1.8.15, Fh est une base de Gröbner de I. On note donc lgb(F ) := Fh ;

observons que lgb(Fh) est une base de Gröbner à gauche et que I l(F ) = I l(lgb(F )) = I.

(2) Suivant la remarque 3.13 de [12], si I = I(F ), pour un ensemble fini F ; posons

F0 = F , donnant Fk, on définit

Gk = lgb(Fk)

Fk+1 = Gk ∪ {Gkgxj| g ∈ Gk, 1 ≤ j ≤ p}.

Alors Gk = Fk+1 si et seulement si G = Gk est une base de Gröbner bilatéral de I. En

effet, un tel entier k existe en utilisant le même argument que dans (1).
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1.9 La dimension de Gelfand–Kirillov et les algèbres

multi–filtrés.

La dimension de Gelfand–Kirillov mesure la croissance d’une algèbre affine en terme de
importe quel sous ensemble qu’elle engendre [62, chap. 8]. Cette dimension a pour origine
les travaux de I. M. Gelfand et A. A. Kirillov [22], et aussi un papier de J. Milnor [63]. Elle a
été vastamente étudié par G.R. Krause et T. Lenagan dans [54], on doit aussi signaler que la
relation entre celle ci et les algèbres multi-filtrées a été introduite par J. Gómez-Torrecillas
dans [25].

Fixons p un entier naturel strictement positif. Soit α = (α1, · · · , αp) ∈ Np, on définit le
support de α par :

Supp(α) = {i ∈ Np| αi 6= 0}

c’est évident que Supp(α) = ∅ si α = 0. Considérons un sous-ensemble X ⊆ Np et
définissons :

T (X) = {σ ⊆ Np| σ ∩ Supp(α) 6= 0, ∀α ∈ X}.

Le lemme suivant est immediate

Lemme 1.9.1. Considérons le monöıde (Np,+) et X ⊆ Np.

1- T (X) = ∅ si et seulement si 0 ∈ X.

2- Si σ1 ∈ T (X) et σ1 ⊆ σ2, alors σ2 ∈ T (X).

3- Si σ ∈ T (X1) et X2 ⊆ X1, alors σ ∈ T (X2).

Proposition 1.9.2. Considérons le monöıde (Np,+) et E ⊆ Np un monoideal, {α1, · · · , αs}
un ensemble générateur de E. Alors

T (E) = T ({α1, · · · , αs}).

Démonstration. Voir [17, Section 7] ou [55, Proposición 5.3].

Cette dernière proposition nous permis de re-définir T (E) pour un monoideal E de Np :

T (E) = {σ ∈ Np| σ ∩ Supp(αi) 6= 0, ∀i = 1, · · · , s}

où {α1, · · · , αs} est un ensemble générateur de E. En plus cette définition est indépendante
du choix de l’ensemble générateur. Cela nous conduit à définir la dimension d’un monoideal
E de Np :

dim(E) =


p, si E = ∅
0, si E = Np

p−min{card(σ)| σ ∈ T (E)}, autrement

Le lemme suivant est donc évident :



Chapitre.1 Généralités... 30

Lemme 1.9.3. Considérons le monöıde (Np,+).

(1) Soit E un monoideal de (Np,+) engendré par un ensemble minimal {α1, · · · , αk} tel

que Supp(αi) ∩ Supp(αj) = ∅, pour tout i 6= j. Alors

dim(E) = p− k

(2) Soit E = B + Np, avec B = ]r
k=1Bk une réunion disjointe des sous-ensembles de Np.

Considérons Ek = Bk +Np, k = 1, · · · , r et supposons que E possède un ensemble des

générateurs du support disjoints (comme dans (1)). Alors

dim(E) = p(1− r) +
r∑

k=1

dim(Ek).

Maintenant, on rappelle la définition de la dimension de Gelfand-Kirillov. Soit F : N→
R une fonction positive croissante à partir d’un rang n � 0. On dit que F possède une
croissance polynomial s’il existe un réel d tel que F (n) ≤ nd, pour tout n� 0. Si F est de
ce type on définit :

γ(F ) = inf{d ∈ R| F (n) ≤ nd, pour n� 0};

dans le cas contraire on pose γ(F ) = ∞

Lemme 1.9.4. Soit G, F : N→ R deux fonctions positives croissantes à partir d’un rang

n� 0 et qui possèdent une croissance polynomial. Alors

1- γ(F ) = lim sup
(

log(F (n))
log(n)

)
.

2- γ(F +G) = max(γ(F ), γ(G)).

3- γ(FG) ≤ γ(F ) + γ(G).

4- Si F (n) = p(n), pour n � 0, où p(x) ∈ R[x], avec coefficient dominant positif, alors

γ(F ) = deg(p(x)).

5- S’il existe a, b ∈ N tel que G(n) ≤ F (an+ b), ∀n ∈ N ; alors γ(G) ≤ γ(F ).

Démonstration. Voir [62, 8.16, 8.17].

Soit R une k–algèbre de type fini et V un sous-k–espace vectoriel de dimension finie. On
dit que V est un sous-espace générateur de R si 1 ∈ V et il engendre R comme k–algèbre.
On définit donc

V 0 = k, V 1 = V, · · · · · · , V n = V.V n−1.

On peut donc prouver sans difficulté

Lemme 1.9.5. Considérons R une k–algèbre de type fini et V un k–sous-espace générateur

de dimension finie.
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1. On a V n ⊆ V n+1, pour tout n ∈ N.

2. Pour tout f ∈ R, il existe n ∈ N tel que f ∈ V n.

On définit donc la fonction de Hilbert de R associée à l’espace V , par

HFV (n) = dimk(V
n).

Cette définition est bien sûr dépend de l’espace V ; mais la croissance de la function de
Hilbert ne dépend que de R :

Proposition 1.9.6. Soit V et V ′ deux sous-espace générateurs de R. Alors

γ(HFV ) = γ(HFV ′).

Démonstration. C’est une conséquence des lemmes 1.9.5 et 1.9.4.

Définition 1.9.7. On définit la dimension de Gelfand-Kirillov de R (en abréviation GK–

dimension), comme

GKdim(R) = γ(HFV ),

pour n’importe quel sous-espace engendrant V de R.

Cette formule est bien définie pour une k–algèbre de type fini, parce que toute algèbre de
de type fini admet un sous-espace engendrant ; en plus la proposition 1.9.6 assure l’égalité
de la croissance des fonctions de Hilbert attachées. Si maintenant R est une k–algèbre non
nécessairement de type fini, alors la GK-dimension est définie par :

GKdim(R) = S
A
up(GKdim(A)),

où A parcours l’ensemble de tout les sous k–algèbres de R de type fini. La GK-dimension
d’un R–module à gauche de type fini M est définie par la croissance de la fonction F (n) =
dimk(V

n.U), où U est un k–espace vectoriel de dimension finie engendrant RM , on a donc

GKdim(M) = γ(dimk(V
n.U)) = lim sup

(
log(dimk(V

n.U))

log(n)

)
.

1.9.8. Soit R une k–algèbre de type P.B.W du k–base B = {uα| α ∈ Np}, alors V =

1.k+k.uε1 + · · ·+k.uεp est un sous-espace engendrant de R. D’après [17] ou [55, Corolarios,

5.29, 5.31, 5.35], on a

Proposition. Soit R une k–algèbre de type P.B.W par rapport a un order admissible

gradué sur Np. Alors la dimension de Gelfand-Kirillov de R est un entier naturelle ; en

plus pour tout idéal à gauche de I de R, on a

GKdim(R/I) = dim(Exp(I)).

En particulier, GKdim(R/Rf) = p− 1, pour tout f ∈ R tel que Rf 6= R.
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Fixons ≤ un order admissible sur le monöıde Np. Le reste de ce chapitre sera consacré
à des rappels, [25], sur les algèbres et les modules multi-filtrés (i.e. par le monöıde Np),
ainsi que leurs algèbres et modules multi-gradués associés.

Définition 1.9.9. Un anneau R est dit multi-filtré (ou Np–filtré) s’il existe une famille de

sous-groupes additif {Fα(R)| α ∈ Np} vérifiant :

1- Fα(R) ⊆ Fβ(R) si α ≤ β.

2- Fα(R)Fβ(R) ⊆ Fα+β(R).

3-
⋃

α∈Np Fα(R) = R.

4- 1 ∈ F0(R).

Fixons une multi-filtration {Fα(R)| α ∈ Np} de R.

Définition 1.9.10. Un R–module à gauche est dit multi-filtré s’il existe une famille de

sous-groupes de M , {Fα(M)| α ∈ Np} satisfaisant

1- Fα(M) ⊆ Fβ(M) if α ≤ β.

2- Fα(R)Fβ(M) ⊆ Fα+β(M).

3-
⋃

α∈Np Fα(M) = M .

Notamment on peut associé à tout anneau multi-filtré R, son anneau Np–gradué, qu’on
définit comme suit : Étant donné un R-module à gauche M et α ∈ Np, on écrit

Vα(M) =
⋃
β<α

Fβ(M), V0 = {0}.

Considérons le groupe additif

Gα(M) = Fα(M)/Vα(M),

et définissons
G(M) =

⊕
α∈Np

Gα(M).

Pour r + Vα(R) ∈ Gα(R) et m+ Vβ(M) ∈ Gβ(M), on définit

(r + Vα(R))(m+ Vβ(M)) = rm+ Vα+β(M).

Si M = R, on a donc un produit associatif dans G(R), qui le rend à un anneau Np-gradué.
De plus G(M) devient un G(R)-module à gauche Np-gradué. Observons que G(R) peut
être munit d’une multi-filtration naturelle

Fα(G(R)) =
⊕
β≤α

Gβ(R).

Par analogie, tout Np-gradué G(R)-module à gauche peut être vu comme un module à
gauche multi-filtré.
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Théorème 1.9.11. Soit R un anneau Np–filtré. Si G(R) est noethérien à gauche. Alors

R est noethérien à gauche.

Démonstration. Voir [25, Theorem 1.5].

Un exemple de ce genre des anneaux sont les k–algèbre de type P.B.W par rapport à
un ordre admissible ≤ sur Np, dont la multi-filtration est donné par les sous-groupes

Fα(R) = {f ∈ R| exp(f) ≤ α}.

Dans le reste de cette section, on suppose que R est une k–algèbre de type fini, Np–filtré
de filtration {Fγ(R)| γ ∈ Np}. Soit M un R–module à gauche Np–filtré par {Fγ(M)| γ ∈
Np}. On dit que cette multi-filtration est finie si :

dimk(Fγ(M)) <∞, ∀γ ∈ Np.

Théorème 1.9.12. Soit R une k–algèbre de type fini et Np–filtré et M un R–module à

gauche Np–filtré. Supposons que G(R) est une k–algèbre de type fini et que G(M) est un

G(R)–module à gauche de type fini. Alors

GKdim(RM) ≥ GKdim(G(R)G(M)).

Si, en plus, les multi-filtrations sont finies, on a

GKdim(RM) = GKdim(G(R)G(M)).

Démonstration. Voir [25, Theorem 2.8].

Exemple 1.9.13. [25, Example 3.3]. (1) Soit ω = (ω1, · · · , ωp) un p–uplets de Rp avec

ωi > 0, ∀i = 1, · · · , p et considérons le produit 〈−,−〉 point par point sur Rp i.e. 〈ω, ω′〉 =∑p
i=1 ωiω

′
i. On note par ε1 <lex · · · <lex εp, l’ordre lexicographique sur Np. La relation

binaire sur Np définie par : pour tout α, β ∈ Np

α <ω β si 〈α, ω〉 < 〈β, ω〉 ou

{
〈α, ω〉 = 〈β, ω〉
et α <lex β

est un ordre localement fini ; c’est à dire que l’intervalle [0, α] = {β ∈ Np| 0 ≤ β ≤ α}
est fini, pour tout α ∈ Np. Le vecteur ω s’appelle le vecteur poids ”weight” de l’ordre <ω.

Soit R = k[x1][x2;σ2, δ2] · · · [xp;σp, δp] une extension de Ore itérées de k. On suppose que

σj(xi) = qijxi, pour tout i < j ≤ p, qij ∈ k∗. L’ensemble B = {Xα = xα1
1 · · ·xαp

p | α =

(α1, · · · , αp) ∈ Np} est une k–base de R. Soit f =
∑

α∈Np cαX
α, N (f) = {α ∈ Np| cα 6= 0}.

On va construire un vecteur poids pour R, ω = (ω1, · · · , ωp).

Posons ω1 = 1 et définissons ω12 comme le degré en x1 de δ2(x1), puis ω2 = max(1, ω12).

Supposons qu’on a : ω1, · · · , ωj−1, pour j ≥ 2 ; posons

ωkj = max{α1ω1, · · · , αj−1ωj−1, αk ∈ δj(xk)}, pour tout k = 1, · · · , j − 1
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et choisissons ωj = max{1, ωkj − ωi, 1 ≤ i, k ≤ j − 1}. On munit Np par l’ordre admissible

<ω. Si 1 < j ≤ p, on a 〈εi + εj, ω〉 = ωi + ωj ≥ ωij ≥ 〈α, ω〉, pour tout α ∈ N (δj(xi)).

D’où α <ω εi + εj, pour tout α ∈ N (δj(xi)), i < j. D’après [25, Proposition 3.2], R admet

une Np–filtration finie dont le Np–gradué associé est une k–algèbre semi-commutative, c’est

a dire engendrée par des éléments semi-comutatifs 7. On en déduit donc que le théorème

1.9.12 s’applique à ce type des k–algèbre.

(2) Soit R une k–algèbre de type P.B.W de k–base B = {uα| α ∈ Np} et d’ordre B–

admissible ≤. Posons Rα = {f ∈ R| exp(f) ≤ α}, alors {Rα}α∈Np est un Np–filtration de

R dont le Np–gradué associé G(R) est une k–algèbre semi-commutative, en effet est un

espace quantique.

Remarque 1.9.14. (1) D’après la remarque précédente et [16, Theorem 2.1], dans tout k–
algèbre de type P.B.W, l’ordre B–admissible ≤, peut être remplacer par un order ≤u, pour

un certain u = (u1, · · · , up), ui ∈ N∗. On peut donc filtré R par une filtration R = ∪n∈NRn,

où chaque Rn =
∑

〈α,u〉≤n kuα est un espace vectoriel de dimension finie, pour tout n ∈ N.

Il est facile de prouver que gr(R) est un espace affine quantique sur k.
(2) D’après (1) et le théorème 3.8 de [60], tout k–algèbre de type P.B.W satisfait le

Nullstellensatz sur k et elle est une k-algèbre Auslander-régulière, voir le chapitre 5 pour

les définitions.

7Un suite des éléments y1, · · · , yt est dite semi-commutative, s’il existent des kij ∈ k∗ tels que yiyj =
kijyjyi, ∀i, j ∈ Nt.



Chapitre 2

Les idéaux premiers et primitifs.

Introduction

L’objet de ce chapitre est de donner une description complete et détaillée de la H–
stratification de l’algèbre R

(C,Λ)
n (k) (voir la définition 2.1.1 ci-dessous), dans les aspects sui-

vants. Premièrement, on démontre que les idéauxH–premiers, pour un tore bien déterminé,
sont exactement les idéaux engendrés par les ensembles admissibles, d’où la dérivation de
chaque stratum. Deuxièmement, on construit une procédure effective pour calculer les
générateurs de chacun des anneaux des polynômes de Laurent attachés à cette stratifica-
tion, dans les cas des algèbres quantiques citées ci-dessus. Finalement, on calcule par des
méthodes classiques le spectre premier de H ′

q2 .

2.1 L’algèbre R
(C,Λ)
n (k) et les ensembles admissibles.

Fixons k un corps commutatif. D. A. Jordan a introduit dans [49] une classe d’extension
de Ore R, définie par R = A[y;α][x; β, δ], où A est une k–algèbre et un domaine noethérien
et les variables y, x sont soumises aux relations suivantes : ya = α(a)y, xa = β(a)x, pour
tout a ∈ A et xy− ρyx = v, où ρ ∈ k∗ et v est un élément normal de A. L’algèbre de Weyl
quantique A

(q,Λ)
n (k) apparus dans les travaux de Maltsiniotis [59], représente un exemple

révélant qui a été construit à partir de la classe R. Ultérieurement, S.Q. Oh a étudié dans
[66] une classe d’extension de Ore itérées, résultant comme forme itérée de celle de Jordan.
L’algèbre sous consideration a été introduite et étudiée dans [27] ; comme on verra dans la
définition suivante, elle constitue une sous-classe de celle de Oh.

Définition 2.1.1. Soient n ∈ N∗ et C = (c1, c2, . . . , cn, d, λ, u) un élément de (k∗)n+2 × k
avec d = 1 si u 6= 0. Considérons Λ = (λji)1≤i<j≤n une matrice anti-symétrique à coefficients

dans k∗ tel que λii = 1, pour tout i = 1, · · · , n. On définit R
(C,Λ)
n (k) comme la k-algèbre

de type fini engendrée par y1, x1, · · · , yn, xn, satisfaisant les relations suivantes

35
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yjyi = λjiyiyj, yjxi = λ−1
ji dxiyj (j > i)

xjxi = λjic
−1
i d−1xixj, xjyi = λ−1

ji ciyixj (j > i)

xiyi = ciyixi + λ
∑i−1

l=1(λd)
i−1−l(cld− 1)ylxl +(dλ)i−1u, (i ≥ 1)

(2.1)

D’après [66, p. 39], R
(C,Λ)
n (k) est une extension de Ore itéreée

R0 ⊆ R1 ⊆ · · · ⊆ R(C,Λ)
n (k) = Rn,

où R0 = k et Rk = Rk/2[xk; βk, δk], Rk/2 = Rk−1[yk;αk] pour tout k ≥ 1 et αi, βi sont des
automorphismes d’algèbres :

αj(yi) = λjiyi, αj(xi) = λ−1
ji dxi, i < j

βj(yi) = λ−1
ji ciyi, βj(xi) = λjic

−1
i d−1xi, i < j

βi(yi) = ciyi,
(2.2)

et chaque δi est une βi-dérivation définie par

δi(yi) = λ
∑i−1

l=1(λd)
i−1−l(cld− l)ylxl +(λd)i−1u, i > 1

δi(Ri−1) = 0, i ≥ 1, et δ1(y1) = u.

On note par
∑n

k , l’ensemble {αk, βk, δk, . . . , αn, βn, δn}, pour tout k = 1, · · · , n.

On peut vérifier sans aucun problème que R
(C,Λ)
n (k) est une k–algèbre de type P.B.W

par rapport à l’ordre lexicographique gradué, voir l’exemple 1.8.2.
L’espace quantique attaché à R

(C,Λ)
n (k) est kQn [Y1, X1, · · · , Yn, Xn], où Qn étant la

matrice définie par

Y1 X1 Y2 X2 · · · · · · Yn Xn

Y1

X1

Y2

X2
...
Yn

Xn



1 c−1
1 λ−1

21 λ21c
−1
1 · · · λ−1

n1 λn1c
−1
1

c1 1 λ21d
−1 λ−1

21 c1d · · · λn1d
−1 λ−1

n1 c1d
λ21 λ−1

21 d 1 c−1
2 · · · λ−1

n2 λn2c
−1
2

λ−1
21 c1 λ21c

−1
1 d−1 c2 1 · · · λn2d

−1 λ−1
n2 c2d

...
...

...
...

. . .
...

...
λn1 λ−1

n1 d λn2 λ−1
n2 d · · · 1 c−1

n

λ−1
n1 c1 λn1c

−1
1 d−1 λ−1

n2 c2 λn2c
−1
2 d−1 · · · cn 1


(2.3)

Notons que Y1u = duY1 et X1u = d−1uX1.

Cette classe d’algèbres contient l’algèbre de Weyl quantique A
(q,Λ)
n (k) ( C = (q, 1, 1, 1)

avec q = (ci)
n
i=1), l’anneau des coordonnées de l’espace quantique symplectique Oq(spk2×n)

(C = (q2, . . . , q2, 1, q, 0), λji = q) et l’anneau des coordonnées de l’espace quantique Eucle-
dian Oq(ok2×n) (C = (1, . . . , 1, q−2, q, 0), λji = q−1). Suivant [66, p. 39], on a
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Lemme 2.1.2. Posons zi = dxiyi − yixi pour i = 1, · · · , n et z0 = du. Alors

zjyi = ciyizj, zjxi = c−1
i xizj (i ≤ j)

zjyi = d−1yizj, zjxi = dxizj (i > j)

zjzi = zizj ( pour tout i, j)

xiyi = ciyixi + λzi−1 (i = 2, · · · , n), x1y1 = c1y1x1 + d−1z0

zi = (cid− 1)yixi + dλzi−1 (i = 2, · · · , n), z1 = (c1d− 1)y1x1 + z0.

En particulier, δi(yi) = λzi−1, pour tout i > 1.

Remarque 2.1.3. D’après les relations (2.1), on a δiβi = cidβiδi, pour tout i ≥ 1. Alors

si chacun des cid n’est pas racine de l’unité, i = 1, . . . , n, tout idéal premier de R
(C,Λ)
n (k)

est complètement premier, d’après le théorème 1.7.7.

Afin de classifier les idéaux premiers de R
(C,Λ)
n (k), on suppose dans tout ce chapitre que

chacun des cid, i = 1, · · · , n, n’est pas racine de l’unité.
Notons par ℘n le sous-ensemble suivant de R :

℘n =


{z1, y1, x1, · · · , zn, yn, xn}, si z0 = 0,

{z1, z2, y2, x2, · · · , zn, yn, xn}, si non .
(2.4)

Définition 2.1.4. [65]. Un sous-ensemble T de ℘n est dit admissible s’il est un ensemble

vide ou s’il satisfait les conditions suivantes :

(1) yi ou xi ∈ T ⇔ zi et zi−1 ∈ T , pour tout i ≥ 2

(2) x1 ou y1 ∈ T ⇔ z1 ∈ T, si z0 = 0.

Pour un tel ensemble admissible T , on désigne par ind(T ) = {i ∈ {1, . . . , n}| zi ∈ T}.
Un indice i ∈ ind(T ) est dit renouvelable si T contient xi et yi ; l’ensemble de tout les
indices renouvelables sera noté par Renv(T ). Si on note JT = {i ∈ {1, . . . , n}| yi ∈ T} et
IT = {j ∈ {1, . . . , n}| xj ∈ T}, alors Renv(T ) = ∅ si et seulement si IT∩JT = ∅. On dit que
T est connexe si pour tout i, j ∈ ind(T ) tel que i < k < j, on a k ∈ ind(T ). Une composante
connexe de T est un sous-ensemble connexe U de T tel que pour tout sous-ensemble connexe
V de T avec U ⊆ V on a U = V . Tout ensemble admissible est d’une forme unique, réunion
disjointe de ses composantes connexes ; se qu’on appelle la décomposition en composantes
connexes de T . Posons ik = min(ind(Tk)), jk = max(ind(Tk)), on suppose toujours que
jk−1 < ik − 1, k = 2, . . . , r. Un exemple de tel décomposition est le suivant : posons n = 3

et prenant T = {x1, z1} ∪ {z3} dans R
(C,Λ)
3 (k) avec z0 = 0 ; alors {x1, z1}, {z3} sont les

composantes connexes de T .
Si T est un ensemble admissible connexe on définit la longueur de T , notée par long(T ),

comme
long(T ) = card(ind(T )) + card(Renv(T )),
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où card(ind(T )) (resp. card(Renv(T ))) est le cardinal de ind(T ) (resp. le cardinal de
Renv(T )). La longueur d’un ensemble admissible non nécessairement connexe T est définie
par

long(T ) =
r∑

k=1

long(Tk),

où T = T1 ∪ T2 ∪ · · · ∪ Tr est la décomposition de T en composantes connexes.

Notre prochain but est de démontrer que tout ensemble admissible engendre un idéal
premier.

Proposition 2.1.5. Pour tout k ≥ 2, considérons Q un idéal premier (αk, βk)-stable de

Rk−1 tel que zk−1 /∈ Q. Alors les idéaux QRk + zkRk, QRk sont des extensions premiers de

Q à Rk.

Démonstration. D’après le théorème 1.7.17, appliqué à Q dans les itérations Rk/2 et Rk,

QRk est un idéal premier qui étend Q à Rk. Pour achevé la preuve, on va encore utiliser

le théorème 1.7.17. Considérons Ak/2 = fract(Rk/2/QRk/2) le corps à gauche des fractions

de Rk/2/QRk/2 ; rappelons que tout ideal premier est complètement premier et que chaque

itération est noethérienne. On doit montrer que l’extension de δk, noter aussi par δk, à

Ak/2 est une βk–dérivation intérieure, où βk étant le prolongement de βk à Ak/2. Il suffit

donc de prouver ceci à l’extension de δk à l’anneaux des polynômes de Laurent tordue

Fk/2 = Rk−1

Q
[y±1

k ;αk]. Posons uk = (1− ckd)
−1λzk−1y

−1
k ∈ Fk/2, où zk−1 est l’image de zk−1

dans Fk/2. Alors

δk(yk) = ukyk − ckykuk et δk(y
−1
k ) = −βk(y

−1
k )δk(yk)y

−1
k = uky

−1
k − c−1

k y−1
k uk.

Ce qui entrâıne que δk est une βk-dérivation intérieure de Fk/2, d’où δk(a) = uka−βk(a)uk,

pour tout a ∈ Ak/2. Ensuite, d’après le théorème 1.7.4 et les lemmes 1.7.5, 1.7.6, on a

l’isomorphisme suivant :

Rk

QRk

[Ck/2]
−1 ∼= Ak/2[xk; βk, δk] ∼= Ak/2[xk − uk; βk],

où Ck/2 = (Rk/2/QRk/2) \ {0}. Maintenant le théorème 1.7.17 implique que l’image inverse

de 〈xk − uk〉 à Rk est aussi un idéal premier qui est un étendu de QRk. Comme xk − uk =

−ck(1 − ckd)
−1zky

−1
k , où zk est l’image de zk dans Rk/QRk ; cette image inverse à Rk est

exactement l’idéal P = QRk + zkRk.

Corollaire 2.1.6. L’idéal 〈zi〉 est premier pour tout i ≥ 2. Si z0 6= 0, alors 〈z1〉 est aussi

premier.

Démonstration. C’est claire que 〈zi〉 ∩ Ri = ziRi = Rizi est un idéal
∑n

i+1-stable pour

tout i ≥ 1. Alors il suffit de montre que Rizi est un idéal premier de Ri. Mais cela est une



Chapitre.2 Les idéaux premiers et primitifs. 39

consequence évidente de la proposition 2.1.5 avec Q = 0 dans Ri−1 et i ≥ 2. Pour le cas

z0 6= 0 et i = 1 considérons F0 = k[y±1
1 ] est l’élément v1 = (1−c1d)−1uy−1

1 ∈ F0. On note par

δ1, β1 l’extension de δ1, β1 à F0, respectivement. Alors δ1(y1) = v1y1 − c1y1v1 et δ1(y
−1
1 ) =

−c−1
1 d−1uy−2

1 ; d’où δ1(y
−1
1 ) = v1y

−1
1 −c−1

1 y−1
1 v1. En suite δ1 est une β1-dérivation intérieure

de F0, et alors F0[x1; β1, δ1] ∼= F0[x1−v1; β1]. D’après l’égalité x1−v1 = −(1−c1d)−1c1z1y
−1
1 ,

l’image inverse de l’ideal premier 〈z1y
−1
1 〉 dans R1 est l’idéal premier z1R1.

Proposition 2.1.7. Soit I un idéal premier
∑n

j+1-stable de Rj, pour j < n−2 et soit T un

ensemble admissible connexe de Rn tel que i = min(ind(T )) > j + 1. Alors J = IRn + 〈T 〉
est un idéal premier de Rn.

Démonstration. On note par k := max(ind(T )) ; on utilise une récurrence sur k. Si k = j+2,

alors i = k et T = {zk}. Comme zj+1 /∈ IRj+1, d’après proposition 2.1.5, IRj+2 + zj+2Rj+2

est un idéal premier
∑n

j+3-stable de Rj+2. Donc J = (IRj+2 + zj+2Rj+2)Rn est un étendu

premier de IRj+2 + zj+2Rj+2. Maintenant, supposons que la proposition est vrai pour tout

ensemble admissible connexe T´ avec max(ind(T´)) < k. Soit donc T´ = T ∩ Rk−1, d’où

T´ est un ensemble admissible connexe de Rk−1 et

T =


T´ ∪ {yk, zk}, si k ∈ JT , k /∈ IT

T´ ∪ {xk, zk}, si k ∈ IT , k /∈ JT

T´ ∪ {yk, xk, zk}, si k ∈ Renv(T ).

Posons Jk−1 = IRk−1 + T´Rk−1. Alors par hypothèse de récurrence Jk−1Rn est un idéal

premier de Rn. Rappelons que dans chaque itération tout idéal premier est complètement

premier ; d’où Jk−1 est premier
∑n

k -stable dans Rk−1. Nous déclarons que J est un premier

étendu à Rn de l’idéal premier Jk−1. En effet, considérons les cas possibles suivantes

1) Si T = T´ ∪ {yk, zk} alors, de l’isomorphisme

Rk

Jk−1Rk

∼=
Rk−1

Jk−1

[yk;αk][xk; βk],

on déduit que l’idéal Jk = Jk−1Rk + ykRk est premier dans Rk. Remarquons que Jk =

IRk + TRk et qu’il est
∑n

k+1-stable. Donc J = JkRn est un premier étendue de Jk−1 à Rn.

2) Le cas T = T´ ∪ {xk, zk} est similaire à 1) en prenant l’idéal Jk = Jk−1Rk + xkRk.

3) Si T = T´ ∪ {yk, xk, zk}, considérons donc Jk = Jk−1Rk + ykRk + xkRk et Jk/2 =

Jk−1Rk/2 + ykRk/2. Il est clair que Jk = Jk/2Rk + xkRk (parce que zk−1 ∈ Jk−1) et donc

Jk/2 est un premier étendu de Jk−1 à Rk/2 qui est βk-stable. Ensuite Jk/2Rk est un idéal

premier de Rk et on a l’isomorphisme suivant :

Rk

Jk/2Rk

∼=
Rk/2

Jk/2

[xk; βk].

D’où Jk est un idéal premier de Rk et Jk = IRk + TRk. C’est un idéal
∑n

k+1-stable, alors

JkRn = J est idéal premier étendu de Jk à Rn. Donc J est idéal premier étendu de Jk−1 à

Rn.
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Théorème 2.1.8. Soit T un ensemble admissible de R
(C,Λ)
n (k). Alors 〈T 〉 est un idéal

premier polynormal.

Démonstration. C’est clair que T est une suite polynormale. On montre par récurrence

sur le nombre des composantes connexes que 〈T 〉 est premier. Si T est connexe, avec

min(ind(T )) > 1, alors 〈T 〉 est premier d’après la proposition 2.1.7. Le cas contraire est

évident. Soit T = T1 ∪ T2 · · · ∪ Tr, r > 1, ik = min(ind(Tk)), jk = max(ind(Tk)), k =

1, · · · , r. Considérons I = (T1∪· · ·∪Tr−1)Rjr−1 comme un idéal deRjr−1 , d’après l’hypothèse

de récurrence IRn est un idéal premier de Rn ; et alors I est un idéal premier de Rjr−1 .

Observons que 〈T 〉 = IRn + TrRn ; appliquons la proposition 2.1.7, on a 〈T 〉 est un idéal

premier de Rn.

Pour calculer la GK-dimension des algèbres quotient, par un idéal engendré par un
ensemble admissible ; on va utiliser les résultats du la section 1.9, puisque R

(C,Λ)
n (k) est

une k–algèbre de type P.B.W. par rapport à l’ordre lexicographique gradué.

Lemme 2.1.9. Soit T un ensemble admissible de R
(C,Λ)
n (k). Alors T est une base de

Gröbner bilatérale.

Démonstration. Soit T = T1 ∪ · · · ∪ Tr la décomposition en composantes connexes de T .

Il est clair que TSl(u, v) = 0 pour tout u ∈ Ts et v ∈ Tt tel que s 6= t ∈ {1, · · · , r}.
Fixons k ∈ {1, · · · , r} et considérons Tk, i = min(ind(Tk)), j = max(ind(Tk)). D’après

le lemme 2.1.2, les zs sont des éléments semi-commutatifs, pour tout s = 1, . . . , n. Alors
TkSl(zs, vt) = 0 pour tout s ∈ {i, . . . , j} et t ∈ {i + 1, . . . , j}, où vt ∈ {yt, xt}. D’après

(2.1), on a aussi TkSl(vs, vt) = 0 pour tout t, s ∈ {i + 1, . . . , j} avec s 6= t. Il suffit donc

de montrer que TkSl(ys, xs) = 0 pour tout s ∈ {i+ 1, . . . , j} ∩ Renv(Tk). Mais Sl(ys, xs) =

c−1
s xsys − ysxs = λc−1

s zs−1 ∈ Tk. Alors, d’après le théorème 1.8.15, T est une base de

Gröbner à gauche de RT . D’autre part, si t ∈ JT alors Tytxt = T c−1
t xtyt − λc−1

t zt−1 = 0,

et si t ∈ IT on a Txtyt = T ctytxt + λzt−1 = 0. En utilisant la remarque 1.8.16(2), T est

donc une base de Gröbner bilatérale.

Proposition 2.1.10. Soit T un ensemble admissible de R
(C,Λ)
n (k). Alors

GKdim

(
R

(C,Λ)
n (k)
〈T 〉

)
= 2n− long(T ).

Démonstration. Utilisant le lemme 2.1.9 et la proposition 1.9.8, on a :

GKdim
(
R(C,Λ)

n (k) /〈T 〉
)

= dim(Exp(〈T 〉)).

Il suffit donc de calculer dim(Exp(〈T 〉)). Supposons que T est connexe, avec i = min(ind(T )),

j = max(ind(T )). D’après le lemme 2.1.9, Exp(〈T 〉) est engendré par les éléments εi + εi´,
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εk si k ∈ JT , et εl´ si l ∈ IT , où k, l = i + 1, · · · , j. Appliquons le Lemme 1.9.3 1) à fin

d’avoir dim(Exp(〈T 〉)) = 2n−long(T ). Si T n’est pas connexe, considérons T = T1∪· · ·∪Tr

sa décomposition usuelle. Alors, d’après le Lemme 2.1.9,

Exp(T ) =
r⊎

k=1

Exp(Tk)

et Exp(〈T 〉) a un ensemble des générateurs à support disjoints. D’après le lemme 1.9.3 2)

on a :
dim(Exp(〈T 〉)) = 2n(1− r) +

∑r
k=1 dim(Exp(〈Tk〉))

= 2n(1− r) +
∑r

k=1(2n− long(Tk))

= 2n− long(T ).

2.2 Les idéaux H–premiers de R
(C,Λ)
n (k).

Soit k un corps commutatif infini. On définit une action rationnelle du tore H égale à
(k×)n ou (k×)n+1 (dépendant de la valeur de u) sur l’algèbre R

(C,Λ)
n (k), afin d’identifier les

idéaux H–premiers avec ce qui sont engendrés par des ensembles admissibles. Le procédé
est purement effectif, de tel manière qu’il nous permettra de calculer le nombres de tous
ces idéaux.

Remarque 2.2.1. Soit G un groupe agissant sur R
(C,Λ)
n (k) par des automorphismes de

k-algèbres. Supposons que yi, xi, i = 1, · · · , n sont des G-vecteurs propres1. Si h ∈ G alors,

d’après les équations (2.1), l’actions de h est l’une des formes suivantes :
h.yi = ηiyi et h.xi = η−1

i xi, si u 6= 0

ou

h.yi = ηiyi et h.xi = η−1
i θxi, si u = 0;

(2.5)

où ηi est la h-valeur propre de yi, i = 1, · · · , n et θ est la h-valeur propre commune de

z1, · · · , zn. En conclusion, le groupe G peut être remplacer par le tore algébrique (k×)n ou

le tore (k×)n × k×.

Dans tout ce qui suit H désignera le tore (k×)n ou (k×)n+1, dépendant de la valeur de
u.

Définition 2.2.2. On définit l’action rationnelle de H sur R
(C,Λ)
n (k), comme suit :

1Un élément x est dite G-vecteur propre si pour tout g ∈ G, existe λg,x ∈ k tel que g(x) = λg,xx.
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1) Si u 6= 0, alors H = (k×)n et pour tout h = (h1, · · · , hn) ∈ H on prend

h.yi = hiyi, i = 1, · · · , n,
h.xi = h−1

i xi, i = 1, · · · , n.

2) Si u = 0, alors H = (k×)n+1, et pour tout h = (h1, · · · , hn, hn+1) ∈ H on prend

h.yi = hiyi

h.xi = h−1
i hn+1xi.

Remarque 2.2.3. L’action définie dans la définition précédente satisfait les conditions

(Ha), (Hb) et (Hc) de la section 1.7, 1.7.22. En effet, rappelons que tous les cid ne sont

pas racines de l’unité. Si u 6= 0 on a d = 1, alors pour tout j ∈ {1, · · · , n} les restrictions

à Rj−1 et à Rj/2 de l’action des éléments de H est donnée par :

hj = (λj1, · · · , λjj−1, cj, 1, · · · , 1),

gj = (λ−1
j1 c1, · · · , λ−1

jj−1cj−1, cj, 1, · · · , 1)

qui coincident avec les automorphismes αj, βj, respectivement. Si u = 0, alors pour tout

j ∈ {1, · · · , n} on prend

hj = (λj1, · · · , λjj−1, cjd, 1, · · · , 1, d),
gj = (λ−1

j1 c1, · · · , λ−1
jj−1cj−1, cj, 1, · · · , 1, d−1).

C’est clair que αj, βj sont les restrictions de hj, gj respectivement. D’où les actions définies

ci-dessus satisfassent les conditions citées. Notons que si d = 1 et u = 0, alors on peut

prendre le tore (k×)n au lieu de (k×)n+1, avec les actions citées avant. Mais si d 6= 1, il faut

élargir la dimension du tore, afin de ”placer” le paramètre d. L’action définie en [41, 5.4]

pour l’espace Eucledien quantique Oq(ok2×n) ne satisfait pas les hypothèses (Ha)–(Hc),
comme le montre le contre exemple suivant :

Exemple 2.2.4. Considérons R
(C,Λ)
2 (k) = Oq(ok2×2) avec q non racine de l’unité. Si on

suppose que H = (k×)2 et que son action satisfait les conditions (Ha)-(Hc), alors il existera

h = (h1, h2) ∈ H tel que la restriction de h à k[y1, x1] cöıncide avec l’automorphisme α2.

Donc
α2(y1) = q−1y1 = h.y1 = h1y1

α2(x1) = q−1x1 = h.x1 = h−1
1 x1,

cela signifie que q2 = 1, contradiction avec le fait que q n’est pas racine de l’unité.

Dans tout le reste de cette section R
(C,Λ)
n (k) sera noté par R.

Remarque 2.2.5. D’après la remarque 2.2.3 et la proposition 1.7.22, tout idéalH–premier

de R est complètement premier, et leur nombre est inférieur à 22n. Comme R est une k–
algèbre de type P.B.W, la remarque 1.9.14 implique que R satisfait le Nullstellensatz. En

appliquant le théorème 1.7.23 et la définition 2.2.2, R satisfera l’équivalence de Dixmier-

Moeglin, donc les idéaux primitifs sont les maximaux dans leur H–stratum.
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Notre prochain objet est de décrire les idéaux H–premiers de R. Pour cela, on a besoin
de contrôler la GK–dimension de certaines localizations de R.

Proposition 2.2.6. Soit W un sous-ensemble de Nn = {1, . . . , n}. Considérons l’ensemble

multiplicatif Y de R engendré par les yk, k ∈ W . Alors Y est un ensemble de Ore à droite,

et la dimension de Gelfand-Kirillov de RY−1 est égale à 2n.

Démonstration. D’après les lemmes 1.7.5 et 1.1.3, Y est un ensemble de Ore à droite de R,

d’où GKdim(R) ≤ GKdim(RY−1). Considérons la k-algèbre S engendrée par y1, x1, . . . , yn, xn

avec les relations (2.1) et par des nouveaux variables Ωk, k ∈ W , qui satisfassent les rela-

tions additionnelles suivantes :

ΩiΩj = λ−1
ji ΩjΩi, xiΩj = λ−1

ji dΩjxi (j > i)

Ωixj = λ−1
ji cixjΩi, yiΩj = λjiΩjyi (j > i)

Ωiyj = λjiyjΩi (j > i)

Ωiyi = yiΩi = 1

Ωkxk = ckxkΩk + λd−1
∑k−1

l=1 (dλ)k−1−l(cld− 1)ylxlΩ
2
k+ dk−3λk−1z0Ω

2
k.

(2.6)

Il existe un morphisme d’algèbre surjective S → RY−1 envoyant yi à yi, xi à xi et Ωk à

y−1
k . Alors GKdim(RY−1) ≤ GKdim(S). Il suffit donc de montre que GKdim(S) = 2n. Si

on ordonne les variables :

Ωk1 < · · · < Ωkm < y1 < x1 < · · · < yn < xn,

où W = {k1, . . . , km}. Soit ≤w l’ordre lexicographique dirigé sur N2n+m et qui est défini

par le vecteur poids

w = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
(m)

, 1, 2, 1, 4, . . . , 1, 2n, );

voir l’exemple 1.9.13. D’après l’exemple 1.9.13, S possède une (N2n+m,≤w)–filtration tel

que l’algèbre N2n+m–gradué G(S) est semi-commutative, en effet, elle est engendrée par

l’ensemble fini des éléments homogènes suivants :

Ωk1 , . . . ,Ωkm , y1, x1, . . . , yn, xn,

de plus ykΩk = 0 pour tout k ∈ W . Ensuite G(S) est le quotient de l’espace quantique

(2n + m)-dimensionnelle par l’idéal engendré par les éléments ykΩk, k ∈ W . Il est donc

claire que GKdim(G(S)) = 2n+m−m, d’où le théorème 1.9.12 implique que GKdim(S) =

GKdim(G(S)) = 2n.

Fixons un ensemble admissible T = T1 ∪ T2 ∪ · · · ∪ Tr avec ik = min(ind(Tk)), jk =
max(ind(Tk)). La proposition suivante donne la hauteur d’un idéal premier engendré par
l’ensemble admissible T .
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Proposition 2.2.7. Soit T un ensemble admissible de R. Alors

haut(〈T 〉) = long(T ) = 2n−GKdim

(
R

〈T 〉

)
.

Démonstration. On va prouver premièrement la proposition pour un T connexe. Considérons

j = max(ind(T )) et i = min(ind(T )) ; on utilise une récurrence sur j. Si j = i = 1 alors

les ensembles admissibles possible sont {z1} si z0 6= 0 ou {z1, x1}, {z1, y1} et {z1, y1, x1} si

z0 = 0. En utilisant le corollaire 2.1.6, la définition de la longueur et le théorème 1.3.1, on

aura le résultat dans ce cas. Supposons que la proposition est vrai pour tous les admissibles

connexes T ’ tels que max(ind(T ’)) < j. On peut décomposer T comme réunion disjointe

T =


T ’ ∪ {zj, yj}, si j ∈ JT , j /∈ Renv(T )

T ’ ∪ {zj, xj}, si j ∈ IT , j /∈ Renv(T )

T ’ ∪ {zj, yj, xj}, si j ∈ Renv(T ),

où T ’ est un admissible de R. On a donc une châıne des idéaux premiers

〈0〉 ( 〈T ’〉 ( 〈T ’, vj〉 = T, vj ∈ {yj, xj}
ou

〈0〉 ( 〈T ’〉 ( 〈T ’, yj〉 ( 〈T ’, yj, xj〉 = T.

D’après le théorème 2.1.8 on sait que T est une suite polynormal. En utilisant le théorème

1.3.1, les châınes ci-dessus sont maximaux. En suite haut(〈T 〉) = haut(〈T ’〉) + ε, où ε ∈
{1, 2}. Il est clair maintenant que le résultat vient de l’hypothèse de récurrence. Soit T un

admissible quelconque et T1∪· · ·∪Tr sa décomposition canonique. On montre la proposition

cette fois par récurrence sur r. Pour r = 1 la proposition a été déjà démontrée. Supposons

que r > 1, T = T ’ ∪ Tr où T ’ = T1 ∪ · · · ∪ Tr−1. On note par ir = min(ind(Tr)). Alors,

d’après la proposition 2.1.7, on a la châıne suivante d’idéaux premiers

〈0〉 ⊆ 〈T ’〉 ( 〈T ’, zir〉 ( · · · ( 〈T ’, Tr〉 = 〈T 〉.

Cette châıne est maximale (saturée), parce que 〈T 〉 est un idéal polynormal. Le nombre

des idéaux premiers entre 〈T ’, zir〉 et 〈T 〉 est exactement le nombre des variables yl, xl, l ∈
ind(Tr). On a donc haut(〈T 〉) = haut(〈T ’〉) + long(Tr), d’où par récurrence et la définition

de la longueur d’un admissible, on a haut(〈T 〉) = long(T ). La deuxième égalité vient de la

proposition 2.1.10.

On note par YT l’ensemble multiplicatif de R engendré par yj, j /∈ JT ; d’après la
proposition 2.2.6 c’est un ensemble de Ore à droite de R. Soit QT la sous-matrice de
Qn définie en annulons les lignes et les colonnes correspondantes aux variables xi, yi ∈
T et xik , k = 1, . . . , r. Si z0 = 0 et x1 /∈ T on va pas annuler la ligne et la colonne
correspondante au variable x1. Considérons AT l’espace quantique associé à la matrice QT ,
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considérée comme sous–algèbre de l’espace quantique A∅ = kQn [Y1, X1, · · · , Yn, Xn] attaché
à R. L’ensemble multiplicatif YT de AT engendré par tous les Yk est un ensemble de Ore à
droite, considérons BT = ATY−1

T . On note par a l’image de a ∈ R dans R
〈T 〉 . Le morphisme

de k-algèbre, ΨT : R
〈T 〉Y

−1

T → BT défini par

ΨT (xi) = Ψ(yj) = 0, pour i ∈ IT , et j ∈ JT ,
ΨT (yk) = Yk, pour tout k /∈ JT ,

et tel que si k /∈ IT

ΨT (x1) = X1 + (1− c1d)
−1Z0Y

−1
1 ( si k = 1 /∈ ind(T ))

ΨT (x1) = (1− c1d)
−1Z0Y

−1
1 ( si k = 1 ∈ ind(T ), et z0 6= 0)

ΨT (x1) = X1 ( si k = 1 ∈ ind(T ) et z0 = 0)

ΨT (xk) = Xk ( si k − 1 ∈ ind(T ), k ≥ 2)

ΨT (xk) = Xk + (1− ckd)
−1λZk−1Y

−1
k ( si 2 ≤ k et k, k − 1 /∈ ind(T ))

ΨT (xk) = (1− ckd)
−1λZk−1Y

−1
k ( si 2 ≤ k et k ∈ ind(T ) et k − 1 /∈ ind(T )),

où Z0 = d−1z0 = u, Zk = (ckd − 1)YkXk. Il est clair que YT ∩ 〈T 〉 = ∅ alors, d’après [19,

Proposition 3.6.15],
RY−1

T

〈T 〉Y−1
T

∼= R
〈T 〉Y

−1

T . En composant ΨT avec cet dernier isomorphisme on

arrive a une nouvelle application qu’on note aussi par ΨT . Un morphisme similaire a été
donné dans [72, Section 3.2] pour l’algèbre A

(q,Λ)
n (k) et dans [30] pour Oq(spk2×n) et aussi

dans [69] pour Oq(ok2×n).

Proposition 2.2.8. L’application :

ΨT :
RY−1

T

〈T 〉Y−1
T

→ BT

est un isomorphism des k-algèbres.

Démonstration. Il est clair que ΨT est surjective et que 〈T 〉 ⊆ ker(ΨT ). Alors GKdim(BT ) ≤
GKdim(

RY−1
T

〈T 〉Y−1
T

). On a GKdim(
RY−1

T

〈T 〉Y−1
T

) ≤ GKdim(BT ). En effet, de [54, Lemma 3.16], on

a GKdim(
RY−1

T

〈T 〉Y−1
T

) ≤ GKdim(RY−1
T ) − haut(〈T 〉). En utilisant les propositions 2.2.6 et

2.2.7, on a GKdim(
RY−1

T

〈T 〉Y−1
T

) ≤ 2n − long(T ). On sait que GKdim(AT ) = 2n − long(T ) =

GKdim(BT ). Donc GKdim(
RY−1

T

〈T 〉Y−1
T

) ≤ GKdim(BT ). Puisque 〈T 〉 est un idéal complètement

premier par le théorème 2.1.8, on déduit de [54, Proposition 3.15] que ΨT est un isomor-

phisme de k-algèbres.

Considérons le tore algébrique H avec son action sur R définie comme dans 2.2.2. Pour
tout sous-ensemble X ⊆ {1, · · · , n} = Nn, on note par HX le tore

HX =


{(hi)i∈X∪{n+1}| hi ∈ k×}, si H = (k×)n+1

{(hi)i∈X | hi ∈ k×}, si H = (k×)n.
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Soit T un ensemble admissible de R ; on note par In(T ) l’ensemble des indices des variables
qui apparaissent dans AT ; In(T ) ⊆ Nn. Définissons l’action suivante du tore HIn(T ) := HT

sur AT .
Si H = (k×)n+1, alors pour tout (hi)i∈In(T )∪{n+1} ∈ HT ,

(hi)i∈In(T )∪{n+1}.Yl = hlYl

(hi)i∈In(T )∪{n+1}.Xk = h−1
k hn+1Xk.

Si H = (k×)n, alors pour tout (hi)i∈In(T ) ∈ HT ,

(hi)i∈In(T ).Yl = hlYl

(hi)i∈In(T ).Xk = h−1
k Xk.

Considérons l’extension canonique de l’action de HT au localization BT = ATY−1. Pour
tout h ∈ HT , on a l’application suivante

R

〈T 〉
Y−1

T

ΨT−→ BT
h−→ BT

Ψ−1
T−→ R

〈T 〉
Y−1

T .

où h est le prolongement de h à BT .

Définition 2.2.9. On définit l’action du tore HT sur R
〈T 〉Y

−1

T comme suit. Étant donné

h ∈ HT , on définit

h.x = (Ψ−1
T hΨT )(x)

pour tout x ∈ R
〈T 〉Y

−1

T .

Le lemme suivant est clair.

Lemme 2.2.10. Considérons HT comme un groupe quotient du tore H. L’action de HT

induite sur R/〈T 〉 par celle de H cöıncide avec la restriction de l’action définie dans 2.2.9.

Proposition 2.2.11. Il existe une bijection ζ entre H− Spec(R) et An(R), l’ensemble de

tous les sous-ensembles admissibles de R, définie par

ζ : H− Spec(R) −→ An(R)

J 7−→ J ∩ ℘n,

avec application inverse

ζ ′ : An(R) −→ H− Spec(R)

T 7−→ 〈T 〉.

Démonstration. D’après le théorème 2.1.8 et les remarques 2.2.3, 2.2.5, les application ζ,

ζ ′ sont bien définies et que ζζ ′ = id. Considérons J ∈ H− Spec(R) tel que J ∩ ℘n = T , et
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supposons que 〈T 〉 ( J . Soit JT = Nn \ JT = {j1, · · · , jr} ; BT est une extension de Ore

itérée de la forme

BT = kQ[Y ±1
j1
, · · · , Y ±1

jr
][Xi1 ; βi1 ] · · · [Xit ; βit ],

où kQ[Y ±1
j1
, · · · , Y ±1

jr
] := B0

T étant l’algèbre de McConnell-Pettit associée à la matrice Q,

résultant des relations de semi-commutation entre les Yj. Fixons l ∈ {1, · · · , t − 1}, et

posons h = (hi) ∈ HT , comme suit ; si H = (k×)n+1, on prend

hi =



λ−1
iljk
cjk
, i = jk < il

λjkild
−1, i = jk > il

λ−1
ilik
cik , i = ik < il

ci, i = il
d−1, i = n+ 1

1, autrement.

Si H = (k×)n, on prend :

hi =



λ−1
iljk
cjk
, i = jk < il

λjkild
−1, i = jk > il

λ−1
ilik
cik , i = ik < il

ci, i = il
1, autrement.

Il est clair que la restriction de h ∈ HT à l’algèbre

Bl−1
T = B0

T [Xi1 ; βi1 ] · · · [Xil−1
; βil−1

]

cöıncide avec βil . comme les cid ne sont pas racines de l’unité, on peut donc appliquer

le lemme 1.7.20 sur chaque itération, sachant que BT n’est pas HT –simple, parce que

P = ΨT (J/〈T 〉)Y−1

T est un ideal premier non nul. Notons P l = P ∩ Bl
T , l = 1, · · · , t − 1.

L’action de HT sur B0
T est exactement l’action du tore HJ T

, qui est l’action naturelle du

tore (k×)r. Alors, d’après le lemme 1.7.16, B0
T est HT –simple. On va utiliser une récurrence

sur t pour montrer que BT est aussi HT –simple, ce qui donnera une contradiction, et ainsi

la preuve. Si t = 1, et B1
T n’est HT –simple, le lemme 1.7.20, entrâıne que Xil ∈ P1, puisque

B0
T est HT –simple. D’où xil ∈ J \T or zj1 ∈ J \ I, ce qui est impossible. Alors B1

T doit être

H–simple. Ce qui entrâıne aussi que BT = Bt
T doit être H–simple.

Corollaire 2.2.12. Le nombre des idéaux H–premiers est :

1

2

[
(2 +

√
2)n + (2−

√
2)n
]

(u 6= 0)

ou
1

2
√

2

[
(2 +

√
2)n+1 − (2−

√
2)n+1

]
(u = 0)



Chapitre.2 Les idéaux premiers et primitifs. 48

Démonstration. d’après la proposition 2.2.11, il suffit de calculer le cardinal de l’ensemble

An(R), qu’on note par Cm. Soit m < n et considérons T un ensemble admissible de

R
(C,Λ)
m (k) contenant zm. Alors il y a 4 ensembles admissibles de R

(C,Λ)
m+1 (k), qui se contractent

à T ; en effet T , T ∪ {zm+1, ym+1}, T ∪ {zm+1, xm+1} et T ∪ {zm+1, ym+1, xm+1}. Dans le

cas où T ne contient pas zm, il y a seulement deux ensembles admissibles dans R
(C,Λ)
m+1 (k)

se contractant à T . Le nombre des ensembles admissibles de R
(C,Λ)
m (k) qui ne contiennent

pas zm est exactement Cm−1, on a donc une suite linéaire

Cm+1 = 4(Cm − Cm−1) + 2Cm−1 = 2(2Cm − Cm−1).

On sait que C0 = 1 (par conventions R
(C,Λ)
0 (k) = k), et que C1 = 4, si u = 0 et que C1 = 2,

si u 6= 0. En résolvant ces systèmes, on trouve le résultat.

2.3 Les idéaux premiers et primitifs de R
(C,Λ)
n (k).

Cette section contient notre résultat principal concernant les idéaux premiers et primi-
tifs de R

(C,Λ)
n (k), théorème 2.3.6. Il est donné sous forme d’une bijection entre le spectre

Spect(R
(C,Λ)
n (k)) et la réunion de tous les spectres premiers des centres des algèbres de

McConnell-Pettit dont les matrices associées sont des sous matrices de Qn (voir l’équation
(2.3)) correspondantes aux ensembles admissibles.

Rappelons, d’après la section 1.5, que Spect(R
(C,Λ)
n (k)) admet, avec l’action du tore H

défini dans 2.2.2, la H–stratification

Spect(R(C,Λ)
n (k)) =

⋃
J∈H−Spect(R

(C,Λ)
n (k))

SpectJ(R(C,Λ)
n (k))

où
SepctJ(R(C,Λ)

n (k)) = {P ∈ Spect(R(C,Λ)
n (k))| H(P ) = ∩h∈Hh(P ) = J}

et H-Spect(R
(C,Λ)
n (k)) désigne l’ensemble des idéaux H–premiers. Dans ce qui suit, on va

donner une forme simple de cetteH–stratification, c’est à dire on va caractériser chaqueH–
stratum en terme des ensembles admissibles ; ce qui est raisonnable en vertu la proposition
2.2.11.

L’algèbre R
(C,Λ)
n (k) sera notée par R. Soit T un ensemble admissible de R, on notera

par SpectT (R), le sous-ensemble de Spect(R), suivant :

SpectT (R(C,Λ)
n (k)) =

{
P ∈ Spect(R(C,Λ)

n (k))| P ∩ ℘n = T
}
.

Lemme 2.3.1. Soit J un idéal H–premier de R
(C,Λ)
n (k) et T l’ensemble admissible tel que

J = 〈T 〉. Alors

SpectT (R(C,Λ)
n (k)) = SpectJ(R(C,Λ)

n (k)).
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Démonstration. Soit P ∈ SpectT (R) et J ′ un idéalH–premier de R tel que P ∈ SpectJ ′(R).

Posons T ′ = ℘n ∩ J ′ (i.e 〈T ′〉 = J ′), il est clair que T ′ ⊆ T . Supposons qu’il existe

ui ∈ {zi, yi, xi}, tel que ui ∈ T \T ′. L’idéal 〈T ′∪{ui}〉 ⊆ P contient donc strictement J ′, en

plus il estH–stable. Ceci est impossible, puisque J ′ est le plus grand idéalH–stable contenu

dans P . Alors T = T ′ et d’après la proposition 2.2.11, J = J ′. On vient donc de montrer

que SpectT (R) ⊆ SpectJ(R). Inversement, soit P ∈ SpectJ(R), posons P ∩ ℘n = T ′, on a

donc d’une part J ∩ ℘n = T ⊆ T ′ et d’autre part, on sait que J est le plus grand idéal H–

stable contenu dans P , ce qui entrâıne que J = 〈T ′〉 et donc T = T ′. Enfin P ∈ SpectT (R)

ce qui termine la preuve.

Proposition 2.3.2. La H-stratification de Spect(R
(C,Λ)
n (k)) est donnée par

Spect(R(C,Λ)
n (k)) =

⊎
T est admissible

SpectT (R(C,Λ)
n (k)). (2.7)

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 2.2.11 et lemme 2.3.1.

On peut vérifier sans aucun problème que la k–algèbre obtenu de BT en localisant par
rapport a l’ensemble multiplicatif engendré par tout les Xk qui apparaissent dans l’espace
quantique AT ; est l’algèbre de McConnell-Pettit P(QT ). Considérons l’application

ΦT : R→ RY−1
T

〈T 〉Y−1
T

ΨT→ BT ↪→ P(QT )

Remarque 2.3.3. Soit J un idéalH–premier de R et J∩℘n = T et XT l’image inverse dans
RY−1

T

〈T 〉Y−1
T

de l’ensemble multiplicatif de BT engendré par tout les Xk. C’est un ensemble de Ore

à droite et la localization correspondante RT satisfait RT
∼= P(QT ). Clairement RT ⊆ RJ ,

où J = 〈T 〉 et RJ = (R/J)E−1
J ; EJ est l’ensemble de tous les éléments homogènes par

rapport à une certaine Zr-graduation venant d’une action rationnelle d’un tore de rang r

(i.e. les ensembles de Ore qui apparaissent dans la stratification de Goodearl-Letzter). En

général RT est different de RJ . En effet, prenant n = 2, R
(C,Λ)
2 (k) = Oq(ok2×2), T = {z2} ;

alors l’élément homogène y1 + y2 de degré (1, 0, 0) ∈ Z3 n’est pas inversible dans RT .

Théorème 2.3.4. Soit T un ensemble admissible de R. Alors ΦT induit un homeomor-

phisme entre Spect(P(QT )) et SpectT (R) défini par

Φ−1
T : Spect(P(QT )) → SpectT (R)

P 7→ Φ−1
T (P).

Démonstration. Notons d’abord que Φ−1
T (P) est premier car tout idéal premier de R ou de

P(QT ) est complètement premier. Pour montrer que Φ−1
T est bien définie, il suffit de montre

que Φ−1
T (P) ∈ SpectT (R) pour tout P ∈ Spect(P(QT )). Posant Φ−1

T (P) ∩ ℘n = T ′ ; il est

clair que T ⊆ T ′. Pour l’autre inclusion supposons qu’il existe k ∈ ind(T ′) et k /∈ ind(T ),
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modulo 〈T 〉, on a zk 6= 0 et ΨT (zk) = (ckd − 1)YkXk ∈ P , qui est en contradiction avec

P ∈ Spect(P(QT )). Maintenant, si ind(T ) = ind(T ′), il existe xk ∈ T ′ tel que ΨT (xk) =

Xk ∈ P c’est aussi une contradiction. Montrons l’injection ; soit P et P ′ deux éléments du

Spect(P(QT )) tels que Φ−1
T (P) = Φ−1

T (P ′). Il est clair que Φ−1
T (P)∩YT = Φ−1

T (P ′)∩YT = ∅.
Appliquons ΨT à

Φ−1
T (P)Y−1

T

〈T 〉Y−1
T

=
Φ−1

T (P ′)Y−1
T

〈T 〉Y−1
T

pour avoir P = P ′. Pour la surjection, soit P ∈ SpectT (R) et on pose P = ΨT (
PY−1

T

〈T 〉Y−1
T

) ;

alors P ∩YT = ∅. Supposons qu’il existe une indéterminée Xk de P(QT ) telle que Xk ∈ P .

Ensuite, si ΨT (xk) = Xk alors xk ∈ P avec k /∈ IT ; c’est une contradiction avec P ∈
SpectT (R). Si ΨT (xk) = Xk + (1− ckd)

−1λZk−1Y
−1
k , alors Ψ−1

T (Xk) = −(1− ckd)
−1y−1

k zk.

Donc k /∈ ind(T ) et zk ∈ P ; c’est encore une contradiction avec P ∈ SpectT (R). On a

montré donc que l’extension de P à P(QT ) est un idéal premier qui est l’image inverse par

Φ−1
T de P .

Corollaire 2.3.5. Soit T un ensemble admissible de R. Alors SpectT (R) is homeomor-

phique à Spect(Z(P(QT ))), où Z(P(QT )) étant le centre de P(QT ).

Démonstration. D’après le corollaire 1.7.12(b), la contraction P 7→ P ∩ Z(P(QT )) donne

un homeomorphisme entre Spect(P(QT )) et Spect(Z(P(QT ))). Le corollaire est donc une

conséquence du théorème 2.3.4.

Soit p un idéal premier de Z(P(QT )), on note par pe son extension à P(QT ).

Théorème 2.3.6. Considérons R
(C,Λ)
n (k) et soient :

SP = {(T, p)| T est un ensemble admissible , p ∈ Spect(Z(P(QT )))}

et

P = {(T, p)| T est un ensemble admissible, p ∈ Max(Z(P(QT )))}.

Si chacun des paramètres cid, i = 1, . . . , n n’est pas racines de l’unité, alors (T, p) 7→
Φ−1

T (pe) définie une bijection entre SP et le spectre premier Spect(R
(C,Λ)
n (k)) dont la res-

triction à P est une bijection dans le spectre primitif Prim(R
(C,Λ)
n (k)).

Démonstration. La bijection entre SP et Spect(R
(C,Λ)
n (k)) vient du théorème 2.3.4, corol-

laire 2.3.5 et la stratification (2.7). Le reste de la démonstration est une conséquence du

corollaire 1.7.12(c) et la remarque 2.2.5.

Remarque 2.3.7. La bijection établit dans le théorème 2.3.6, nous permet de déterminer

les idéaux premiers et primitifs de R
(C,Λ)
n (k), si on sait une procedure pour calculer la

base des algèbres des polynômes de Laurent Z(P(QT )), où T varie dans An(R
(C,Λ)
n (k)).

Certaines suppositions sur les paramètres de la matrice Qn, facilite cette procedure ; voyant

ce qui se passe dans les cas particuliers suivantes : Oq(spk2×n), A
(q,Λ)
n (k) et Oq(ok2×n).
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2.3.1 Les idéaux primitifs de A
(q,Λ)
n (k).

Les idéaux premiers de l’algèbre de Weyl quantique A
(q,Λ)
n (k) ont été étudiés par K.R.

Goodearl dans [36] pour n = 1 ; ultérieurement par L. Rigal [72] et indépendamment par
M. Akhazavidegan et D. A. Jordan dans [2], pour tout entier n.

En combinant les hypothèses génériques de Rigal (plus au moins fortes mais claires que
celle de Akhazavidegan-Jordan) et en utilisant nos méthodes, on va re-démontrer ici les
résultats cités dans ces travaux. Cela nous conduit bien sûr à la détermination, pour la
première fois, du spectre primitif de A

(q,Λ)
n (k).

Notons par Γn le sous-groupe de k× engendré par les λij et qi, (i, j) ∈ {1, · · · , n}2, avec
i < j, ( Γ0 = 〈1〉). D’après [72, Proposition 2.3.8] on a

Proposition 2.3.8. Soit T un ensemble admissible de A
(q,Λ)
n (k) tel que long(T ) < 2n− 1.

Si Γn est groupe libre de rang 1
2
n(n+ 1), alors P(QT ) est une k-algèbre simple.

Observons que si long(T ) = 2n− 1 alors

T = ℘n = {z1, y2, x2, z2, · · · , yn, xn, zn}.

On a Ψ℘n(y1) = Y1 et Ψ℘n(x1) = (1− q1)
−1Y −1

1 ce qui implique que Z(P(Q℘n)) = k[Y ±1
1 ].

On note par P℘n l’ensemble des idéaux de A
(q,Λ)
n (k) contenant strictement 〈℘n〉 et qui sont

images inverse par Φ℘n d’un idéal premier non-nul de k[Y ±1
1 ]. D’après le corollaire 2.3.5,

on a
Spect℘n

(A(q,Λ)
n (k)) = {〈℘n〉} ∪P℘n . (2.8)

Corollaire 2.3.9. Si Γn est libre de rang 1
2
n(n+ 1), alors

Spect(A(q,Λ)
n (k)) =

( ⊎
Tadmissible

{〈T 〉}

)
∪P℘n

et

Prim(A(q,Λ)
n (k)) =

( ⊎
T 6=℘n, Tadmissible

{〈T 〉}

)
∪P℘n .

En particulier A
(q,Λ)
n (k) est une k-algèbre primitive. Si k est algébriquement clos, alors

Spect(A(q,Λ)
n (k)) =

( ⊎
Tadmissible

{〈T 〉}

)
∪ {〈℘n, x1 − α〉}

et

Prim(A(q,Λ)
n (k)) =

( ⊎
T 6=℘n, Tadmissible

{〈T 〉}

)
∪ {〈℘n, x1 − α〉},

où α ∈ k×.
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Démonstration. Dans le cas général c’est une conséquence du théorème 2.3.6, proposition

2.3.8 et les équations (2.7) et (2.8). Si k est algébriquement clos, soit α ∈ k×, alors

Φ−1
℘n

(〈Y1 − α〉) = 〈℘n, x1 − α−1(1− q1)
−1〉.

D’où P℘n = {〈℘n, x1 − α−1(1− q1)
−1〉| α ∈ k×}. Ensuite

Spect℘n
(A(q,Λ)

n (k)) =
{
〈℘n〉 ( 〈℘n, x1 − α−1(1− q1)

−1〉
}

α∈k× .

Remarque 2.3.10. En réalité l’hypothèse faite sur le groupe Γn, est très forte dans le sens

qu’elle rendre presque tous les algèbres quotients simples, après localisation. On ne sait pas

s’il existent des autres hypothèses génériques moins fortes ou ”local”, sous les quelles ces

quotients ne seront pas toujours simples.

2.3.2 Les idéaux premiers de Oq(spk2×n).

Au contraire du cas 2.3.1, même si on suppose que q n’est pas racine de l’unité, les
quotients de McConnell-Pettit par rapport aux ensembles admissibles de Oq(spk2×n) ne
sont pas tous des algèbres simples. Cela complique plus les étapes de calcul. Mais en
utilisant les systèmes quantiques, définies ci-dessous, on peut éviter ce problème.

Rappelons que R
(C,Λ)
n (k) = Oq(spk2×n), pour C = (q2, · · · , q2, 1, q, 0), λij = q, et les

générateurs y1, x1, . . . , yn, xn satisfassent les relations suivantes

yjxi = q−1xiyj, yjyi = qyiyj (1 ≤ i < j ≤ n)
xjxi = q−1xixj, xjyi = qyixj (1 ≤ i < j ≤ n)

xiyi − q2yixi = (q2 − 1)
i−1∑
l=1

qi−lylxl (1 ≤ i ≤ n)
(2.9)

Les éléments normaux zi =
∑i

l=1 q
i−lylxl (i ≥ 1) vérifient

ziyk = q2ykzi, zixk = q−2xkzi (k ≤ i)
zixk = xkzi, ziyk = ykzi (i < k)
zizk = zkzi ( pour tout i, k)

(2.10)

zi =
∑

j<l≤i q
i−lylxl + qi−jzj, (j ≤ i)

xiyi − q2yixi = (q2 − 1)qzi−1

xiyi − yixi = (q2 − 1)zi.
(2.11)
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La matrice de l’espace quantique attaché à Oq(spk2×n) est donnée par :

Qn =

Y1 X1 Y2 X2 · · · Yn Xn

Y1

X1

Y2

X2
...
Yn

Xn



1 q−2 q−1 q−1 · · · q−1 q−1

q2 1 q q · · · q q
q q−1 1 q−2 · · · q−1 q−1

q q−1 q2 1 · · · q q
...

...
...

...
. . .

...
...

q q−1 q q−1 · · · 1 q−2

q q−1 q q−1 · · · q2 1


(2.12)

Soit T un ensemble admissible de Oq(spk2×n) et QT la matrice associée. Alors QT =
(qkij)1≤i,j≤t, où kij ∈ {0, 1,−1, 2,−2} et t désigne le nombre des variables deAT . Considérons
MT = (kij)1≤i,j≤t ∈ Mt×t(Z).

Définition 2.3.11. Soit T un ensemble admissible et MT ∈ Mt×t(Z), la matrice associée,

comme ci-dessus. On appelle le système quantique associé à T : le système linéaire des

équations entiers MT m = 0 où m ∈ Zt . On note par Null(MT ) le groupe libre des

solutions {m ∈ Zt : MT m = 0}.

On se propose de calculer la base de Z(P(QT )), en utilisant les systèmes quantiques
associés à T . Pour cela on a besoin du lemme suivant

Lemme 2.3.12. Soit A ∈ Mm×m(Z), v ∈ Mm×1(Z), w ∈ M1×m(Z) et ρ un entier non-nul.

Alors

rank

 A v v

w 0 −ρ
w ρ 0

 = 2 + rankA

et

rank


A v v v

w 0 −2 −1

w 2 0 1

w 1 −1 0

 = 2 + rankA

Démonstration. On calcule les rangs en utilisant les mineurs et des opérations élémentaires

sur les lignes et les colonnes.

Suivant [65], notons par ocomp(T ) le nombre des composantes connexes de longueur
impaire qui apparaissent dans la décomposition canonique de T .

Proposition 2.3.13. Soit T un ensemble admissible de Oq(spk2×n) et soit MT ∈ Mt×t(Z)

la matrice associée. Alors rankMT = t− ocomp(T ).
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Démonstration. On procede par récurrence sur n. Les cas n = 1, 2 sont faciles a traiter.

Supposons que n > 2 et soit j = max(ind(T )). Si T a un indice renouvelable i, soit donc

T ′ un ensemble admissible contenu dans ℘n \ {xi, yi} et obtenu en déplaçant les variables

xi, yi. Notons que ocomp(T ) = ocomp(T ′). Soit Mn−1
T ′ la matrice associée à T ′ par rapport

à Qn−1. D’après l’hypothèse de récurrence, rankMn−1
T ′ = t′ − ocomp(T ′). Mais t = t′ ; en

effet, MT = Mn−1
T ′ et donc rankMT = t−ocomp(T ). Pour un T sans indices renouvelable,

on va considérer plusieurs cas.

Décomposons T = T ′ ∪ Tr, où Tr est la dernière composante connexe de T ; posons ir =

min(ind(Tr)), v, w sont comme dans le lemme 2.3.12 ; mais cette fois adéquates.

Cas 1 : Si j < n, alors

MT =

 Mn−1
T v v

w 0 −2

w 2 0


où Mn−1

T est la matrice associée à T relative à Qn−1. Par hypothèse de récurrence,

rankMn−1
T = t− 2− ocomp(T ).

D’après le lemme 2.3.12, rankMT = t− ocomp(T ).

Cas 2 : Supposons que j = n et ir = j. Dans ce cas on a nécessairement Tr = {zn} et donc

MT =


Mn−2

T ′ v v v

w 0 −2 −1

w 2 0 1

w 1 −1 0


Par hypothèse de récurrence, rankMn−2

T ′ = t−3−ocomp(T ′). Or ocomp(T ′) = ocomp(T )−1

qui avec le lemme 2.3.12, donne l’égalité rankMT = t− ocomp(T ).

Cas 3 : Supposons ir < j = n avec j = ir + 1. Alors Tr = {zn−1, zn, xn} ou Tr =

{zn−1, zn, yn}. Ensuite

MT =

 Mn−2
T ′ v v

w 0 ε

w −ε 0


où ε ∈ {1,−1}. Dans ce cas ocomp(T ) = ocomp(T ′). On utilise encore l’hypothèse de

récurrence et le lemme 2.3.12, pour trouver l’égalité désirée.

Cas 4 : C’est le dernier cas, où ir + 1 < j = n. Ici, Tr = T ′
r ∪ {zn−1, zn, un−1, un} où

un−1 ∈ {yn−1, xn−1}, un ∈ {yn, xn} et T ′
r 6= ∅ est un ensemble admissible avec long(T ′

r) =

long(Tr)− 2. Maintenant,

MT =

 Mn−2
T ′′ v v

w 0 ε

w −ε 0
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où T ′′ = T ′∪T ′
r et ε ∈ {1,−1}. Par hypothèse de récurrence, rankMn−2

T ′′ = t−2−ocomp(T ′′).

Mais ocomp(T ′′) = ocomp(T ) ce qui implique, d’après le lemme 2.3.12, l’égalité désirée.

Corollaire 2.3.14. Soit T un ensemble admissible de Oq(spk2×n). Alors le rang du groupe

abelian libre Null(MT ) est ocomp(T ).

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 2.3.13.

Soit T un ensemble admissible et soit

{Uα = Uα1
1 , . . . , Uαt

t : α = (α1, . . . , αt) ∈ Zt}

la base canonique of P(QT ), où les Ul sont des monomials de AT . Soit

{mT
1 , . . . ,m

T
k }

la base du groupe Null(MT ). D’après le corollaire 2.3.14, on sait que k = ocomp(T ). D’où
l’observation 1.7.10, entrâıne que

Z(P(QT )) = k[(UmT
1 )±1, . . . , (UmT

k )±1]. (2.13)

C’est l’anneau des polynômes de Laurent à variables (UmT
1 )±1, . . . , (UmT

k )±1, il est donc
isomorphe à l’algèbre de groupe k[Zocomp(T )]. D’après, le théorème 2.3.6, on a :

Théorème 2.3.15. Considérons Oq(spk2×n) et soient

SP = {(T, p) | T est ensemble admissible , p ∈ Spect(k[Zocomp(T )])}

et

P = {(T, p) | T est un ensemble admissible , p ∈ Max(k[Zocomp(T )])}.

Si q n’est pas racine de l’unité. Alors l’application (T, p) 7→ Φ−1
T (pe) définie une bijection

entre SP et le spectre premier Spect(Oq(spk2×n)) dont la restriction à P est aussi une

bijection dans le spectre primitif Prim(Oq(spk2×n)).

Remarque 2.3.16. Soit T un ensemble admissible de Oq(spk2×n). D’après les propositions

2.3.13, 1.7.8 ; si T est connexe de longueur impaire, i.e. ocomp(T ) = 0, alors P(QT ) est une

algèbre simple si et seulement si SpectT (Oq(spk2×n)) = {〈T 〉}.

Dans le reste de cette sous-section on suppose que k est algébriquement clos. Notre
objectif sera de donner une procédure pour calculer les idéaux primitifs de Oq(spk2×n), on
utilise les systèmes quantiques définis dans 2.3.11. Une approche a été réaliser dans [65],
mais de notre point de vue elle n’est pas de tout convaincante, voir la remarque 2.3.18.

Les idéaux maximaux de Z(P(QT )) sont tous de la forme

p(λ) = 〈UmT
1 − λ1, · · · , UmT

k − λk〉
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où λ = (λ1, . . . , λk) ∈ (k∗)ocomp(T ). D’après le théorème 2.3.6 les idéaux primitifs de
Oq(spk2×n) sont de la forme Φ−1

T (p(λ)e), où T parcourt les ensembles admissibles de
Oq(spk2×n).

Pour m = (m1, . . . ,mt) ∈ Zt on note

m+ = 1
2
(m1 + |m1| , . . . ,mt + |mt|)

et
m− = 1

2
(m1 − |m1| , . . . ,mt − |mt|)

où |m| est la valeur absolue de m ∈ Z. Alors l’image inverse de p(λ) dans AT est

〈UmT
1

+

− λ1U
−mT

1
−
, . . . , UmT

k
+

− λkU
−mT

k
−
〉 (2.14)

Pour tout s = 1, . . . , k, soit YmT
s
(λs) un élément de Oq(spk2×n) tel que

ΨT (YmT
s
(λs) + 〈T 〉) = UmT

s
+

− λsU
−mT

s
−
.

Alors
Φ−1

T (p(λ)e) = 〈T, YmT
1
(λ1), . . . , YmT

k
(λk)〉

Ce qui donne une description de Prim(Oq(spk2×n)) très claire que celle donné dans [65,
Theorem 7.1].

Corollaire 2.3.17. Les idéaux primitifs de Oq(spk2×n), où q n’est pas racine de l’unité,

sont les éléments maximaux de chaque stratum SpectT (Oq(spk2×n)), où T étant un en-

semble admissible. Si k est algébriquement clos, ils sont donc de la forme

〈T, YmT
1
(λ1), . . . , YmT

k
(λk)〉

où k = ocomp(T ) et λ = (λ1, . . . , λk) ∈ (k∗)k.

Remarque 2.3.18. 1) Dans le cas où T est connexe, les éléments YmT
1
(λ1) sont les a−λ1b

de [65, Definition 4.2.(3)]. Mais, si T n’est pas connexe, alors les éléments YmT
s
(λs) sont

different des éléments YTs(λs) définis dans [65, page 542], comme le montre le cas de

Oq(spk2×3) avec T = {y1,Ω1,Ω3}, (où les Ωi = zi dans notre cas).

2) Soit T un admissible connexe. Alors si T est de longueur pair SpectT (R) = {〈T 〉}, et

si T est de longueur impaire SpectT (R) = {〈T 〉 ( 〈T, YmT
1
(λ)〉}, où mT

1 étant la base de

Null(MT ).

Exemple 2.3.19. On donne le spectre premier et primitif de Oq(spk2×2), où q n’est pas

racine de l’unité et k algébriquement clos. Observons que dans ce cas tous les admissibles

sont connexes, alors les idéaux premiers de Oq(spk2×2) sont tous de la forme citée dans

la remarque 2.3.18.2). Le treillis des idéaux premiers de Oq(spk2×2) est désigné dans la

figure 1. Les idéaux primitifs engendrés par un ensemble A sont notés par 〈〈A〉〉 ; les idéaux

premiers mais non primitifs sont notés par 〈A〉. Une ligne connectant deux premiers signifie

l’inclusion. Quand deux idéaux sont dans le même stratum on les connecte par une ligne

ondulante. Finalement, α est un scalaire non-nul.
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2.3.3 Les idéaux premiers de Oq(ok2×n).

La k-algèbre Oq(ok2×n) est obtenu de R
(C,Λ)
n (k), en posant

C = (1, . . . , 1, q−2, q, 0), λji = q−1, 1 ≤ i < j ≤ n.

Dans tout cette sous-section on notera Oq(ok2×n) par R. Les relation qui définissent R sont

yjyi = q−1yiyj, yjxi = q−1xiyj (j > i)
xjxi = qxixj, xjyi = qyixj (j > i)

xiyi = yixi + (1− q2)
∑i−1

l=1 ql−iylxl

(2.15)

Les éléments normaux sont zi = q−2xiyi − yixi, i = 1, . . . , n, z0 = 0 avec les relations

zjyi = yizj, zjxi = xizj (i ≤ j)
zjyi = q2yizj, zjxi = q−2xizj (i > j)
zjzi = zizj ( pour tout i, j)
xiyi = yixi + qzi−1 (i = 1, · · · , n),
zi = (q−2 − 1)yixi + q−1zi−1 (i = 1, · · · , n), z0 = 0

Finalement la matrice Qn est la suivante

Y1 X1 Y2 X2 · · · Yn Xn

Y1

X1

Y2

X2
...
Yn

Xn



1 1 q q−1 · · · q q−1

1 1 q q−1 · · · q q−1

q−1 q−1 1 1 · · · q q−1

q q 1 1 · · · q q−1

...
...

...
...

. . .
...

...
q−1 q−1 q−1 q−1 · · · 1 1
q q q q · · · 1 1


Soit T un ensemble admissible de Rn = R et T = T1∪· · ·∪Tr sa décomposition usuelle,

ik = min(ind(T )), jk = max(ind(T )), k = 1, · · · , r. On note par An
T l’espace quantique

attaché à Rn

〈T 〉 avec matrice associée QT = (qkij)1≤i,j≤t, où kij ∈ {0, 1 − 1}. Pour 1 ≤ l ≤ t

le symbole Vl désignera la variable Xl pour l ∈ {ik + 1, · · · , jk} \ IT , au variable Yl pour
l ∈ {ik + 1, · · · , jk} \ JT , k = 1, · · · , r, et l’absence du variable quand l ∈ Renv(T ). On
notera enfin Mn

T = (kij)1≤i,j≤t ∈ Mt×t(Z).
Comme dans le cas de l’algèbre Oq(spk2×n), on donne la définition suivante :

Définition 2.3.20. Soit T un ensemble admissible de Oq(ok2×n), considérons comme ci-

dessus la matrice associée Mn
T = (kij)1≤i,j≤t. Le système quantique associé à T est le

système linéaire des équations entières Mn
T m = 0, où m ∈ Zt.

On note par Null(Mn
T ) le groupe abélien libre de torsion {m ∈ Zt| Mn

T m = 0}.
Ordonnons les variables Y1 < X1 < · · · < Yn < Xn et considérons l’ordre induit sur
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l’ensemble des variables qui apparaissent dans An
T . On note par Cn(T ) le nombre des

couples ordonnés (Wi,Wj) et qui satisfait les conditions suivantes :
(a) Tout Wk represent ou bien le variable Xk ou bien Yk de An

T ,
(b) aucun variable n’apparâıtra dans deux couples différents,
(c) Wi < Wj sont consécutives et i < j.
On peut voir Cn(T ) comme le nombre des sous-matrices consécutives et disjointes de la

forme

(
0 ε
−ε 0

)
dans la tridiagonal de Mn

T , où ε ∈ {1,−1}. Par exemple, si n = 3 et

T = {x1, z1} ∪ {z3} alors A3
T = kQT

[Y1, Y2, X2, Y3], d’où C3(T ) = 2 ; les couples sont donc
(Y1, Y2), (X2, Y3). Si n = 4, T = {x1, z1, y2, z2} ∪ {z4} alors A4

T = kQT
[Y1, X2, Y3, X3, Y4] et

les couples satisfaisant les dites conditions sont (Y1, X2), (X3, Y4), donc C4(T ) = 2.

Remarque 2.3.21. 1) Soit T un ensemble admissible tel que Renv(T ) = ∅, et T = T1∪T2∪
· · · ∪ Tr la décomposition connexe de T avec ik = min(ind(Tk)), jk = max(ind(Tk)), k =

1, . . . , r. Supposant que jr = n − 1, alors An
T = Am

T [Yir , Vir+1, · · · , Vn−2, Vn−1, Yn, Xn] ,

m = ir − 1. Et par suite

Cn(T ) =

{
Cn−1(T ) + 1 si (n− ir − 1) est impair

Cn−1(T ) si (n− ir − 1) est pair .

Si on pose T ’ = Rn−2 ∩ T alors Cn(T ) = Cn−2(T ’) + 1.

2) Soit T un ensemble admissible avec j = max(ind(T )) ≤ m − 1, m < n. Alors

An
T = Am−1

T [Ym, Xm, . . . , Yn, Xn] ; d’où Cn(T ) = Cm(T ) + (n−m).

On écrit [z] = p, pour un entier z, où z est égale à 2p ou à 2p+ 1.

Lemme 2.3.22. Soit T un ensemble admissible tel que Renv(T ) = ∅, considérons T = T1∪
T2∪· · ·∪Tr la décomposition connexe de T avec ik = min(ind(Tk)), jk = max(ind(Tk)), k =

1, . . . , r.

1) Supposons que jr < n− 1 et posons

T ’ =

{
T1 ∪ · · · ∪ Tr ∪ {zn−1}, si jr < n− 2

T1 ∪ · · · ∪ Tr−1 ∪ (Tr ∪ {zn−2, xn−1, zn−1}), si jr = n− 2.

Alors Cn(T ) = Cn−1(T ’) + 1.

2) Supposons que jr = n, r > 1 et posons T ’ = T1∪· · ·∪Tr−1. Alors Cn(T ) = Cm(T ’)+

[n− ir] + 1 où m = ir − 1.

Démonstration. 1) Si jr < n− 2 alors

An
T ’ = An−3

T [Yn−2, Xn−2, Yn−1, Yn, Xn]

An
T = An−3

T [Yn−2, Xn−2, Yn−1, Xn−1, Yn, Xn].
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Ce qui implique que Cn(T ’) = Cn−2(T )+1 et Cn(T ) = Cn−2(T )+2 d’où Cn(T ) = Cn(T ’)+1.

Appliquons la remarque 2.3.21.1) à T ’ à fin d’avoir Cn(T ) = Cn−1(T ’) + 1.

Si jr = n− 2 alors
An

T ’ = An−3
T [Vn−2, Yn−1, Yn, Xn]

An
T = An−3

T [Vn−2, Yn−1, Xn−1, Yn, Xn].

Ici on distingue deux cas. Le premier étant : n−ir−1 est pair ; d’après la remarque 2.3.21.1)

(avec n− 1) appliqué à T , on a Cn−1(T ) = Cn−2(T ) + 1. Clairement Cn(T ) = Cn−2(T ) + 2,

d’où Cn(T ) = Cn−1(T ) + 1. Observons que Cn(T ’) = Cn−1(T ), donc Cn(T ) = Cn(T ’) + 1.

Appliquons encore la remarque 2.3.21.1) à T ’, on a Cn(T ) = Cn−1(T ’) + 1. Le second

cas : n − ir − 1 est impair, alors Cn(T ) = Cn−2(T ) + 1, Cn(T ’) = Cn−2(T ) + 1, et donc

Cn(T ) = Cn(T ’) = Cn−1(T ’) + 1, en applicant la remarque 2.3.21.1) à T ’.

2) Si jr = n, alors

An
T = Am

T [Yir , Vir+1, · · · , Vn], m = ir − 1.

Donc si n − ir est impair on a Cn(T ) = Cm(T ’) + (p + 1) avec n − ir = 2p. On obtient le

même résultat, si n− ir = 2p+ 1.

Lemme 2.3.23. Soit A ∈ Mm×m(Z), v ∈ Mm×1(Z), vt ∈ M1×m(Z) le vecteur transposé

de v et ε, ε’ ∈ {1,−1}. Alors

rank

 A ε’v εv

−ε’vt 0 ε

−εvt −ε 0

 = rankA+ 2

et

rank


A v −v v

−vt 0 0 1

vt 0 0 1

−vt −1 −1 0

 = rank

(
A v

−vt 0

)
+ 2

Démonstration. On calcule les rangs on utilisant les mineurs et des opérations élémentaires

sur les lignes et les colonnes.

Proposition 2.3.24. Soit T un ensemble admissible de R et Mn
T ∈ Mt×t(Z) la matrice

associée. Alors rankMn
T = 2× Cn(T ).

Démonstration. On procede par récurrence sur n. Les cas n = 1, 2 sont évidents. Supposons

le résultat vrai pour tout ensemble admissible de Rm,m < n. S’il existe i ∈ Renv(T ),

alors on considère T ’ un sous-ensemble admissible de ℘n \ {yi, xi} obtenu en déplaçant les

yi, xi de T . Notons que Mn
T = Mn−1

T ’ alors Cn(T ) = Cn−1(T ’). Le résultat dans ce cas

découle de l’hypothèse de récurrence. Supposons maintenant que Renv(T ) = ∅, et soit la
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décomposition connexe T = T1∪T2∪· · ·∪Tr avec ik = min(ind(Tk)), jk = max(ind(Tk)), k =

1, . . . , r. On va traiter plusieurs cas possibles. La notation v signifie un vecteur colonne dont

tous ces composantes sont égaux à 1, et vt son transposé.

Cas 1 : Si jr < n− 1 alors

Mn
T =


Mn−2

T v −v v −v
−vt 0 0 1 −1

vt 0 0 1 −1

−vt −1 −1 0 0

vt 1 1 0 0

 .

D’après le lemme 2.3.23, on a donc

rankMn
T = rank

(
Mn−2

T v

−vt 0

)
+ 2. (2.16)

Posons

T ’ =

{
T ∪ {zn−1}, si jr < n− 2

T ∪ {zn−2, xn−1, zn−1}, si jr = n− 2,

et considérons T ’ comme ensemble admissible de Rn−1, on a donc

Mn−1
T ’ =

(
Mn−2

T v

−vt 0

)
.

Par hypothèse de récurrence rankMn−1
T ’ = 2×Cn−1(T ’). En utilisant le lemme 2.3.22.1) et

l’équation (2.16) on a rankMn
T = 2× Cn(T ).

Cas 2 : Si jr = n− 1 alors

Mn
T =


Mn−2

T ’ εv v −v
−εvt 0 1 −1

−vt −1 0 0

vt 1 0 0

 ,

où ε ∈ {1,−1} et T ’ = T ∩Rn−2. Alors le lemme 2.3.23 implique que

rankMn
T = rankMn−2

T ’ + 2. (2.17)

Par hypothèse de récurrence on a rankMn−2
T ’ = 2×Cn−2(T ’). D’où rankMn

T = 2×Cn(T ),

d’après la remarque 2.3.21.1) et l’équation (2.17).
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Cas 3 : Si jr = n posons T ’ = T1 ∪ · · · ∪ Tr−1, m = ir − 1, alors

Mn
T =



Mm
T ’ v εir+1v · · · εn−1v εnv

−vt 0 εir+1 · · · εn−1 εn
−εir+1v

t −εir+1 0 · · · εn−1 εn
...

...
...

. . .
...

...

−εn−1v
t −εn−1 −εn−1 · · · 0 εn

−εnvt −εn −εn · · · −εn 0


,

où εk ∈ {1,−1}, k = ir + 1, · · · , n. Appliquons le lemme 2.3.23 plusieurs fois, on obtient

rankMn
T =


rank

(
Mm

T ’ v

−vt 0

)
+ (n− ir) si (n− ir) est pair

rankMm
T ’ + (n− ir + 1) si (n− ir) est impair .

Alors on a

rankMn
T =



rank


Mm−1

T ’ v −v v

−vt 0 0 1

vt 0 0 1

−vt −1 −1 0

+ (n− ir) si n− ir est pair

rank

 Mm−1
T ’ v −v
−vt 0 0

vt 0 0

+ (n− ir + 1) si n− ir est impair.

On applique encore le lemme 2.3.23 on trouve :

rankMn
T = rank

(
Mm−1

T ’ v

−vt 0

)
+ 2(p+ 1), (2.18)

où p = [n− ir]. Posons

T” =

{
T ’ ∪ {zm} si jr−1 < m− 1

T1 ∪ · · · ∪ Tr−2 ∪ (Tr−1 ∪ {zm−1, xm, zm}) si jr−1 = m− 1,

considéré comme ensemble admissible de Rm, la matrice associée à T” est de la forme :

Mm
T” =

(
Mm−1

T ’ v

−vt 0

)
.

D’après l’hypothèse de récurrence on a rankMm
T” = 2×Cm(T”). Si on applique maintenant

le lemme 2.3.22.1) à T” avec n = m+ 1, on aura Cm+1(T ’) = Cm(T”) + 1 ; d’où

rankMm
T” = 2(Cm+1(T ’)− 1). (2.19)
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D’après le lemme 2.3.22.2) on a Cn(T ) = Cm(T ’)+(p+1), et d’après la remarque 2.3.21.2)

on a Cm+1(T ’) = Cm(T ’) + 1, parce que jr−1 < m. Cela entrâıne donc que Cn(T ) =

Cm+1(T ’) − 1 + (p + 1). Combinant cette dernière équation avec celle de (2.18) et (2.19),

on obtient rankMn
T = 2× Cn(T ).

Corollaire 2.3.25. Soit T un ensemble admissible de R et Mn
T ∈ Mt×t(Z) la matrice

associée. Alors le rang du groupe abélien libre Null(Mn
T ) est égale à Nn(T ) = t−2×Cn(T ).

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 2.3.24.

Soit T un ensemble admissible de R et Mn
T ∈ Mt×t(Z) la matrice associée et soit

{Uα = Uα1
1 · · ·Uαt

t | α = (α1, · · · , αt) ∈ Zt}

la k-base de P(QT ), où les Ul sont des monômes de An
T . Soit

{mT
1 , · · · ,mT

k }

une base de Null(Mn
T ). D’après le corollaire 2.3.25, on a k = Nn(T ). On utilise le lemme

1.7.9, on aura
Z(P(QT )) = k[(UmT

1 )±1, · · · , (UmT
k )±1]

C’est l’anneau des polynômes de Laurent à variables (UmT
1 )±1, · · · , (UmT

k )±1 ; d’où il est
isomorphe à l’algèbre de groupe k[ZNn(T )].

Corollaire 2.3.26. Considère Oq(ok2×n) avec q est non racine de l’unité. Soit

SP = {(T, p) | T est un ensemble admissible , p ∈ Spect(k[ZNn(T )])}

et

P = {(T, p) | T est un ensemble admissible , p ∈ Max(k[ZNn(T )])}.

Alors l’application (T, p) 7→ Φ−1
T (pe) définie une bijection entre SP et

Spect(Oq(ok2×n)) dont la restriction à P est une bijection sur Prim(Oq(ok2×n)).

Démonstration. Appliquons le théorème 2.3.6 et le corollaire 2.3.25.

Dans le rest de cette sous-section, on suppose que k est algébriquement clos, afin de
décrire le spectre primitif de R comme dans 2.3.2. Soit T un ensemble admissible et
{mT

1 , · · · ,mT
k }, k = Nn(T ) la base de Null(MT ). Il est bien connu que, dans ce cas,

les idéaux maximaux de Z(P(QT )) sont tous de la forme

p(λ) = 〈UmT
1 − λ1, · · · , UmT

k − λk〉,

où λ = (λ1, . . . , λk) ∈ (k×)
k
.
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D’après le corollaire 2.3.26, les idéaux primitifs deOq(ok2×n) sont de la forme Φ−1
T (p(λ)e),

où T parcourt l’ensemble de tous les ensembles admissibles. Comme dans 2.3.2, on va don-
ner une procédure pour les calculer à partir des solutions des systèmes quantiques définis
dans 2.3.20.

L’image inverse de p(λ) à AT est

〈UmT
1

+

− λ1U
−mT

1
−
, . . . , UmT

k
+

− λkU
−mT

k
−
〉. (2.20)

(voir 2.3.2 pour les symboles mT
i

+
). Pour tout s = 1, . . . , k, soit YmT

s
(λs) un élément de

Oq(ok2×n) tel que

ΨT (YmT
s
(λs) + 〈T 〉) = UmT

s
+

− λsU
−mT

s
−
.

Alors
Φ−1

T (p(λ)e) = 〈T, YmT
1
(λ1), . . . , YmT

k
(λk)〉

Ce qui donne une description de Prim(Oq(ok2×n)).

Corollaire 2.3.27. Les idéaux primitifs de Oq(ok2×n), où q n’est pas racine de l’unité,

sont les éléments maximaux de chaque stratum SpectT (Oq(ok2×n)), où T est un ensemble

admissible. Si k est algébriquement clos, alors ils sont de la forme :

〈T, YmT
1
(λ1), . . . , YmT

k
(λk)〉.

où k = Nn(T ) et λ = (λ1, . . . , λk) ∈ (k×)k.

Exemple 2.3.28. Dans cet exemple on va calculer le spectre premier et primitif de l’algèbre

Oq(ok2×2), où q ∈ k× n’est pas racine de l’unité et k est algébriquement clos. Chacun des 14

strata peut être explicitement décrit ; pour illustration, on calcule ici deux. Premièrement,

on considéré le stratum correspondant aux ensembles admissibles ∅ et {z1, y1, x1}. On sait

que A∅ = kQ2 [Y1, X1, Y2, X2] ; résolvons les systèmes quantiques, nous trouvons la base de

Null(M∅) qui est {(−1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 1)}. D’où

Z(P(Q2)) = k[(Y −1
1 X1)

±1, (Y2X2)
±1]

et alors les idéaux maximaux correspondant au ∅-stratum sont 〈z2 − γ, x1 − αy1〉, où

α, γ ∈ k×. Notons par I l’ensemble des idéaux premiers de Oq(ok2×2) qui sont l’image

inverse par Φ∅ d’un idéal premier mais non maximal de k[(Y −1
1 X1)

±1, (Y2X2)
±1]. Alors

Spect∅(Oq(ok2×2)) = {〈0〉} ∪ {I| I ∈ I} ∪ {〈z2 − γ, x1 − αy1〉}.

De même, pour T = {z1, y1, x1}, on a

SpectT (Oq(ok2×2)) = {〈y1, x1〉} ∪ {J | J ∈ J } ∪ {〈y1, x1, y2 − γ, x2 − α〉},
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où J l’ensemble des idéaux premier de Oq(ok2×2) contenant strictement à 〈y1, x1〉 et

qui sont l’image inverse par ΦT des idéaux premiers non-nuls mais non maximaux de

Z(P(QT )) = k[y±1
2 , x±1

2 ] et α, γ ∈ k×. Pour n’importe quel autre ensemble admissible T ,

l’algèbre Z(P(QT )) est à un seul variable, les calculs sont donc évidents. Le treillis des

idéaux premiers de Oq(ok2×2) est désigné dans la figure 2. Les idéaux primitifs engendrés

par un ensemble A sont notés par 〈〈A〉〉 ; les idéaux premiers mais non primitifs sont notés

par 〈A〉. Une ligne connectant deux premiers signifie l’inclusion. Quand ces deux idéaux

sont dans le même stratum on les connectent par une ligne ondulante.
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Suivant [66, Example 5], l’anneau des coordonnées de l’espace quantique Euclidien

Oq(ok2×n+1), où q a une racine carrée dans k (i.e q
1
2 ∈ k), est la k-algèbre engendrée par

(2n+ 1) variables ω, y1, x1, . . . , yn, xn satisfaisant les relations suivantes :

yjyi = q−1yiyj, yjxi = q−1xiyj (j > i)
xjxi = qxixj, xjyi = qyixj (j > i)
yiω = q−1ωyi, xiω = qωxi ( pour tout i)

xiyi = yixi + (1− q2)
∑i−1

l=1 q
l−iylxl +q1−i(q−1/2 − q1/2)ω2

(2.21)

Cette k-algèbre est une extension de Ore itérée

Oq(ok2×n+1) = k[ω][y1;α1][x1; β1, δ1] · · · [yn;αn][xn; βn, δn],

où αi, βi sont des automorphismes d’algèbres et δi sont des βi-dérivations, provenant des
relations (2.21). Remarquons que βiδi = q−2δiβi pour tout i ≥ 1.

Considérons R
(C,Λ)
n+1 (k) avec C = (1, . . . , 1, q−2, q, 0), λij = q−1 pour 1 ≤ i < j ≤ n+ 1. On

a, donc R
(C,Λ)
n+1 (k) = Oq(ok2×(n+1)) ; d’après [66, Example 5], il existe un epiomorphisme

φ : Oq(ok2×(n+1)) −→ Oq(ok2×n+1)

défini par y1 7→ q1/2(1 + q)−1ω, x1 7→ ω, yi 7→ yi−1, xi 7→ xi−1, (i ≥ 2). Le noyau de φ,
ker (φ) = 〈y1 − q1/2(1 + q)−1x1〉. Notons par

Spect0(Oq(ok2×(n+1))) =
{
P ∈ Spect(Oq(ok2×(n+1)))| ker (φ) ⊆ P

}
Clairement, Spect(Oq(ok2×n+1)) est homeomorphe à Spect0(Oq(ok2×(n+1))).

Exemple 2.3.29. Ici on applique l’homeomorphisme précèdent pour calculer le spectre

premier de Oq(ok3) quand q a une racine carrée dans k et non racine de l’unité. Soit

β ∈ k×, notons par ηβ l’automorphisme de Oq(ok2×2) défini par y1 7→ βy1, y2 7→ y2 et

xi 7→ xi, i = 1, 2. Considérons l’epimorphisme

φβ : Oq(ok2×2) −→ Oq(ok3)

appliquant y2 7→ βy1, x2 7→ x1, y1 7→ q1/2(1+ q)−1ω et x1 7→ ω. Il est clair que ker (φβηβ) =

〈x1− β−1q−1/2(1 + q)y1〉. Fixons, maintenant, α ∈ k× et posons β = α−1q−1/2(1 + q) ; alors

ker (φβηβ) = 〈x1 − αy1〉. En utilisant la Figure 2., on trouve le treillis des idéaux premiers

de Oq(ok3), voir la Figure 3, S est l’ensemble des idéaux premiers Oq(ok3) qui sont des

images par φβηβ des éléments de J , α, γ ∈ k× et ž1 = (q−2−1)βy1x1 + q−2(q−1/2− q1/2)ω2.
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2.4 Les idéaux premiers et primitifs de H ′
q2
.

Dans cette section en détermine le spectre premier de l’algèbre H ′
q2 . Cette algèbre est

une variation de l’algèbre de Heisenberg quantique Hq2 associé au l’oscillateur harmonique
en mécanique quantique. Suivant [53], soit a un opérateur agissant sur un espace de Hilbert
ayant une base orthogonal {ψn}n∈N, tels que [a, a+] = 1 (a+ est l’opérateur transposé de a)
et Hψn = (n+ (1/2))~ωψn, où H est le Hamiltonian, H = ~ω(a+a + (1/2)). Les matrices
représentantes de a et de a+ agissent sur las ψn par

a+ψn =
√

(n+ 1)ψn+1, aψn =
√
nψn−1, aψ0 = 0.

Une manière de produire un ”q-analogue” (pour avoir plus des représentations d’algèbre),
est de remplacer chaque entier dans la représentation de a par un ”q-entier” adéquat. L’un
des ces ”q-entier” est [n]q = (qn − q−n)/(q − q−1) = qn−1 + qn−3 + · · · + q−(n−3) + q−(n−1).
Quand on remplace n par [n]q dans la matrice de a et de a+, tels que

a+ψn =
√

[n+ 1]qψn+1, aψn =
√

[n]qψn−1, aψ0 = 0,

on obtient des matrices a, a+ et N , qui satisfassent

aa+ − qa+a = q−N ,
Na+ − a+N = a+,
Na− aN = −a,

où N étant l’opérateur des nombres (i.e. matrice diagonale avec nii = i, pour tout i ∈ N).
On prenant cette fois L = q−N , la matrice diagonal avec lii = q−i, pour tout i ∈ N, on
trouve les relations suivantes :

aa+ − qa+a = L,
La+ = q−1a+L,
La = qaL.

(2.22)

L’algèbre Hq2 est donc l’algèbre engendrée par les opérateurs a, a+ et L soumises aux
relations de l’équation (2.22). Notons que si q = 1, H1 cöıncide avec l’algèbre enveloppante
universelle de l’algèbre de Heisenberg Lie U(h).
L’algèbre H ′

q2 est une algèbre engendrée par a, a+ et L soumises aux relations suivante

aa+ − qa+a = L,
La+ = qa+L,
La = q−1aL;

(2.23)

celle ci est aussi une q–analogue de U(h).
L’algèbre H ′

q2 est une k–algèbre de type fini engendrée par x1, x2, x3 (on remplaçant q

par q2 et x1 = −q−1L, x2 = a+, x3 = a dans les équations (2.23)) avec les relations de
commutation suivantes :

x1 = qx2x3 − q−1x3x2,
x3x1 = q2x1x3,
x2x1 = q−2x1x2.

(2.24)
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H ′
q2 est une extension de Ore itérée de la forme : H ′

q2 = R[x3;α2, δ2] avec R =
k[x1][x2;α1] où α1, α2 sont les automorphismes définis par :

α1(x1) = q−2x1, α2(x1) = q2x1,
α2(x2) = q2x2,

et δ2 est la α2-dérivation définie par :

δ2(x1) = 0, δ2(x2) = −qx1.

On en déduit donc que α2δ2 = δ2α2. Si on suppose que la caractéristique de k est nulle alors,
d’après le théorème 1.7.7, tous les idéaux premiers de H ′

q2 sont complètement premiers.
Dans tous cette sous-section, on suppose que k est de caractéristique nulle.

Proposition 2.4.1. Soit P un idéal premier de H ′
q2 avec q non racine de l’unité, dont

l’intersection avec R = k[x1][x2;α1] est nul, alors P est nul.

Démonstration. Comme R est integre, il suffit de montrer que l’ensemble des étendus

premiers de l’idéal zero de R à H ′
q2 = R[x3;α2, δ2] est réduit aussi à zero. d’autre part H ′

q2

et R satisfassent les conditions du théorème 1.7.17 et spécialement la condition (iii), car

q est supposé non racine de l’unité. Il reste donc de prouver que le prolongement de δ2 au

corps des fractions à gauche fract(R), n’induit pas une α2–dérivation intérieure.

Remarquons d’abord que S = {qlxi
2x

j
1| l ∈ Z, i, j ∈ N} est un ensemble dénominateur

de R car R est intègre et x1, x2 sont normaux dans R, voir chapitre 1. D’autre part S est

α2-stable. D’après le lemme 1.7.5, S est un ensemble de Ore de H ′
q2 et on a :

H ′
q2 .S−1 = k[x±1

1 ][x±1
2 ;α1][x3;α2, δ2],

où α2 (resp, δ2) est le prolongement de α2 (resp, de δ2) à R.S−1 := T . Remarquons que T

est une algèbre de McConnell-Pettit, et puisque q n’est pas racine de l’unité, T est simple

d’après la proposition 1.7.8. Montrons que δ2 n’est pas une α2–dérivation intérieure sur T ;

cela sera suffisant pour achever la preuve. Par l’absurde, supposons qu’il existe a ∈ T tel

que δ2(r) = ar − α2(r)a, pour tout r ∈ T . Pour r = x1, on déduit que : 0 = ax1 − q2x1a.

Pour r = x2, il vient : −qx1 = ax2 − q2x2a. Écrivons a =
n∑

i=−n

n∑
j=−n

λijx
i
1x

j
2, λij ∈ k. On a

donc

n∑
i,j=−n

(q−2j − q2)λijx
i+1
1 xj

2 = ax1 − q2x1a = 0, d’où λij = 0 pour j 6= −1.
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Et par suite a =
n∑

i=−n

µix
i
1x

−1
2 . L’identité −qx1 = ax2 − q2x2a, devient alors :

−qx1 =
n∑

i=−n

µix
i
1 − q2(

n∑
i=−n

µix2x
i
1x

−1
2 )

=
n∑

i=−n

µix
i
1 − q2

n∑
i=−n

µiq
−2ixi

1

=
n∑

i=−n

µi(1− q2(1−i))xi
1.

Donc µi = 0 si i 6= 1 et −q = µ1(1− 1) = 0. On aboutit à une contradiction, ce qui prouve

que δ2 n’est pas intérieure.

En applicant maintenant le théorème 1.7.17 à R, on trouve que les idéaux premiers sont :
〈0〉, 〈x1〉, 〈x2〉, 〈x1, x2〉, 〈x1, x2−µ〉, 〈x1−λ, x2〉, où µ, λ ∈ k∗, si k est algébriquement clos.
Considérons P est un idéal premier non nul de H ′

q2 et si P contient x2, il contient x1 à

cause de la relation x1 = qx2x3− q−1x3x2. Donc P ∩R 6= 〈x2〉 et P ∩R 6= 〈x2, x1−µ〉, avec
µ 6= 0. Par suite, d’après la proposition 2.4.1, P contient nécessairement x1. Comme x1 est
normalisant, P/H ′

q2x1 est un idéal premier de H ′
q2/H ′

q2x1 et H ′
q2/H ′

q2x1 = k[x2][x3;α2], où
x2, x3 sont les images de x2, x3 à H ′

q2/H ′
q2x1 et α2 est le prolongement de α2 à R/Rx1

∼=
k[x2]. D’où P/H ′

q2x1 est de la forme : 〈0〉, 〈x2〉, 〈x3〉, 〈x2−λ, x3〉, 〈x2, x3〉, 〈x2, x3− θ〉 ;
avec λ, θ ∈ k∗. On a donc :

Proposition 2.4.2. Considérons H ′
q2 avec q non racine de l’unité et supposons que k est

algébriquement clos de caractéristique nulle. Alors le treillis des idéaux premiers de H ′
q2

est donné par :

〈x1, x2, x3 − θ〉
SSSS

〈x1, x2, x3〉
QQQmmm

〈x1, x2 − λ, x3〉
kkkk

〈x1, x2〉
QQQQ

〈x1, x3〉
mmmm

〈x1〉

〈0〉

avec λ, θ ∈ k∗. En particulier H ′
q2 satisfait la separation normale.

D’après la proposition 2.4.2 et le lemme 1.3.5, on a

Corollaire 2.4.3. Considérons H ′
q2 avec q non racine de l’unité et supposons que k est

algébriquement clos de caractéristique nulle. Alors H ′
q2 est caténaire et satisfait la condition

de second niveau forte.

Remarque 2.4.4. Observons les équations (2.24), on peut espérer d’avoir une relation

entre H ′
q2 est l’algèbre R

(C,Λ)
2 (k) par exemple. Plus précisément une injection de H ′

q2 à

R
(C,Λ)
2 (k). En réalité, dans le cas racine de l’unité (i.e. les cid sont racines de l’unité), cela
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existe mais inservible. Pour le voir notons par t1, t2, t3 les générateurs de H ′
q2 , alors t1 doit

être envoyer à un polynôme de degré 1 de k[z1] et dans ce cas le paramètre d doit être égale

à q−2 et c2 = q2, d’où c2d = 1.



Chapitre 3

Cliques et localisabilité.

Introduction

K. A. Brown et K. R. Goodearl ont étudié dans [10] le spectre premier de certaines
algèbres satisfaisant sept hypothèses. Ils ont montré que l’anneau vérifiant ces hypothèses,
satisfait la séparation normale, d’où la condition de second niveau forte. Les liens entre les
idéaux premiers d’une algèbre R satisfaisant les sept hypothèses ont été aussi étudiés ; ils
ont démontré que la clique de chaque idéal premier P de R cöıncide avec la H–orbite de
P , où H est un groupe abélien de rang fini engendré par des automorphismes d’algèbre de
R.

Dans ce chapitre on étudie, premièrement, les liens entre les idéaux premiers de l’algèbre
H ′

q2 , mais avec des méthodes classiques. Deuxièmement, on aplique la théorie cité avant,

pour calculer les cliques de R
(C,Λ)
n (k). Signalons que R

(C,Λ)
n (k) ne satisfait pas la troisième

hypothèse de [10, 1.1], comme l’indique l’exemple 3.2.8. Pour procéder, on va utiliser d’une

part la classification du spectre premier Spect(R
(C,Λ)
n (k)) de R

(C,Λ)
n (k) déterminé par des

méthodes effectives dans le chapitre 2, et d’autre part les versions modifiés des résultats
de K. A. Brown et K. R. Goodearl [10], effectuées par M. Akhavizadegan dans [1]. La

description des cliques des idéaux premiers dans R
(C,Λ)
n (k) nous permettra d’étudier les

ensembles et les idéaux (classiquement) localisables, en utilisant des résultats classiques
de [77, 48, 42]. Par des méthodes traditionnelles, on calcule aussi les cliques des idéaux
premiers de l’algèbre H ′

q2 .

3.1 Les cliques des idéaux premiers de H ′
q2
.

Dans cette section on suppose que k est de caractéristique nulle, on note par A l’algèbre
H ′

q2 . Rappelons que c’est une k–algèbre de type fini engendrée par x1, x2, x3 soumis aux
relations (2.24).

73
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Lemme 3.1.1. Les idéaux premiers 〈x1〉, 〈x1, x2〉, 〈x1, x3〉, 〈x1, x2, x3〉,
vérifient la propriété AR.

Démonstration. C’est évident pour 〈x1〉, car x1 est un élément normalisant dans A. Les

cas 〈x1, x2〉 et 〈x1, x3〉 sont symétriques. Il suffit d’appliquer le critère du théorème 1.3.3 à

〈x1, x2〉 et 〈x1, x2, x3〉.
Dans le cas où P = Ax1 + Ax2 = x1A + x2A, on a Px1 = x1P car si ax1 ∈ Px1, a ∈ A,

alors comme x1 est normal ax1 = x1b ∈ Ax2
1 + Ax2x1 = x2

1A + x1Ax2 où b ∈ A et

comme A est intègre b ∈ x1A+ x2A = P . Donc Px1 ⊆ x1P et inversement. Montrons que

x2P + x1A = Px2 + x1A, c’est à dire la condition (i) du théorème 1.3.3. Par symétrie il

suffit de vérifier que x2P ⊆ Px2 + x1A, c’est à dire x2Ax2 ⊆ Px2, ce qui est clair.

Pour l’idéal P = Ax1 + Ax2 + Ax3 on procède de la même façon que dans ([57], lemme

3.1).

En utilisant le critère de P.F.Smith cité en ([57], théorème 3.1), on montre comme dans
([57], proposition 3.1) que :

Proposition 3.1.2. Si P = Ax1, Ax1 + Ax2, Ax1 + Ax3, ou Ax1 + Ax2 + Ax3 alors

C(P ) = A\P est un ensemble de Ore.

On montre comme dans [57], proposition 3.3 que :

Proposition 3.1.3. Les cliques des idéaux premiers Ax1, Ax1 + Ax2, Ax1 + Ax3, Ax1 +

Ax2 + Ax3 sont triviales.

Démonstration. (1) Cas de P = Ax1. Comme A est intègre, P = Ax1 6= P 2 = Ax2
1 et P/P 2

est un A/P -module sans torsion à droite et à gauche. Donc Ax1  Ax1. Si Q  Ax1 ou

si Ax1  Q on a Ax1 ⊆ Q d’après la proposition 1.3.6. D’autre part les propositions 1.2.4,

3.1.2, impliquent que A\P ⊆ A\Q ; donc Q ⊆ P et P = Ax1 = Q.

(2) Cas de P = Ax1 + Ax2 ou Ax1 + Ax3. Il suffit d’examiner le cas P = Ax1 + Ax2.

On a Ax1 + Ax2 6= (Ax1 + Ax2)
2 car sinon x1 ∈ Ax2

1 + Ax1x2 + Ax2
2 et on aurait x1 =

ax2
1+bx1x2+cx

2
2, où a, b, c,∈ A. D’où cx2

2 ∈ Ax1 et c ∈ Ax1. Donc 1 ∈ Ax1+Ax2 ce que n’est

pas vrai. On peut vérifier facilement, comme dans la preuve de ([57], proposition 3.3(ii)) que

Ax1+Ax2/(Ax1+Ax2)
2 est sans torsion à droite et à gauche comme A/(Ax1+Ax2)-module.

Supposons par exemple que r(ux1 + vx2) = u0x
2
1 + v0x1x2 + w0x

2
2, avec u, v, u0, v0, w0 ∈ A

et r /∈ P . Alors

(ru+ u0x1)x1 = (v0x1 + w0x2 − rv)x2.

Donc, rv ∈ P et v ∈ P . Par suite rux1 ∈ Px1 + Px2, c’est à dire que rux1 = px1 +

p′x2, p, p
′ ∈ P . Donc p′ ∈ Ax1 et ru ∈ P , d’où u ∈ P et ux1 + vx2 ∈ P 2. Par suite P  P .

Si Q est un idéal premier, tel que P  Q, on a par la proposition 1.3.6 puisque P vérifie

la propriété AR, par le lemme 3.1.1, P ⊆ Q. D’autre part A \ P ⊆ A \ Q, d’après les

propositions 1.2.4 et 3.1.2. D’où Q ⊆ P et par suite P = Q.
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(3) Le cas P = Ax1 +Ax2 +Ax3. Il suffit de montrer en appliquant les mêmes résultats

qu’en (1) et (2) que P  P . On verra que c’est le cas en appliquant la proposition 3.1.7 et

le théorème 3.1.8 avec µ = λ = 0 que nous démontrerons plus loin (remarque 3.1.9).

Corollaire 3.1.4. Les idéaux premiers de la proposition précédente sont classiquement

localisables.

Démonstration. Cela résulte de la proposition 3.1.3 et des corollaires 2.4.3, 1.2.18.

Dans la suite on va déterminer les liens entre les idéaux maximaux de la forme : x1A+
x2A + (x3 − λ)A où λ est un paramètre de k. Considérons dans A = R[x3;σ3, δ3], M =
x1R + x2R, et les idéaux premiers suivants : P = x1A + x2A + (x3 − λ)A et Q = x1A +
x2A+ (x3 − µ)A, où λ, µ ∈ k. Avec ces notations on a :

Lemme 3.1.5. i) P ∩Q = x1A+ x2A+ (x3 − λ)(x3 − µ)A si λ 6= µ.

ii) PQ = M2A+ (x3 − λ)MA+M(x3 − µ)A+ (x3 − λ)(x3 − µ)A.

Démonstration. Analogue à celle du lemme 3.4 de [57].

Remarque 3.1.6. ([57], remarque 3.4). On déduit du lemme précédent que si f(x3) est

un polynôme de R[x3;σ2, δ2] tel que Mf(x3) ⊆ PQ, alors (P ∩ Q)f(x3) ⊆ PQ si λ 6= µ,

ceci parce que MA = AM . Si de plus P est lié à Q et si Mf(x3) ⊆ PQ, alors f(x3)

appartient à l’annulateur à droite de (P ∩ Q)/PQ qui est égal à Q. En effet puisque

P  Q, on a Q ⊆ l.Ann ((P ∩Q)/PQ) et PQ 6= P ∩ Q. Comme Q est maximal on a :

Q = l.Ann ((P ∩Q)/PQ).

On notera, comme dans [57, 3], la surjection canonique x → x de R sur R/M2. En
particulier M = M/M2 et MA = MA/M2A ; M s’identifie à un sous espace vectoriel de
MA. On notera δ, σ les applications de M dans M définies par :

δ(m+M2) = δ2(m) +M2 et σ(m+M2) = σ2(m) +M2,

pour tout m ∈ M . Il est clair que M est un R̂(:= R/M = k)-espace vectoriel, et que si

r̂ ∈ R̂ et m ∈ M , on a : δ(r̂m) = r̂δ2(m) + M2 = r̂δ(m). Donc δ est une application k
-linéaire. Il en est de même pour σ car :

σ(r̂m) = r̂σ2(m) +M2 = r̂σ(m).

On considérera la base de M sur R̂ donnée par : m1 = x1, m2 = x2. Comme dans [57],
la matrice U de δ relativement à cette base est :(

0 −q
0 0

)
,

mais la matrice V de σ est : (
q−2 0
0 q2

)
.
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Proposition 3.1.7. Si λ, µ ∈ k avec λ 6= µ et P  Q, alors µ = q−2λ ou bien µ = q2λ .

Démonstration. On pose m̂ = (x1, x2). Alors (x3 − λ)m̂ + m̂(x3 − µ) est une ligne à deux

éléments dont les coordonnées appartiennent à PQ/M2A et qui est égale à m̂(V x3 + U −

λI2 + (x3 − µ)I2), où I2 =

(
1 0

0 1

)
.

En effet, de l’égalité x3mj = σ2(mj)x3 + δ2(mj) où mj = x1, x2, on déduit que x3mj =

σ(mj)x3 + δ(mj). Donc x3(x1, x2) = (x1, x2)V x3 + (x1, x2)U , d’où si f(x3) ∈ A, alors

f(x3)m̂ = m̂f(V x3 + U).

En particulier, pour f(x3) = x3 − λ, on a

(x3 − λ)m̂+ m̂(x3 − µ) = m̂(V x3 + U − λI2 + (x3 − µ)I2).

On pose D = V x3 + U − λI2 + (x3 − µ)I2 :

D =

(
q−2x3 − λ+ x3 − µ −q

0 q2x3 − λ+ x3 − µ

)
.

Alors m̂DD∗ = m̂ det(D), où D∗ est la matrice adjointe de D. Pour i = 1, 2 on a

mi det(D) ∈ PQ/M2A et donc M det(D) ⊆ PQ/M2A. D’après la remarque 3.1.6, on

a det(D) ∈ Q = (x3 − µ)k[x3], donc (q2x3 − λ)(q−2x3 − λ) ∈ (x3 − µ)k[x3]. D’où le

résultat.

On démontre comme pour le théorème 3.4.1 de [57] que :

Théorème 3.1.8. Soient λ, µ quelconques dans k. Soient P = x1A+ x2A+ (x3 − λ)A et

Q = x1A+ x2A+ (x3 − µ)A. Si µ = q−2λ, alors P  Q.

Démonstration. On adapte la démonstration du théorème 3.4.1 de [57], mais en prenant

I = M2A + x1A + x2(x3 − q−2λ)A + (x3 − λ)A. Remarquons que x2 /∈ I car si on avait

x2 ∈M2A+ x1A+ x2(x3 − q−2λ)A+ (x3 − λ)A, on aurait modulo M2A+ x1A :

x2 = x2(x3 − q−2λ)a+ (x3 − λ)a′, a, a′ ∈ A
x2 = q−2(x3 − λ)x2a+ (x3 − λ)a′

= (x3 − λ)(q−2x2a+ a′).

Comme dans [57], l’idéal de A = A/(M2A + x1A) engendré par x2 est complètement

premier, il existerait donc b ∈ A tel que : q−2x2a + a′ = bx2, d’où (1 − (x3 − λ)b)x2 = 0

dans A, c’est à dire (1 − (x3 − λ)b)x2 ∈ M2A + x1A. Donc modulo M2A, on aurait

1 − (x3 − λ)b ∈ x1A et 1 ∈ x1A + (x3 − λ)A ⊆ P , d’où la contradiction. On définit une
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application ψ : A −→ A/I telle que ψ(a) = x2a+ I, pour tout a ∈ A . Puisque M2A ⊆ I,

il est clair que MA ⊆ Ker(ψ). D’autre part :

ψ(x3 − q−2λ) = x2(x3 − q−2λ) + I = 0 + I.

Donc MA + (x3 − q−2λ)A = Q ⊆ Ker(ψ). Montrons que Ker(ψ) = Q ; en effet puisque

Q est un idéal maximal à droite, il suffit de montrer que Ker(ψ) 6= A. Or, Ker(ψ) = A

implique que ψ(1) = x2 +I est nul, ce qui entrâıne que x2 ∈ I, ce qui est faux. Remarquons

que ψ(A) = x2A + I = P . Donc ψ induit un monomorphisme Ψ : A/Q −→ A/I d’image

P/I. On a alors la suite exacte dees A-modules à droite :

0 → A/Q
Ψ→ A/I

π→ A/P → 0,

où π est la surjection naturelle. Puisque M annule A/P et A/Q, (MA ⊆ Q et MA ⊆ P )

mais n’annule pas A/I (car MA n’est pas inclus dans I), cette suite exacte n’est pas

scindée. En appliquant ([57], sous-lemme 3.4) on voit que P  Q.

Remarque 3.1.9. 1). La proposition 3.1.7 et le théorème 3.1.8 montrent que la clique de

P (λ) = x1A+ x2A+ (x3 − λ)A est triviale si λ = 0 ce qui termine la démonstration de la

proposition 3.1.3 (3). Mais si λ 6= 0 on a, en posant Pn(λ) = x1A+ x2A+ (x3− q2nλ)A, où

n ∈ Z ; la clique de P (λ) = P0(λ) est {Pn(λ)}n∈Z i.e.

· · · P2(λ) P1(λ) P0(λ) P−1(λ) P−2  · · · .

2). On peut donner une description parallèle de la clique de x1A+ (x2 − λ)A+ x3A où

λ ∈ k. Le lemme 3.3.1 de [57] montre que pour λ 6= 0 aucun des Pn n’est localisable.

Théorème 3.1.10. Supposons que k est un corps algébriquement clos de caractéristique

nulle. Alors toutes les cliques de A sont classiquement localisables.

Démonstration. Comme A satisfait la condition de second niveau (corollaire 2.4.3) et que

les cliques (qui ont été complètement décrites, d’après la proposition 3.1.3 et la remarque

3.1.9) vérifient la condition d’incomparabilité il suffit de vérifier la condition d’intersection

corollaire 1.2.18. Supposons que J soit un idéal à droite contenu dans la réunion
⋃

n∈Z Pn

avec les notations de la remarque 3.1.9. Comme chaque Pn contient MA on a J +MA ⊆⋃
n∈Z Pn et alors modulo MA on a J ⊆

⋃
n∈Z P n. Mais A est un anneau de polynôme à

une indéterminée donc J est principal et il existe nécessairement n ∈ Z tel que J ⊆ P n.

Donc J ⊆ Pn.

3.2 Les cliques des idéaux premiers de R
(C,Λ)
n (k).

Rappelons que tout idéal de la forme 〈T 〉, pour T un ensemble admissible, est un idéal
complètement premier et polynormal, théorème 2.1.8. Le lemme suivant sera utilisé dans
la preuve de la proposition prochaine.
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Lemme 3.2.1. Considérons les variables y1, x1, · · · , yn, xn avec les relations (2.1). Alors

(a) Pour tout r ∈ N∗, i = 2, · · · , n, on a :

xr
iyi − criyix

r
i = λd−(r−1)(r)cidzi−1x

r−1
i ,

xiy
r
i − criy

r
i xi = λ(r)cidzi−1y

r−1
i ,

où (r)k = 1 + k + · · ·+ kr−1, pour chaque k ∈ k. Pour i = 1, on a :

xr
1y1 − cr1y1x

r
1 = d−r(r)c1dz0x

r−1
1 ,

x1y
r
1 − cr1y

r
1x1 = d−1(r)c1dz0y

r−1
1 .

(b) Soit Xν = yν1
1 x

ν1
1 · · · yνn

n xνn
n , ν = (ν1, ν1, · · · , νn, νn) ∈ N2n, alors

yiX
ν = λνX

νyi + λν′X
ν′zi−1,

xiX
ν = λ′νX

νxi + λ′ν′X
ν′zi−1,

où ν ′ ∈ N2n, λν , λν′ , λ
′
ν , λ

′
ν′ ∈ k∗ ; i = 1, . . . , n.

Démonstration. Pour celle de (b) on utilise (a). Une récurrence sur r et lemme 2.1.2, nous

prouve (a).

On note par R l’algèbre R
(C,Λ)
n (k). Maintenant, on va définir l’order lexicographique

�lex sur l’ensemble des monômes de R, {Xν = yν1
1 x

ν1
1 · · · yνn

n xνn
n | ν = (ν1, ν1, · · · , νn, νn) ∈

N2n}. Pour tout 1 ≤ i ≤ 2n, on consider, comme dans la section 1.8, l’élément εi =
(0, · · · , 1, · · · , 0) de N2n qui a 0 par tout sauf 1 dans la i-iéme composante. L’ordre ≺lex

avec ε1 ≺lex · · · ≺lex ε2n, est définit sur N2n par

(σ1, · · · , σ2n) ≺lex (γ1, · · · , γ2n) ⇐⇒
{

il existe un indice 1 ≤ j ≤ 2n tel que
σi = γi pour i > j et σj < γj,

c’est l’ordre lexicographique indirecte. Il est clair que �lex induit sur les monômes de R un
ordre qu’on note aussi par �lex, de tel façon qu’on a

y1 ≺lex x1 ≺lex z1 ≺lex · · · ≺lex zn−1 ≺lex yn ≺lex xn ≺lex zn. (3.1)

Proposition 3.2.2. Soit T un ensemble admissible de R. Alors l’idéal 〈T 〉 vérifie la pro-

priété AR.

Démonstration. Écrivons T = {t1, · · · , tr} avec ti ≺lex ti+1, i = 1, · · · , r, d’après (3.1). La

suite T = {t1, · · · , tr} est clairement polynormal. En plus si ti ∈ {yk, xk}, i > 1, k ∈ ind(T )

alors zk−1 ∈ 〈t1, · · · , ti−1〉. On en déduit, d’après le lemme 3.2.1(b), que pour tout i, j > 1

et ν ∈ N2n on a

tiX
νtj ≡ λiX

νtjti[mod〈t1, · · · , ti−1〉], pour un certain λi ∈ k×
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et aussi

tiX
νtj ≡ λjtjtiX

ν [mod〈t1, · · · , tj−1〉], pour un certain λj ∈ k×.

C’est à dire que

ti〈T 〉+ 〈t1, · · · , ti−1〉 = 〈T 〉ti + 〈t1, · · · , ti−1〉, i > 1.

Pour i = 1, on a t1 ∈ {x1, y1 zk}, k > 1 si z0 = 0 ou ti ∈ {zk}, k ≥ 1 si z0 6= 0. Alors,

d’après le lemme 2.1.2, t1〈T 〉 = 〈T 〉t1. En conclusion la proposition découle par application

du critère du théorème 1.3.3.

Afin de prouver la séparation normal de R = R
(C,Λ)
n (k), on a besoin du matériel tech-

nique suivant

3.2.3. Soit T un ensemble admissible de R, on note par XT l’image inverse, par ΨT (l’iso-

morphisme de (2.2.8)), de l’ensemble multiplicatif XT engendré par tous les variables Xi

qui apparaissent dans l’espace quantique AT associé à la matrice QT . Il est clair que c’est

un ensemble de Ore de (R/〈T 〉)YT
−1, la localisation associé sera noté par RT

RT =
(
(R/〈T 〉)YT

−1
)
X−1

T .

On a donc RT
∼= P(QT ), l’algèbre de McConnell-Pettit associé à QT . Notons que

Ψ−1
T (Xj) =

{
xj, si j − 1 ∈ ind(T )

cj(cjd− 1)−1zj(yj)
−1, si j /∈ ind(T ).

(3.2)

Pour j = 1, c’est à dire que si X1 apparaisse dans BT , alors{
x1 /∈ T, si z0 = 0

1 /∈ ind(T ), si z0 6= 0.

d’où

Ψ−1
T (X1) =

{
x1 6= 0, si z0 = 0

c1(c1d− 1)−1z1y
−1
1 , si z0 6= 0,

(3.3)

Pour un ideal premier P de R avec 〈T 〉 ⊆ P , on note P = P/〈T 〉 ; si P peut être étendus

à RT , on note son extension par P
e
.

Remarque 3.2.4. Soit T un ensemble admissible de R, notons par {i1, · · · , il} = {i ∈
{1, · · · , n}|Xi ∈ AT}, et par {j1, · · · , jk} = {1, · · · , n} \ JT . Un élément z ∈ RT s’écrit

donc sous forme

z = r
(
yj1

−n1 · · · yjk

−nk
)
ΨT (Xi1)

−m1 · · ·ΨT (Xil)
−ml ,
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pour certains r ∈ R, n1, · · · , nk; m1, · · · ,ml ∈ N. Utilisons les equations (3.2) et (3.3), on

peut réécrire cet élément sous la forme

z = rs−1
(
yj1

−k1 · · · yjm

−km
)
,

pour certains r ∈ R, yjt , t = 1, · · · ,m tel que jt, jt − 1 /∈ ind(T ) et un élément normal de

R/〈T 〉, s produit des zk, yj (j ou j − 1 ∈ ind(T )) et des xi (i ou i− 1 ∈ ind(T )).

Proposition 3.2.5. [29, Proposition 2.3] Considérons l’algèbre R
(C,Λ)
n (k) tel que chacun

des cid n’est pas racine de l’unité. Alors R
(C,Λ)
n (k) vérifie la séparation normale. En parti-

culier R
(C,Λ)
n (k) satisfait la condition de second niveau forte.

Démonstration. Soient P ( Q deux idéaux premiers embôıtés de R = R
(C,Λ)
n (k). Suppo-

sons que T = P ∩ ℘n ( Q ∩ ℘n = T ′ ; c’est à dire que P et Q appartiennent à déférents

strata dans la stratification (2.7). Alors, il est trivial qu’il existe un élément non-nul normal

modulo P appartenant à Q/P . Supposons, maintenant, que T = T ′ ; P et Q sont donc

dans le même stratum. Considérons l’algèbre RT de 3.2.3, d’après le corollaire 1.7.15 , RT

est polycentral. Suivant les notations de 3.2.3, il existe donc z ∈ Q
e

qu’est un élément

non-nul et central modulo P
e
. Supposons que z ≡ rs−1

[
modP

e]
, pour un certain r ∈ R

(r sera donc un élément de Q non nul modulo P ) et un element normal s ∈ R/〈T 〉. Soit

donc a ∈ R \ P , on a

za ≡ az
[
modP

e]
,

ra′ s−1 ≡ ar(s)−1
[
modP

e]
, pour un certain a′ ∈ R, car s est supposé normal,

cela implique que (ra′−ar) ∈ P e
et en suite (ra′−ar) ∈ P . Comme a été pris arbitrairement,

r ∈ Q \ P est un élément normal modulo P . Afin d’achever la preuve de la première

assertion, il suffit donc de montre que z peut être écrit sous la dite forme. Pour faire,

notons d’abord comme dans la remarque 3.2.4, par {yj1 , · · · , yjm} l’ensemble de tous les yj

tel que j, j − 1 /∈ ind(T ) qui apparaissent dans l’expression de z modulo P
e
. On procède

par une récurrence sur m. Si m = 1, on peut donc écrire, d’après la remarque 3.2.4,

z ≡ r.s−1y−k1
j1

[
modP

e]
, pour certains r ∈ R, un élément normal s ∈ R/〈T 〉 et k1 ∈ N∗.

Le lemme 3.2.1(a), implique que

zxj1y
k1
j1
− ck1

j1
zyk1

j1
xj1 ≡ λ(k1)cj1

dzj1−1zy
(k1−1)
j1

[
modP

e]
,

et donc

zy
(k1−1)
j1

≡
(
λ(k1)cj1

d

)−1
z−1

j1−1

(
xj1r − ck1

j1
γr.xj1

)
s−1
[
modP

e]
,

où γ ∈ k∗. Ce qui entrâıne que z modulo P
e

peut être écrit sous la forme

z ≡ r.s−1y
−(k1−1)
j1

[
modP

e]
, pour certains r ∈ R, et un élément normal s ∈ R/〈T 〉.
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On répète le même calcul, mais cette fois avec z modulo P
e
écrit sous cette nouvelle forme,

on aboutit au résultat. Supposons maintenant que m > 1, on a donc

z ≡ r.s−1y−k1
j1

· · · y−km
jm

[
modP

e]
,

pour certains r ∈ R, un élément normal s ∈ R/〈T 〉 et des entiers positives k1, · · · , km. En

appliquant le lemme 3.2.1(a), comme dans le cas m = 1, on aura

zykm−1
jm

≡ (λ(km)cjmd)
−1z−1

jm−1

(
xjmr − ckm

jm
γr.xjm

)
s−1y−k1

j1
· · · y−km−1

jm−1

[
modP

e]
,

où γ ∈ k∗. On continue d’éliminer les puissance de yjm , on arrive à

z ≡ r.s−1y−k1
j1

· · · y−km−1

jm−1

[
modP

e]
,

pour un certain r ∈ R et un élément normal s ∈ R/〈T 〉. L’hypothèse de récurrence entrâıne

donc que

z ≡ r.s−1
[
modP

e]
,

pour r ∈ R et un élément normal s ∈ R/〈T 〉 adéquates. La seconde assertion de la

proposition est une déduction directe du lemme 1.3.5.

3.2.1 L’opération du groupe GT sur SpectT (R).

Maintenant on va définir une opération d’un groupe abélien sur chaque stratum SpectT (R),
où T parcourt l’ensemble des ensembles admissibles de R. Cet groupe est construit d’une
manière canonique a partir de la suite normalisante engendrant 〈T 〉, comme dans [10]. Mais
comme on va voire (l’exemple 3.2.8), cette opération ne vérifie pas l’hypothèse 3 de [10, p.
2469], par rapport à la stratification du spectre premier de R indiquer dans (2.7).

3.2.6. Notre prochain objectif est de construire simultanément une châıne strictement

croissante des sous-ensembles admissibles de T qui a pour longueur exactement long(T ), et

une suite des éléments {t1, · · · , tlong(T )} de T qui forme une suite régulière normalisante et

génératrice de l’idéal 〈T 〉. Il est clair que cette châıne donnera raison à une châıne maximal

des idéaux premiers qui permettra le calcul de haut(〈T 〉). La méthode de construction est

basée sur la décomposition en composantes connexes de chaque ensemble admissible et

cette construction sera faite après plusieurs étapes :

Fixons un ensemble admissible T de R, j = max(ind(T )) et i = min(ind(T )). On

considère différents cas.

(a) Le cas connexe. Si T est connexe. Considérons un sous-ensemble admissible T ⊆ T ,

avec k = max(ind(T )) < j. Supposons que si k ∈ Renv(T ), alors k ∈ JT . On définit

l’ensemble admissible T T suivant

T T =


T ∪ {xk} si k ∈ Renv(T ) et xk /∈ T .
T ∪ {yk+1, zk+1} autrement et si yk+1 ∈ T.
T ∪ {xk+1, zk+1} autrement et si yk+1 /∈ T.
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Il est facile de voir que long(T T ) = long(T ) + 1 et que T T ⊆ T .

(b) Le cas non connexe. Si T n’est pas connexe, considérons sa decomposition en

composantes connexes T = T1 ∪ · · · ∪ Tr. Considérons T un sous-ensemble admissible tel

que si k ∈ Renv(T ), alors k ∈ JT et que

T1 ∪ · · · ∪ Ts−1 ⊆ T ( T1 ∪ · · · ∪ Ts, avec s > 1, et max(ind(T )) < max(ind(Ts)),

on définit

T T =


(T \ T1 ∪ · · · ∪ Ts−1)

Ts ∪ T1 ∪ · · · ∪ Ts−1 si T1 ∪ · · · ∪ Ts−1 ( T .

T1 ∪ · · · ∪ Ts−1 ∪ {zis} si T1 ∪ · · · ∪ Ts−1 = T .

où (T \ T1 ∪ · · · ∪ Ts−1)
Ts est défini comme dans (a) et is = min(ind(Ts)). On remarque

aussi que long(T T ) = long(T ) + 1 et que T T ⊆ T .

Les données d’entrée sont définies comme suit.

Cas où j > i > 1, on prend t1 = zi, T1 = {t1}.
Cas où j > i = 1. Si z0 6= 0, cela implique que t1 = z1, T1 = {t1}. Mais si z0 = 0, on prend

t1 =

{
y1 si y1 ∈ T
x1 si y1 /∈ T

et T1 = {t1, z1}. Dans tous les cas, si T = T1∪· · ·∪Tr est la décomposition en composantes

connexes de T , on prend donc

Tm+1 = T T
m , pour m ≥ 1 et tm+1 =



xkm si Tm+1 = Tm ∪ {xkm}
ykm+1 si Tm+1 = Tm ∪ {ykm+1, zkm+1}
xkm+1 si Tm+1 = Tm ∪ {xkm+1, zkm+1}

où km = max(ind(Tm));

zis si Tm = T1 ∪ · · · ∪ Ts−1, r > s > 1;

avec les données d’entrée définies ci-dessus. Alors

T0 ( T1 ( · · · ( Tlong(T ) = T

est une châıne des ensembles admissibles vérifiant 〈Tm〉 = 〈t1, · · · , tm〉, pour tous m =

1, · · · , l = long(T ). En plus chacun des tm est régulier normal modulo 〈t1, · · · , tm−1〉, pour

tout m = 2, · · · , l, par convention on a pris T0 = ∅, 〈T0〉 = 0.

Une fois retenu les notations et les constructions ci-dessus, on peut observer facilement
que les Tm, m = 1, · · · , l = long(T ) sont effectivement des ensembles admissibles vérifiant
〈Tm〉 = 〈t1, · · · , tm〉, et que chacun des tm est régulier, normal modulo 〈t1, · · · , tm−1〉, pour
tout m = 2, · · · , l, par convention on a pris T0 = ∅, 〈T0〉 = 0.
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Lemme 3.2.7. Soient T et T0, Tm, tm, 1 ≤ m ≤ l = long(T ) comme dans 3.2.6. Alors,

chaque tm est un élément régulier et hT
m–normal modulo 〈Tm−1〉, pour un certain automor-

phisme d’algèbre de R/〈Tm−1〉, hT
m bien déterminé.

Démonstration. Le calcule de hT
1 . Dans tous les cas t1 ∈ {y1, x1, z1, · · · , zn} est un élément

normal régulièr de R, hT
1 est donc calculé à partir des relations (2.1) et le lemme 2.1.2 ; par

exemple si t1 = zj, j = 1, · · · , n on a

hT
1 : xi 7−→

{
dxi, i > j,

c−1
i xi, i ≤ j,

yi 7−→
{
d−1yi, i > j

ciyi, i ≤ j,

Le calcule des hT
m, pour m > 1. On va examiner juste les cas où tm ∈ {yj, xj}, j ≥ 2.

On commence donc par tm = yj, ici zj−1 ∈ T et il est clair que cet un élément de 〈Tm−1〉.
On définit donc hT

m, grâce aux relations (2.1), comme suit

hT
m : xi 7−→


λ−1

ji dxi, i < j,

λijc
−1
j xi, i > j,

c−1
i xi, i = j

yi 7−→
{
λjiyi, i < j

λ−1
ij yi, i > j,

où les relations sont prises modulo 〈Tm−1〉, avec hT
m(yj) = yj et l’image de tout élément de

〈Tm−1〉 est nulle. Dans le cas où tm = xj, j ∈ IT , m ≥ 2, on a

tm−1 =


yj, si j ∈ Renv(T )

zj−1, si j /∈ Renv(T ), j − 1 /∈ JT et j − 1 /∈ IT ,

xj−1, si j /∈ Renv(T ), j − 1 ∈ IT ,

yj−1, si j /∈ Renv(T ), j − 1 /∈ IT et j − 1 ∈ JT ;

(3.4)

Concernant la première possibilité dans (3.4) on utilise les relations (2.1), afin d’avoir

modulo 〈Tm−1〉

hT
m : xi 7−→

{
λjic

−1
i d−1xi, i < j,

λ−1
ij cjdxi, i > j,

yi 7−→
{
λ−1

ji ciyi, i < j

λijd
−1yi, i > j,

avec hT
m(xj) = xj et tous les éléments de 〈Tm−1〉 ont l’image nulle. Dans les trois dernières

possibilités de (3.4), hT
m est défini comme dans la première en ajoutant l’image de yj qui

est donnée par hT
m(yj) = cjyj.
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D’après la preuve du lemme précèdent, on a pour chaque m = 1, · · · , l = long(T ),
〈T 〉/〈Tm−1〉 est hT

m-stable dans R/〈Tm−1〉. On peut considérer hT e

m l’extension de hT
m à

R/〈T 〉. On note par GT le sous-groupe de Autk(R/〈T 〉), engendré par {hT e

1 , · · · , hT e

l }.
Observons que c’est un groupe abélien et que les vi ∈ {xi, yi, zi} (modulo 〈T 〉) sont des
g-vecteurs propres, pour tout g ∈ GT i.e. g(vi) = γivi, γi ∈ k∗.

En général, mais sous les conditions génériques, l’automorphisme hT e

m , pour un 1 ≤ m ≤
l = long(T ), ne proviens pas d’un automorphisme sur l’algèbre R appartenant au tore H
défini dans 2.2.2. Cela est confirmé par l’exemple suivant :

Exemple 3.2.8. (a) Posons n = 4 et z0 6= 0, alors d = 1. Ici le tore algébrique est égale

à H = (k×)4 et son action sur R
(C,Λ)
4 (k) est définie, d’après la remarque 2.2.3 et le

lemme 2.1.2, par : Si h = (h1, h2, h3, h4) ∈ H, on a

h(yi) = hiyi, h(xi) = h−1
i xi, pour i = 1, 2, 3, 4.

Considérons l’ensemble admissible T = {z1}∪{z3, x4, z4} ; suivant les constructions de

3.2.6, on a t1 = z1, T1 = {z1}, t2 = z3, T2 = T1 ∪ {z3}, t3 = x4, T3 = T . On sait donc,

d’après la preuve du lemme 3.2.7, que hT
3 est défini par

hT
3 (xi) = λ−1

4i c
−1
i xi, pour i = 1, 2, 3;

hT
3 (x4) = x4

hT
3 (yj) = λ−1

4j cjyj, pour j = 1, 2, 3;

hT
3 (y4) = c4y4,

modulo 〈T2〉. Si on suppose donc qu’il existe un élément h ∈ H tel que h, le prolonge-

ment de h à R
(C,Λ)
4 (k) /〈T2〉, cöıncide avec hT

3 , on aura alors

h(z4) = hT
3 (z4) = z4 = c4z4

relations modulo l’ideal 〈T2〉. En suite c4 = 1, ce qui contredit les hypothèse génériques

(chacun des cid est non racine de l’unité).

(b) Par contre, il est évident que si hT
i est associé à un ti = zki

, ki ∈ ind(T ), il proviens

d’un automorphisme sur R appartenant à H.

Soit T un ensemble admissible, GT le groupe abélien associé et P ∈ SpectT (R). Prenant
h ∈ GT et considérant l’opération suivante :

h ∗T P = Q, tel que h

(
P

〈T 〉

)
=

Q

〈T 〉
.

Lemme 3.2.9. Soit T un ensemble admissible de R et GT le groupe associé à T . Alors ∗T

est une opération de GT sur l’ensemble SpectT (R).
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Démonstration. Il suffit de voir que ∗T est bien définit. Soit donc P ∈ SpectT (R) et h ∈ GT ,

on a 〈T 〉 ⊆ h ∗T P = Q ∈ Spect(R). Posons Q ∩ ℘n = T ′ et supposons qu’il existe

vi ∈ T ′ \ T , vi = xi, yi ou zi. D’où h−1(vi + 〈T 〉) = αvi + 〈T 〉, pour un certain α ∈ k∗, donc

vi + 〈T 〉 ∈ P/〈T 〉 et vi ∈ P ∩ ℘n = T ce qui est faux. Alors T = T ′ et Q ∈ SpectT (R).

On note par OrbGT
(P ) la GT -orbite d’un élément P ∈ SpectT (R).

3.2.2 Cliques et localisabilité.

Proposition 3.2.10. Soit T un ensemble admissible de R et RT la localization de R/〈T 〉
définie dans 3.2.3. Alors Spect(RT ) n’a aucun lien non trivial.

Démonstration. On sait d’après le lemme 3.2.3, que RT
∼= P(QT ). Alors, d’après le corol-

laire 1.7.15, tout idéal de RT est polycentral i.e engendré par une suite centralisante. La

proposition découle donc de 1.3.7.

Proposition 3.2.11. Soit T un ensemble admissible de R. Alors SpectT (R) est lien-fermé.

En particulier

clique(P ) ⊆ SpectT (R), pour tout P ∈ SpectT (R).

Démonstration. Soit P ∈ SpectT (R), pour un ensemble admissible T et Q ∈ Spect(R)

tel que P  Q ou Q  P . On va traiter juste le cas P  Q, car l’autre est similaire.

Puisque, 〈T 〉 vérifie la propriété AR (la proposition 3.2.2), on a d’après la proposition 1.3.6,

〈T 〉 ⊆ Q. Posons Q ∩ ℘n = T ′, par les mêmes arguments on obtient 〈T ′〉 ⊆ P . On a donc

〈T ′〉 ∩ ℘n = T ′ ⊆ P ∩ ℘n = T , et que 〈T 〉 ∩ ℘n = T ⊆ Q ∩ ℘n = T ′, c’est à dire T = T ′.

D’où Q ∈ SpectT (R).

Remarque 3.2.12. Soit T un ensemble admissible et P ∈ SpectT (R) tel que 〈T 〉 ⊆ P .

Alors la clique de P/〈T 〉 dans Spect(R/〈T 〉) est un singleton. En effet, supposons qu’il

existe un Q/〈T 〉 distinct de P/〈T 〉 tel que P/〈T 〉  Q/〈T 〉 dans Spect(R/〈T 〉). Comme

dans R tout idéal premier est complètement premier, cela implique que Q  P dans

Spect(R). D’après la proposition 3.2.11, Q ∈ SpectT (R). En appliquant maintenant, [77,

Lemma 2.11], on trouve

((P/〈T 〉)YT
−1)e  ((Q/〈T 〉)YT

−1)e dans Spect(RT ),

où Pe, pour P ∈ Spect((R/〈T 〉)Y−1

T ), désigne l’idéal premier qui étend P à RT . Et par

suite, ((P/〈T 〉)Y−1

T )e = ((Q/〈T 〉)Y−1

T )e, d’après la proposition 3.2.10 et donc P = Q.

Enfin, en appliquant la proposition 1.2.11 sur RT avec cette fois 〈T 〉 ( P , on peut

déduire que l’existence d’un lien vers ou de P/〈T 〉 dans Spect(R/〈T 〉) est garantis par

l’existence d’un lien vers ou de ((P/〈T 〉)Y−1

T )e dans Spect(RT ).



Chapitre.3 Cliques et localisabilité. 86

Corollaire 3.2.13. Soit T un ensemble admissible de R et soient T = {t1, · · · , tl}, l =

long(T ), Tm, hT
m comme dans 3.2.6. Si P  Q dans SpectT (R) avec P 6= Q. Alors P =

hT e

m′ ∗T Q, pour un certain m′ ∈ {1, · · · , l}.

Démonstration. Posons K = SpectT (R), montrons que les conditions du corollaire 1.2.13

sont satisfaites. La proposition 3.2.5 assure que R satisfait la condition forte de second ni-

veaux, le lemme 3.2.7 prouve que chaque tm est hT
m–normale modulo 〈Tm−1〉 = 〈t1, · · · , tm−1〉,

pour hT
m ∈ Autk(R/〈Tm−1〉) cité dans la preuve de cet lemme. On sait que chaque P ∈ K

contient 〈T 〉, alors la proposition 3.2.11 et la remarque 3.2.12 montrent, respectivement,

que K est lien-fermé et que la clique de chaque P/〈T 〉 dans Spect(R/〈T〉) est un single-

ton. Finalement, le lemme 3.2.9 nous dit que K est invariant sous les hT
m. Alors il existe

m′ ∈ {1, · · · , l} tel que P/〈Tm′−1〉 = hT
m′(Q/〈Tm′−1〉). Le résultat est donc clair, puisque

hT e

m′ est le prolongement à R/〈T 〉 ∼= (R/〈Tm′−1〉)/(〈T 〉/〈Tm′−1〉) de hT
m′ .

Corollaire 3.2.14. Soit T un ensemble admissible de R et P ∈ SpectT (R). Alors

clique(P ) = OrbGT
(P )

Démonstration. Analogue à celle de [1, Theorem 6.5.3]. Soit P ∈ SpectT (R) avec 〈T 〉 =

〈t1, · · · , tl〉, l = long(T ), comme dans 3.2.6. Choisissons un indice 1 ≤ m ≤ l, on sait que

〈T 〉/〈Tm−1〉 ⊆ P/〈Tm−1〉. Alors, d’après le lemme 3.2.7, on peut appliquer [10, Lemma

3.7]. D’où, hT
m(P/〈Tm−1〉) et hT−1

m (P/〈Tm−1〉) sont dans clique(P/〈Tm−1〉). D’où hT e

m ∗T P

et hT e−1

m ∗T P appartiennent à clique(P ). En suite, OrbGT
(P ) ⊆ clique(P ), puisque GT est

engendré par les hT e

m . Pour montrer l’inclusion inverse, il suffit de prouver que OrbGT
(P )

est lien-fermé, puisque P ∈ OrbGT
(P ). Soit donc g ∈ GT et supposons que Q g ∗T P ou

g ∗T P  Q ; d’après le corollaire 3.2.13 il existe m = 1, · · · , l tel que Q = hT e

m ∗T (g ∗T P )

ou g ∗T P = hT e

m ∗T Q. Alors Q = (hT e

m g) ∗T P ou Q = (hT e−1

m g) ∗T P ∈ OrbGT
(P ). En fin

clique(P ) = OrbGT
(P ).

Exemple 3.2.15. Dans cet exemple on va calculer les cliques des idéaux premiers de

l’algèbre R
(C,Λ)
2 (k) = Oq(spk2×2) où k est algébriquement clos. Sous les hypothèses que

nous travaillons (i.e. q n’est pas racine de l’unité), il y a 14 ensembles admissibles et

clique(〈T 〉) = {〈T 〉} pour chacun d’eux (corollaire 3.2.14), si T est l’un des ensembles

admissibles suivants : {∅}, {x1, z1, x2, z2}, {x1, z1, y2, z2}, {y1, z1, y2, z2}, {y1, z1, x2, z2},
{y1, x1, z1}, ou {y1, x1, z1, y2, x2, z2}. Alors, d’après la figure.1, SpectT (Oq(spk2×2)) = {〈T 〉}.
Soit, maintenant T un ensemble admissible de Oq(spk2×2) qui n’est pas de la forme

précédente et 〈T 〉 ( P ∈ SpectT (Oq(spk2×2)). Alors P = PT (α), pour un certain α ∈ k∗,
qui est un idéal maximal dans SpectT (Oq(spk2×2)), voir figure.1. Notons par Pm,T (α) :=

PT (qmα), pour tout m ∈ Z. Si T ∈ {{x1, z1}, {y1, z1}}, alors les cliques de P0,T (α) = PT (α)

sont désignées dans le diagramme suivant (les liens triviaux sont négligés)

· · · ///o/o P−8,T (α) ///o/o P−4,T (α) ///o/o P0,T (α) ///o/o P4,T (α) ///o/o P8,T (α) ///o/o · · · .
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et si T = {z2} on a

· · · ///o/o P4,T (α) ///o/o P2,T (α) ///o/o P0,T (α) ///o/o P−2,T (α) ///o/o P−4,T (α) ///o/o · · · .

Si T est l’un des ensembles suivants : {y1, z1, y2, x2, z2}, {x1, z1, y2, x2, z2}, {y1, x1, z1, x2, z2},
ou {y1, x1, z1, y2, z2}. Alors les cliques de P0,T (α) sont inclus dans le diagramme suivant (les

liens triviaux sont négligés)

...   P−2,T (α)   P0,T (α)   P2,T (α)   ...

· · ·    
 

   
 

   
 

· · ·

...P−3,T (α)   P−1,T (α)   P1,T (α)   P3,T (α)...

Exemple 3.2.16. Ici on va donner les cliques des idéaux premiers deR
(C,Λ)
2 (k) = Oq(ok2×2)

toujours avec k algébriquement clos et q non racine de l’unité. Il y a donc 14 ensembles

admissibles et clique(〈T 〉) = {〈T 〉} pour chacun des T . D’après la figure.2, les cliques tri-

viaux correspondent aux ensembles suivants : {y1, z1, x2, z2}, {y1, z1, y2, z2}, {x1, z1, y2, z2},
{x1, z1, x2, z2} et {y1, x1, z1, y2, x2, z2}.
On a aussi clique(P ) = {P}, pour tout P ∈ SpectT (Oq(ok2×2)) où T est l’un des ensembles

suivants : {∅}, {z2}, {y1, z1} ou {x1, z1}. Il reste donc 5 strata, qu’on va analyser dans la

suite.

(1) T = {y1, x1, z1}, d’après la même figure, on a

SpectT (Oq(ok2×2)) = {〈T 〉} ∪ {J | J ∈ J } ∪ {〈T, y2 − γ, x2 − α〉}γ,α∈k∗ ,

où J est l’ensemble des idéaux premiers de Oq(ok2×2) contenant strictement 〈y1, x1〉 et

qui sont l’image inverse des idéaux premiers non-nuls mais non maximaux de Z(P(QT )) =

k[y±1
2 , x±1

2 ]. On peut donc prouver, sans difficultés, que clique(J) = J , pour tout J ∈ J .

Posons PT (γ, α) = 〈T, y2 − γ, x2 − α〉 et Pl,m,T (γ, α) = PT (qlγ, qmα), l,m ∈ Z. Alors

clique(PT (γ, α)) est le diagramme suivant (les liens triviaux sont négligés)

· · · ///o/o P−2,2(γ, α) ///o/o P−1,1,T (γ, α) ///o/o P0,0,T (γ, α) ///o/o P1,−1,T (γ, α) ///o/o P2,−2(γ, α) ///o/o · · · .

(2) Soit T l’un des ensembles suivants : {y1, x1, z1, x2, z2}, {y1, x1, z1, y2, z2}, {y1, z1, y2, x2, z2}
ou {y1, z1, y2, x2, z2} ; on note par PT (α), α ∈ k∗ un idéal maximal dans SpectT (Oq(ok2×2)).

Posons Pm,T (α) = PT (qmα), m ∈ Z, alors clique(PT (α)) est inclus dans le diagramme sui-

vant (les liens triviaux sont négligés)

· · · ///o/ooo /o/o P−2,T (α) ///o/ooo /o/o P−1,T (α) ///o/ooo /o/o P0,T (α) ///o/ooo /o/o P1,T (α) ///o/ooo /o/o P2,T (α) ///o/ooo /o/o · · · .

Corollaire 3.2.17. Soit T un ensemble admissible de R. Alors 〈T 〉 est classiquement

localisable.
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Démonstration. D’après le corollaire 3.2.14, clique(〈T 〉) = {〈T 〉}. En utilisant la proposi-

tion 3.2.2, on peut donc appliquer la proposition 1.3.8, pour avoir le corollaire.

Proposition 3.2.18. Soit T un ensemble admissible de R tel que long(T ) = 2n − 1, et

P ∈ SpectT (R). Alors clique(P ) est un ensemble classiquement localisable.

Démonstration. D’après le corollaire 1.2.18, il suffit de montrer que clique(P ) satisfait à

la condition d’intersection (voir, [48, p. 190]). Soit donc P ∈ SpectT (R) avec long(T ) =

2n−1. On sait que tout idéal premier de R est complètement premier ; alors l’ensemble des

éléments de R réguliers modulo l’idéal P est exactement R\P . Soit J un idéal à droite ou à

gauche de R tel que J ⊆ ∪g∈GT
(g ∗T P ), en vertu de corollaire 3.2.14, on a que clique(P ) =

OrbGT
(P ) ; alors modulo 〈T 〉 on a J ⊆ ∪g∈GT

g(P ). Mais R est ou bien isomorphe à

R ∼= k[v±1] l’anneau des polynômes de Laurent à une seule indéterminée ou bien à R ∼= k[v]
l’anneau des polynômes commutatif ; dépendent de la valeur du paramètre z0 = 0 ou z0 6= 0.

On en déduit donc que J est un idéal principal ; il existe donc nécessairement un élément

g0 ∈ GT tel que J ⊆ g0(P ). D’où J ⊆ g0 ∗T P .

Corollaire 3.2.19. L’intersection des éléments de n’importe quelle clique dans Spect(R)

forme un idéal semi-premier classiquement localisable.

Démonstration. Soit T un ensemble admissible de R et P ∈ SpectT (R), on note par

JP = ∩Q∈clique(P )Q. D’après le corollaire 3.2.14, on a JP = ∩g∈GT
(g ∗T P ). Alors 〈T 〉 ⊆ JP .

Soit Q1, · · · , Qm l’ensemble des idéaux premiers minimaux sur JP , alors il existe un indice

i tel que JP ⊆ Qi ⊆ P . D’où Qi ∈ SpectT (R). Montrons que les Qi appartiennent au même

stratum SpectT (R) et qu’ils forme une seule orbite. Sans perte de généralité, on peut sup-

poser que 〈T 〉 = 0 et le groupe GT devient un sous-groupe du groupe des automorphismes

de R. En suite JP est un idéal GT -premier. D’après [10, 1.8] les idéaux premiers minimaux

sur JP forme une seule orbite, ce qui prouve l’assertion ci-dessus. Le corollaire se déduit,

maintenant, du corollaire 3.2.14 et le théorème 1.2.20.



Chapitre 4

Les automorphismes de Oq(spk2×n) et
de H ′

q2
, les dérivations de Hq2.

Introduction

Dans ce chapitre on calcule les groupes des automorphismes de k-algèbres des algèbres
Oq(spk2×n) etH ′

q2 , et d’autre part l’algèbre de Lie des dérivations deHq2 . La méthode qu’on
va utiliser pour calculer ces groupes, est inspirée de celle de L. Rigal [72], elle consiste
d’analyser leurs action sur l’ensemble des idéaux premiers de hauteur un, qui sont en
nombre fini dans notre cas. Plus précisément, on montre que cet ensemble est stable sous
la dite action, ce qui nous permitiera de prouver la stabilité par un automorphisme fixé de
chaque k–espace sous-jacent de chacun de ces éléments. Pour les dérivations de Hq2 , l’idée
central se base sur la notion des dérivations Z(Hq2)–linéaires, où Z(Hq2) étant le centre de
Hq2 cité dans [5].

4.1 Le groupe des automorphismes de H ′
q2
.

On note par Autk(H
′
q2) le groupe des automorphismes de H ′

q2 . Pour le déterminer on
raisonnera comme dans [73]. D’abord on calculera l’image de l’unique idéal premier 〈x1〉
de hauteur 1, et on trouve qu’il est Autk(H

′
q2)-stable comme k-espace vectoriel. Puis,

en utilisant les relations de commutation des générateurs, on déduira la stabilité des k-
espaces kx2 et kx3. Fixons, dans cette section k un corps commutatif algébriquement clos
de caractéristique nulle.

Lemme 4.1.1. Pour tout n ∈ N∗, on a :

x2x
n
1 = q−2nxn

1x2, xn
2x1 = q−2nx1x

n
2 .

x3x
n
1 = q2nxn

1x3, xn
3x1 = q2nx1 x

n
3 .

x3x
n
2 = q2nxn

2x3 − nqx1x
n−1
2 , xn

3x2 = q2nx2x
n
3 − nq2n−1x1x

n−1
3 .

89
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Démonstration. Se déduit facilement des relations qui relient x1, x2 et x3.

Lemme 4.1.2. Soit σ ∈ Autk(H
′
q2), alors σ(x1) = α1x1, α1 ∈ k∗.

Démonstration. 〈x1〉 est l’unique idéal premier de hauteur 1 et σ(x1) est un élément normal

de H ′
q2 . D’après le théorème de l’idéal principal, théorème 1.3.1, on a σ(x1) ∈ 〈x1〉. En

travaillant avec σ−1, on a de même σ−1(x1) ∈ 〈x1〉 ; d’où σ(x1) = hx1, h ∈ H ′
q2 , et σ−1(x1) =

gx1, g ∈ A. L’intégrité de H ′
q2 implique que hg = gh = 1 et donc h = α1 ∈ k∗.

Lemme 4.1.3. Soit σ ∈ Autk(H
′
q2). Alors σ(x2) = α2x2, σ(x3) = α3x3, avec αi ∈ k∗ , i =

2, 3.

Démonstration. On note : Xν = xν1
1 x

ν2
2 x

ν3
3 , ν = (ν1, ν2, ν3) ∈ N3, |ν| = ν1 + ν2 + ν3, il

est clair que {Xν | ν ∈ N3} est une base de H ′
q2 . En développant σ(xi) dans cette base de

Poincaré-Birkhoff-Witt, on peut écrire :

σ(xi) = αi0 +
3∑

k=1

αikxk + fi, où fi =
∑
|ν|≥2
ν∈N3

αiνX
ν .

Alors, d’après le lemme 4.1.2, x2x1 = q−2x1x2 implique que ;

(α20 +
3∑

k=1

α2kxk + f2)x1 − q−2x1(α20 +
3∑

k=1

α2kxk + f2) = 0.

Et par suite,

α20(1− q−2)x1 + α21(1− q−2)x2
1 + α23(q

2 − q−2)x1x3+

f2x1 − q−2x1f2 = 0. (4.1)

La différence f2x1 − q−2x1f2 ne pouvant contenir des monômes en x1, x
2
1 ou x1x3, on en

déduit, parce que q n’est pas racine de l’unité, que α20 = α21 = α23 = 0. L’égalité (4.1)

devient donc : f2x1 = q−2x1f2. En développant f2 =
∑

i+j+m≥2

γijmx
i
1x

j
2x

m
3 , il vient :

∑
i+j+m≥2

γijm(q2m−2j − q−2)xi+1
1 xj

2x
m
3 = 0.

Donc les seuls γijm non-nuls sont ceux pour lesquels m − j + 1 = 0 ; d’où j ≥ 1 et donc

σ(x2) ∈ x2H
′
q2 . Par symétrie et en utilisant la relation x3x1 = q2x1x3 on obtient de même

que σ(x3) ∈ H ′
q2x3. En remplaçant σ par σ−1 dés le départ et en utilisant l’intégrité de

H ′
q2 , on déduit le résultat voulu.
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Théorème 4.1.4. Soit H ′
q2, où q ∈ k∗ n’est pas racine de l’unité et supposons que k est

un corps commutatif algébriquement clos de caractéristique nulle. . Alors

Autk(H
′
q2) ∼= (k∗)2.

Démonstration. Soit σ ∈ Autk(H
′
q2). On applique σ à la relation x1 = qx2x3− q−1x3x2, et

on utilise les lemmes 4.1.2 et 4.1.3. On obtient α1 = α2α3 ∈ k∗, d’où le résultat.

Ce résultat est différent de celui obtenu pour Hq2 par J. Alev et F. Dumas, ([3], propo-
sition 2.3). Ils ont montré que AutC(Hq2), le groupe des C -automorphismes de Hq2 , est le
produit semi direct de (C∗)2 par 〈ω〉 où ω est une involution.

Suivant [6], on dira qu’un automorphisme σ de H ′
q2 vérifie (℘1) si σ se prolonge en un

automorphisme de T pour toute algèbre T contenant H ′
q2 comme sous-algèbre. On dira

que σ vérifie (℘2) si σ vérifie (℘1) et induit de plus un automorphisme σ de A/I, pour tout
idéal I de H ′

q2 tel que σ(a) = σ(a).

Corollaire 4.1.5. Soit σ ∈ Autk(H
′
q2) ; alors σ est intérieur si et seulement s’il vérifie

(℘2).

Démonstration. Elle résulte du théorème 4.1.4 et la remarque (3.5) de [6].

4.2 Le groupe des automorphismes de Oq(spk2×n).

On le calcule de la même manière que dans 4.1, l’unique difference ici et l’utilisation
des calculs effectifs possibles dans les algèbres de type P.B.W.

Rappelons que l’algèbre Oq(spk2×n), q étant supposé non racine de l’unité, est une
k-algèbre avec générateurs y1, x1, . . . , yn, xn satisfaisant les relations suivantes

yjxi = q−1xiyj, yjyi = qyiyj (1 ≤ i < j ≤ n)
xjxi = q−1xixj, xjyi = qyixj (1 ≤ i < j ≤ n)

xiyi − q2yixi = (q2 − 1)
i−1∑
l=1

qi−lylxl, (1 ≤ i ≤ n),

et les éléments normaux sont zi =
∑i

l=1 q
i−lylxl, i ≥ 1.

De ces equations, on observe que Oq(spk2×n) est une k-algebra de type P.B.W par rap-
port à l’ordre lexicographique ≤lex sur N2n avec (1, 0, · · · , 0) <lex (0, 1, · · · , 0) <lex · · · <lex

(0, · · · , 0, 1). Ce qui implique que chaque élément f ∈ Oq(spk2×n) peut être exprimer d’une
manière unique :

f =
∑

α∈N2n

cαX
α

dans la k-base

B =
{
Xα = yν1

1 x
µ1

1 · · · yνn
n xµn

n |α = (ν1, µ1, · · · , νn, µn) ∈ N2n
}
.
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D’après les résultats cités dans la sous-section 2.3.2, l’ensemble des idéaux premiers de
Oq(spk2×n) de hauteur un sont

P = {〈y1〉, 〈x1〉, 〈z2〉, · · · , 〈zn〉} . (4.2)

Afin de déterminer le groupe Autk(Oq(spk2×n)), on va montrer premièrement que
chaque élément v ∈ {y1, x1, z2, · · · , zn}, est un vecteur propre de n’importe quel h ∈
Autk(Oq(spk2×n)). Cela nous facilitera le calcul des images des autres générateurs, pour
un élément fixe de Autk(Oq(spk2×n)).

Soit Vn le k-espace vectoriel engendré par l’ensemble {z1, · · · , zn}. En utilisant les equa-
tions (2.11), on déduit que l’ensemble {yixi}1≤i≤n est une k-base de cet espace.

Lemme 4.2.1. Soit σ ∈ Autk(Oq(spk2×n)). Alors pour tout i ∈ {2, · · · , n} il existe j ∈
{2, · · · , n} tel que

σ(zi) = λijzj, et σ(x1) = µ1x1, σ(y1) = ν1y1.

où λij, ν1, µ1 ∈ k∗.

Démonstration. D’après le théorème 1.3.1, l’ensemble P de l’équation (4.2) est invariant

par l’action du groupe Autk(Oq(spk2×n)). Fixons σ ∈ Autk(Oq(spk2×n)), et soit x ∈
{y1, x1, z2, · · · , zn}, alors il existe h, h′ ∈ Oq(spk2×n) \ {0} et y ∈ {y1, x1, z2, · · · , zn} tels

que σ(x) = hy et σ−1(y) = h′x. En suite, hσ(h′) = σ(h′)h = 1, d’où h, h′ sont des

éléments inversibles et alors h, h′ ∈ k∗. Supposons, maintenant, qu’il existe i ∈ {2, · · · , n}
et j ∈ {2, · · · , n} tels que σ(zi) = αy1 et σ(zj) = βx1, pour certains α, β ∈ k∗. De l’equation

(2.10), on déduit zizj = zjzi. En appliquant σ à cette égalité, on trouve αβ = 0, puisque q

n’est pas racine de l’unité. D’où pour tout i ∈ {2, · · · , n} il existe j ∈ {2, · · · , n}, tel que

σ(zi) = λijzj, λij ∈ k∗. Par la même méthode on montre que x1 (resp. y1) ne peut pas être

l’image de y1 (resp. x1) par σ. Enfin σ(x1) = µ1x1, σ(y1) = ν1y1, ν1, µ1 ∈ k∗.

Remarque 4.2.2. D’après le lemme précédent, il existe un entier positive k ∈ N tel que

σk(zi) = λzi, λ ∈ k∗, pour chaque σ ∈ Autk(Oq(spk2×n)) et chaque i ∈ {2, · · · , n}.

Lemme 4.2.3. Soit a, b ∈ Oq(spk2×n) \ k tel que ab =
∑

1≤ki≤n kiyixi ∈ Vn avec ki ∈ k et

kn 6= 0. Alors il existe λ, λ′ ∈ k∗ tels que a = λyn et b = λ′xn (ou a = λ′xn et b = λyn).

Démonstration. Il est clair que exp(ab) = (0, 0, · · · , 0, 1, 1) (voir la section 1.8), on a donc
exp(a) = (0, · · · , 0, 1, 0), exp(b) = (0, · · · , 0, 0, 1)

ou

exp(a) = (0, · · · , 0, 0, 1), exp(b) = (0, · · · , 0, 1, 0).

On obtient, par exemple, a = λyn + a0, b = λ′xn + b0 où λ, λ′ ∈ k∗ et a0 ∈ Rn−1, b0 ∈
Rn/2 = Rn−1[yn;αn] ; ceci dans la extension de Ore itérée Rn = Oq(spk2×n). Alors ab =

λλ′ynxn + λ′a0xn + λynb0 + a0b0 et u = λ′a0xn + λynb0 + a0b0 ∈ Vn. Mais exp(λ′a0xn) =

exp(u) = (ν, 0, 1) avec ν ∈ N2(n−1) ; d’où a0 = b0 = 0. L’autre cas et symétrique.
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Proposition 4.2.4. Soit σ ∈ Autk(Oq(spk2×n)). Alors, pour tout i ∈ {1, · · · , n}, on a

σ(zi) = λizi, σ(xi) = µixi, σ(yi) = νiyi où λi, νi, µi ∈ k∗.

Démonstration. Pour i = 1 on sait, d’après le lemme 4.2.1, que σ(x1) = µ1x1, σ(y1) = ν1y1,

ν1, µ1 ∈ k∗ et alors σ(z1) = λ1z1, λ1 = ν1µ1. Supposons qu’il existe i 6= j ∈ {2, · · · , n} tel

que σ(zi) = λzj, λ ∈ k∗. Si σ(zn) = λzn, alors il n’existe aucun k ∈ N∗ tel que σk(zi) = λ0zn

avec λ0 ∈ k∗. Soit m l’élément maximal de l’ensemble

{j |σ(zl) = λzj pour un certain λ ∈ k∗ et l 6= j}.

Soit σ(zi) = λ0zm, λ0 ∈ k∗. Notons que 1 < i < m ≤ n, σ(zi−1) = λ′0zr, σ(zi+1) = λ′′zs

pour certains λ′, λ′′ ∈ k∗ et r, s < m. En appliquant σ à zi = yixi + qzi−1, on trouve

σ(yi)σ(xi) =
∑

1≤l≤m klylxl avec km = λ0. D’après le lemme 4.2.3 (avec m = n) appliqué

à σ(yi)σ(xi), on a par exemple σ(yi) = µ′xm, µ
′ ∈ k∗. Si on applique cette fois σ à zi+1 =

yi+1xi+1 + qzi, on obtient donc σ(yi+1) = µ′0xm, µ′0 ∈ k∗ (ou σ(xi+1) = µ′0xm), ce qui

contredit le fait que σ est injective. En conclusion, on a σ(zi) = λizi, λi ∈ k∗. Maintenant,

on applique σ à zi = yixi + qzi−1, i = 2, · · · , n, on trouve σ(yi)σ(xi) ∈ Vn. D’après le

lemme 4.2.3 (avec i = n) appliqué à σ(yi)σ(xi), on a σ(yi) = νiyi, σ(xi) = µixi, νi, µi ∈ k∗.
Notons qu’on ne peut pas avoir σ(xi) = νiyi, σ(yi) = µixi ; car si c’est le cas, on aura

µiνiyixi − q2µiνixiyi = (q2 − 1)qλi−1zi−1 et alors µiνi = 0.

Théorème 4.2.5. [28, Theorem 2.5] Considérons l’algèbre Oq(spk2×n) avec q non racine

de l’unité. Alors

Autk(Oq(spk2×n)) ∼= (k×)n+1.

Démonstration. Soit σ ∈ Autk(Oq(spk2×n)), d’après la proposition 4.2.4 on a, pour tout

i = 1, · · · , n, σ(xi) = µixi et σ(yi) = νiyi, µi, νi ∈ k∗ et σ(zi) = λizi, λi ∈ k∗ avec

λ1 = µ1ν1. En appliquant σ à z2 = y2x2 +(q2− 1)qy1x1, on obtient λ2 = λ1 = µ1ν1 = µ2ν2.

On continue d’appliquer σ aux autres égalités de (2.11), on trouve à la fin que : λ1 = · · · =
λn = µ1ν1 = · · · = µnνn. Le théorème et maintenant clair.

4.3 Les dérivations de Hq2.

Les dérivations de H ′
q2 ont été calculées dans ([6], théorème 3.3). Dans cette partie on

détermine l’algèbre de Lie des dérivations de Hq2 , qu’on note par B. On rappelle d’abord la
définition de l’algèbre d’Heisenberg quantique B ; c’est la k-algèbre engendrée par x1, x2, x3

soumis aux relations :
x2x1 = q2x1x2,
x3x1 = q−2x1x3,
x1 = qx2x3 − q−1x3x2.

(4.3)

Dans tous le rest de ce chapitre k designe un corps commutatif algébriquement clos de
caractéristique nulle et q ∈ k∗ est non racine de l’unité. Soit x1 = (q−1 − q3)x2x3 + q2x1 et
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Ω = x1x1, Z(B) = k[Ω] le centre de B, voir [3]. On note par Der(B) (resp. Derint(B))
l’algèbre des dérivations de B (resp. des dérivations intérieures de B).

Une k-dérivation de B est dite Z(B)-dérivation, si elle est Z(B)-linéaire. Un exemple
de Z(B)-dérivation est l’application linéaire δ1 définie par : δ1(x1) = 0, δ1(x2) = −x2 et
δ1(x3) = x3.

Les deux lemmes suivants découlent facilement des relations (4.3).

Lemme 4.3.1. Pour tout n ∈ N∗, on a :

x2x
n
1 = q2nxn

1x2, xn
2x1 = q2nx1x

n
2 .

x3x
n
1 = q−2nxn

1x3, xn
3x1 = q−2nx1x

n
3 .

x3x
n
2 = q2nxn

2x3 − qqnx1x
n−1
2 .

xn
3x2 = q2nx2x

n
3 − q−2(n−1)+1qnx1x

n−1
3 ,

où qn =
(

1−q4n

1−q4

)
.

Lemme 4.3.2. Pour tout n ∈ N∗, on a :

x3x
n
2 = q−2nxn

2x3 − q−1sn−1x1x
n−1
2 ,

xn
3x2 = q−2nx2x

n
3 − q2(n−1)−1sn−1x1x

n−1
3 ,

où sn = 1 + q−4 + · · ·+ q−4n.

Pour p ∈ B, on note par adp la dérivation intérieure définie par p ; c’est à dire que
adp(b) = pb− bp, pour tout b ∈ B.

Lemme 4.3.3. Considérons x1, x2, x3 les générateurs de B, soumis aux relations (4.3).

(1) Soit Pi,j,k = xi
1x

j
2x

k
3, i, j, k ∈ N∗, alors

adPi,j,k
(x1) = (q2(j−k) − 1)xi+1

1 xj
2x

k
3.

(2) Soit Pi = xi
1x

i
2x

i
3, i ∈ N∗, alors

adPi
(x1) = 0,

adPi
(x2) = −x2

[
(1− q−4i)xi

1x
i
2x

i
3 + q−2i−1si−1Ωx

i−1
1 xi−1

2 xi−1
3

]
,

adPi
(x3) =

[
(1− q−4i)xi

1x
i
2x

i
3 + q−2i−1si−1Ωx

i−1
1 xi−1

2 xi−1
3

]
x3.

(3) Soit Pj,i = xj
1x

i
2x

i
3, i, j ∈ N∗, alors

adPj,i
(x1) = 0,

adPj,i
(x2) = −x2

[
(1− q2(i−j))xj

1x
i
2x

i
3 + q−2j+1qix

j+1
1 xi−1

2 xi−1
3

]
,

adPj,i
(x3) =

[
(1− q2(i−j))xj

1x
i
2x

i
3 + q−2j+1qix

j+1
1 xi−1

2 xi−1
3

]
x3.

Démonstration. C’est une conséquence des lemmes 4.3.1 et 4.3.2.
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Dans le reste on note par C le centralisateur de x1 dans B. C’est à dire que C = {b ∈
B| bx1 = x1b}.

Lemme 4.3.4. Soit D une k-dérivation de B, telle que D(x1) ∈ C. Alors :

D(x1) =
∑

i≥1 bix
i
1 +

∑
i,j≥1 ti,jx

i
1x

j
2x

j
3,

D(x2) = Qx2 +
∑n

i=1 Tix
i+1
2 xi

3,

D(x3) = Q′x3 +
∑n

i=1 T
′
ix

i
2x

i+1
3 ,

où bi, ti,j ∈ k et Qi, Q
′
i, Ti, T

′
i ∈ k[x1]. En particulier D(x2) ∈ x2C et D(x3) ∈ Cx3.

Démonstration. Comme D(x1) ∈ C, on peut écrire :

D(x1) = b+
∑
i≥1

rix
i
2x

i
3 +

∑
i,j≥1

ti,jx
i
1x

j
2x

j
3,

où ri, ti,j ∈ k et b =
∑

i≥0 bix
i
1 ∈ k[x1]. D’autre part si on développe D(x2) et D(x3), on a

D(x2) = P +
∑

i≥1Qix
i
2 +

∑
i≥1Rix

i
3 +

∑
i,j≥1 Ti,jx

i
2x

j
3,

D(x3) = P ′ +
∑

i≥1Q
′
ix

i
2 +

∑
i≥1R

′
ix

i
3 +

∑
i,j≥1 T

′
i,jx

i
2x

j
3,

avec P, P ′, Qi, Q
′
i, Ri, R

′
i, Ti,j, T

′
i,j ∈ k[x1] pour tout i, j. On applique D à l’égalité x2x1 =

q2x1x2, en tenant compte des identités du lemme 4.3.1, on aura :

q−2D(x2x1) = q−2x1P +
∑
i≥1

q2(i−1)Qix1x
i
2 +

∑
i≥1

q−2(i+1)Rix1x
i
3+∑

i,j≥1

q2(i−j)−2Ti,jx1x
i
2x

j
3 + q−2x2b+

∑
i≥1

riq
−2xi+1

2 xi
3+∑

i,j≥1

ti,jq
2(i−1)xi

1x
j+1
2 xj

3, (4.4)

D(x1x2) = bx2 +
∑
i≥1

riq
2ixi+1

2 xi
3 −

∑
i≥1

riq
−2(i−1)+1+2iqix1x

i
2x

i−1
3 +∑

i,j≥1

ti,jq
2jxi

1x
j+1
2 xj

3 −
∑
i,j≥1

ti,jq
−2(j−1)+1+2jqjx

i+1
1 xj

2x
j−1
3 +

x1P +
∑
i≥1

Qix1x
i
2 +

∑
i≥1

Rix1x
i
3 +

∑
i,j≥1

Ti,jx1x
i
2x

j
3. (4.5)
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Si on compare les coefficients de (4.4) et (4.5) on en déduit que : b0 = P = Qi = 0,

pour tout i > 1 ; Ri = ri = 0, pour tout i ≥ 1 et Ti,j = 0, pour tout i 6= j + 1. D’où

D(x1) =
∑
i≥1

bix
i
1 +

∑
i,j≥1

ti,jx
i
1x

j
2x

j
3 et D(x2) = Qx2 +

∑
i≥1

Tix
i+1
2 xi

3,

avec Ti = Ti+1,i, pour tout i et Q = Q1. Par symétrie et en utilisant la relation x3x1 =

q−2x1x3, on trouve le résultat.

Lemme 4.3.5. Soit δ une application linéaire de B telle que

δ(x1) = 0, δ(x2) = −x2P, δ(x3) = Px3,

où P ∈ C. Alors il existe c(Ω) ∈ k[Ω] et ∆ ∈ Derint(B), tels que δ = c(Ω)δ1 + ∆. En

particulier δ est une Z(B)-dérivation.

Démonstration. Comme P ∈ C on a P = a+
∑

i≥1,j≥0 αi,jx
j
1x

i
2x

i
3 avec a ∈ k[x1] et αi,j ∈ k,

pour tout i, j. Alors, d’après le lemme 4.3.3(3), modulo les dérivations intérieures de la

forme
(

αi,j

1−q2(i−j)

)
adPj,i

, j 6= i et Pj,i = xj
1x

i
2x

i
3 ; on a

δ(x1) = 0, δ(x2) = −x2(a
′ +
∑
i≥1

αix
i
1x

i
2x

i
3), δ(x3) = (a′ +

∑
i≥1

αix
i
1x

i
2x

i
3)x3,

avec a′ ∈ k[x1] et αi ∈ k, pour tout i. Modulo cette fois les dérivations intérieures de la

forme adxi
1
, on peut encore écrire

δ(x1) = 0, δ(x2) = −x2(
n∑

i=1

αix
i
1x

i
2x

i
3), δ(x3) = (

n∑
i=1

αix
i
1x

i
2x

i
3)x3.

D’après le lemme 4.3.3(2) on a :

−x2[αnx
n
1x

n
2x

n
3 ] =

(
αn

1− q−4n

)
adxn

1 xn
2 xn

3
(x2) + x2

[
αnq

−2n−1

1− q−4
Ωxn−1

1 xn−1
2 xn−1

3

]
,

[αnx
n
1x

n
2x

n
3 ]x3 =

(
αn

1− q−4n

)
adxn

1 xn
2 xn

3
(x3)−

[
αnq

−2n−1

1− q−4
Ωxn−1

1 xn−1
2 xn−1

3

]
x3.

Donc, modulo
(

αn

1−q−4n

)
adxn

1 xn
2 xn

3
on a :

δ(x1) = 0,

δ(x2) = −x2

[
n−2∑
i=1

αix
i
1x

i
2x

i
3 +

(
αn−1 −

(
αnq−2n−1

1−q−4

)
Ω
)
xn−1

1 xn−1
2 xn−1

3

]
,

δ(x3) =

[
n−2∑
i=1

αix
i
1x

i
2x

i
3 +

(
αn−1 −

(
αnq−2n−1

1−q−4

)
Ω
)
xn−1

1 xn−1
2 xn−1

3

]
x3.

De proche en proche on aura : δ(x1) = 0, δ(x2) = −c(Ω)x2, δ(x3) = c(Ω)x3, où c(Ω) ∈
k[Ω].
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Proposition 4.3.6. Soit D une Z(B)-dérivation de B telle que D(x1) appartienne à C.

Alors D est la somme d’une dérivation intérieure et d’une Z(B)-dérivation de la forme

c(Ω)δ1 pour un élément central c(Ω) ∈ Z(B).

Démonstration. D’après le lemme 4.3.4 on a D(x1) = x1a,D(x2) = x2b, D(x3) = cx3 avec

a, b, c ∈ C. Alors si on applique D aux deux premières égalités de (4.3) on trouvera que

a ∈ Z(B) = k[Ω]. D’autre part D(Ω) = 0 implique que D(x1) = −x1a = −ax1, et par

suite D(x2x3) = −(q−1 − q3)−1(x1 + q2x1)a. D’où

x2(b+ c)x3 = −x2x3a− 2(q−1 − q3)−1q2x1a. (4.6)

Alors si a = 0, on a : b = −c. La proposition découle donc du lemme 4.3.5. Par l’absurde,

supposons que a 6= 0. Alors a = α0 + α1Ω + · · · + αnΩn, αi ∈ k, avec au moins un des αi

est non nul. On développe a dans la base, on obtient

a =
∑
i≥0

αiq
2ix2i

1 +
∑

i,j,h≥1

βi,j,hx
i
1x

j
2x

h
3 , où βi,j,h ∈ k.

On compare les coefficients dans (4.6), on trouve que

−2q2(q−1 − q3)−1
∑
i≥0

αiq
2ix2i+1

1 = 0,

c’est à dire que αi = 0, pour tout i. Ce qui est faux.

Théorème 4.3.7. Toute Z(B)-dérivation de B est la somme d’une dérivation intérieure

et d’une Z(B)-dérivation de la forme c(Ω)δ1 pour un élément central c(Ω) ∈ Z(B).

Démonstration. Il est facile de vérifier queD(Ω) = 0 implique queD(x1) ∈ Bx1 = x1B, car

Bx1 est idéal complètement premier ([57], théorème 2.4). En développant sous la forme :

D(x1) =
∑

i,j,h≥0

αi,j,hx
i+1
1 xj

2x
h
3 où αi,j,h ∈ k,

on peut intégrer suivant une dérivation intérieure (grâce au lemme 4.3.3(1)) les monômes

pour lesquels j 6= h, ce qui permet d’écrire D = D0 + adP pour un certain P ∈ B, avec

D0(x1) =
∑

i,j αi,j,jx
i+1
1 xj

2x
j
3 qui appartient donc au centralisateur C de x1. Le théorème

est donc une conséquence de la proposition 4.3.6 appliquée à D0.

Soit δ2 une application linéaire de B définie par ;

δ2(x1) = x1, δ2(x2) = x2, δ2(x3) = 0.

On vérifie facilement que δ2 ∈ Der(B) et que δ2(Ω) = 2Ω.
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Lemme 4.3.8. Toute dérivation de B est de façon unique la somme d’une Z(B)-dérivation

et d’une dérivation de la forme r(Ω)δ2, avec r(Ω) ∈ Z(B).

Démonstration. Soit D ∈ Der(B). Le centre Z(B) étant stable par D, on a D(Ω) = α0 +

α1Ω+ · · ·+αnΩn avec αi ∈ k pour tout 0 ≤ i ≤ n. Mais comme Ω = (q−1−q3)x1x2x3+q2x2
1

est sans terme constant, il en est de même de D(Ω). Donc α0 = 0. On peut alors considérer

dans k[Ω] le polynôme r(Ω) = 1
2
(α1 + α2Ω + · · · + αnΩn−1). Il vérifie D(Ω) = r(Ω)2Ω. La

dérivation D−r(Ω)δ2 est donc une Z(B)-dérivation. Il suffit d’appliquer à Ω les dérivations

considérées pour obtenir l’unicité.

Théorème 4.3.9. [5, Théorème 2.9] Considérons Hq2 avec q ∈ k∗ non racine de l’unité et

supposons que k est algébriquement clos de caractéristique nulle. Soit D une k-dérivation
de Hq2. Alors il existe une unique dérivation intérieure ∆, et des éléments centraux c(Ω)

et r(Ω), tels que D = c(Ω)δ1 + r(Ω)δ2 + ∆.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 4.3.8 et du théorème 4.3.7.



Chapitre 5

La résolution injective minimale.

Introduction

Ce chapitre contient quelques observations sur la résolution injective des algèbresR
(C,Λ)
n (k)

et H ′
q2 . Les méthodes et les techniques utilisées, sont celles de [56], [57], [58] en combinai-

son avec [31] et [16]. Finalement on donne une réponse affirmative de la question de M. P.

Malliavin [58, Problem 4.5], pour l’algèbre de Weyl quantique A
(q,Λ)
2 (k).

Fixons k un corps commutatif algébriquement clos de caractéristique nulle.

5.1 Préliminaires et notions de base.

Soit R un anneau et M un R–module à gauche ; une résolution injective de M est une
suite exacte, de la forme

0 →M → E0 → · · ·En → · · · ,

dont les Ei, i ≥ 0 sont des R–modules à gauche injectifs. La dimension injective de M ,
noté InjdimRM , est le plus petit entier naturel InjdimRM = n tel que

0 →M → E0 → · · ·En → 0;

la résolution correspondante, est dite donc la résolution injective minimale. Si un tel n
n’existe pas, on dit que M a une dimension injective infinie : InjdimRM = ∞. La dimension
injective des R–module à droite est définie par analogie. Si R est noethérien, il est bien
connu, par [80], que la dimension injective du module RR est égale à la dimension injective
de RR si les deux sont finies et dans ce cas on note par InjdimR cette dimension commune.
Soit R un anneau noethérien et M un R-module à gauche. On appel le grade de M , noté
par jR (M), le nombre naturel ou +∞

jR (M) = inf{j ≥ 0| Extj
R(M,R) 6= 0} ∈ N ∪ {∞}.

99
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Bien sûr j(0) = +∞ (s’il n’y a pas d’ambigüıté, on note par jR (M) := j(M)). Un R–
module à gauche (ou à droite) de type fini M est dit satisfait la condition de Auslander si
pour tout q ≥ 0, on a j(N) ≥ q, pour tout R–sous-module de type fini N de Extq

R(M,R).
Soit R, cette fois, une k-algèbre noethérienne, on dit que R est Auslander-Gorenstein

si

(a) La dimension injective de R comme R-module à gauche (ou à droite) est finie i.e
InjdimR <∞.

(b) Tous R–module à gauche (resp. à droite) de type fini satisfait la condition de Auslander.

D’après un résultat de M. Auslander la condition (b) pour les modules à droite est équivalent
à la condition (b) pour les modules à gauche, voir par exemple [47].

Si de plus, la dimension global de R (voir [62, Chapter 7.]) est finie on dit que R est
Auslander-régulière. L’algèbre R, avec GKdim(R) ∈ N, est dite Cohen-Macaulay si

GKdim(M) + j(M) = GKdim(R),

pour tout R-module non nul de type fini M .

Exemple 5.1.1. Toute extension de Ore itérées de la forme k[x1][x2;α2, δ2] · · · [xn;αn, δn]

où les αi sont des automorphismes, est une k–algèbre Auslander-régulière ([8], [21] et [78]).

5.1.2. [37]. Si P < Q sont deux idéaux premiers d’une k–algèbre noethérienne R avec

haut(Q/P ) = 1, alors il est bien connue de [54, Corollary 3.16], que GKdim(R/P ) ≥
GKdim(R/Q) + 1. Cette inégalité peut être stricte, le théorème suivant due a Goodearl-

Lenagan, donne des conditions suffisantes pour assurer l’égalité.

Théorème. Soit R une k–algèbre Auslander-Gorenstein et Cohen-Macaulay avec GKdim(R)

finie, et soient P < Q deux idéaux premiers de R tel que haut(Q/P ) = 1. S’il existe un

élément x ∈ Q \ P qu’est normal modulo P , alors GKdim(R/P ) = GKdim(R/Q) + 1.

Démonstration. voir [37, Theorem 1.4].

On dit qu’une k–algèbre noethérienne satisfait la formule des hauteurs de Tauvel , si

haut(P ) + GKdim(R/P ) = GKdim(R),

pour tous idéal premier P de R. Si de plus R est caténaire, alors la formule des hauteurs
de Tauvel se passe aux quotients premiers, puisque

haut(Q/P ) = haut(Q)− haut(P ) = GKdim(R/P )−GKdim(R/Q),

pour tout paire des premiers P < Q de R.
On a vue que la séparation normale implique à travers de la AR-séparation, la condition

forte de second niveau. K. R. Goodearl et T. Lenagan ont montré que cette séparation
plus les conditions de Auslander-Gorenstein et Cohen-Macaulay et la finitude de la GK-
dimension, impliquent la caténarité :
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Théorème 5.1.3. [37] Soit R une k–algèbre affine, noethérienne, Auslander-Gorenstein,

Cohen-Macauly, avec la GK-dimension finie. Si Spect(R) satisfait la séparation normal,

alors R est caténaire. Si de plus R est un anneau premier, alors il satisfait la formule des

hauteurs de Tauvel.

Démonstration. Supposons que P = P0 < P1 < · · · < Pn = Q une suite saturée des idéaux

premiers de R. D’après le théorème 5.1.2,

GKdim(R/Pi−1)−GKdim(R/Pi) = 1,

pour tout i = 1, · · · , n. La somme de tous ces termes donne GKdim(R/P )−GKdim(R/Q) =

n. Ce qui signifie que toutes les châınes saturées des idéaux premiers entre P et Q ont la

même longueur, naturellement, GKdim(R/P ) − GKdim(R/Q). Finalement, si 0 est idéal

premier, on obtient la formule des hauteurs de Tauvel.

Si P est un idéal complètement premier d’un anneau noethérien R, on note µi(P,R) et
on appelle iième invariante de Bass de R, la dimension sur le corps gauche, frac(R/P ) de
l’espace vectoriel frac(R/P )⊗R/P Exti

R(R/P,R).

Remarque 5.1.4. ([58, Remark 4])µi(P,R) 6= 0 si et seulement si E(R/P ) apparâıt dans

le iième R–module de la résolution injective minimale de RR.

L’un des plus part des problèmes qu’on presente lors d’étude de la résolution mini-
male d’une algèbre noethérienne R, est le calcul des invariantes de Bass, voir pour le mo-
ment [58]. Ce calcul dépend naturellement des groupes Exti

R(R/P,R), pour chaque idéal
complètement premier P . Le cas où P est engendré par une suite régulière normalisante,
K. A. Brown et T. Levasseur [11, Corollary 2.5] on donné une réponse à ce problème :

5.1.5. Soit R un k–algèbre et I un ideal de R avec une suite génératrice {f1, · · · , fm}
régulière normalisante. Supposons que chaque automorphisme σi de Ri := R/〈f1, · · · , fi−1〉,
associé à fi, proviens d’un automorphisme σi de R ; dans ce cas on a

σi(r)fi ≡ fir[mod〈f1, · · · , fi−1〉],

pour tout r ∈ R. Soit M un R-module à gauche, on note par σM , où σ est un endomor-

phisme d’anneau de R, le module induit ; c’est à dire que le groupe abélien σM = M et

que chaque r ∈ R agit sur x ∈ σM par r.x = σ(r)x.

Corollaire. [11, Corollary 2.5] Soient R, I et σ1, · · · , σm comme ci-dessus, σ = σ1 · · ·σm.

Alors, comme (Rm −R)-bimodule,

Exti
R(R/I,R) ∼=

{
0, si i 6= m

σRP
1≤j≤m fj

σR
, si i = m.

En particulier, comme R-modules, Extm
R (R/I,R) ∼= R/σ(I).
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Remarque 5.1.6. Dans les plus part des cas, R est un anneau noethérien et I = P

est un idéal complètement premier de R dont les automorphismes du corollaire 5.1.5 sont

linéaires sur la suite {f1, · · · , fm} ; dans ce cas on a σ(I) ⊆ I et donc σ(I) = I1. Cela

implique clairement que µi(I, R) = 0 quand i 6= m et que µm(I, R) = 1.

Une autre approximation au calcule des invariantes de Bass est l’algorithme de calcule

des Exti
R(M,N), pour n’importe quelle algèbre de type P.B.W, où M est un module de

type fini et N un R–bimodule central ; qui a été dernièrement effectué par J.L. Bueso, J.

Gómez-Torrecillas et F.J. Lobillo dans [15, Proposition 3.1, Theorem 3.4].

5.2 La résolution injective minimale de H ′
q2
.

Cette partie est l’analogue de la 4ième partie de [57], sauf en ce qui concerne la preuve
du théorème 5.2.3, (4.2 de [57]). D’après le lemme de [78] H ′

q2 est une k-algèbre Auslander-
régulière, Cohen-Macaulay, et en utilisant le théorème 5.1.3, H ′

q2 satisfait la formule des
hauteurs de Tauvel. On peut vérifier sans aucune difficulté que GKdim(H ′

q2) = 3.
On note par A l’algèbre H ′

q2 et on suppose que q n’est pas racine de l’unité.

Proposition 5.2.1. Pour tout idéal premier P de A avec d = jA(A/P ) on a : µd(P,A) = 1

et µi(P,A) = 0 si i 6= d.

Démonstration. D’après la section 2.4, tout idéal premier de A est engendré par une suite

régulière normalisante et que les automorphismes des algèbres quotient associées pro-

viennent des automorphismes de A, on ait donc sous les conditions du corollaire 5.1.5,

ce qui achève la preuve.

Si M est A-module à gauche non nul de type fini, on dit que M est critique si
GKdimM/N � GKdimM , pour chaque sous-module non nul N de M . Comme dans ([57],
proposition 2 de 4.1) on a :

Proposition 5.2.2. La résolution injective minimale du A-module à gauche A est de la

forme :

0 → A→ E0 → E1 → E2 → E3 → 0

où E0 = frac(A) et pour i ≥ 1, Ei = EI
i ⊕ EII

i où EI
i = ⊕

P∈Spect(A)

haut(P )=i

E(A/P ), et où EII
i

est l’enveloppe injective d’une somme des modules critiques chacun d’eux étant de torsion

modulo son annulateur.

On montre maintenant que EII
3 = 0. Mais on va procéder d’une manière différente de

celle de [57], on appliquant le corollaire (3.8) de [31].

1Cette égalité vient de la châıne ascendente I ⊆ σ−1(I) ⊆ · · · ⊆ σ−k(I) ⊆ · · · .
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Rappelons quelques résultats de [31]. Soit R une k-algèbre, on note σcof le radical
symétrique déterminé par L, le filtre de Gabriel constitué par tous les idéaux à gauche de
codimension finie ([31], 1). Suivant la même référence, on note par Z(σcof ) l’ensemble de
tous les idéaux premiers de codimension finie. On dit que R est ponctuée si tout P ∈ Z(σcof )

a une codimension égale à un. D’après le corollaire (3.8) de [31], si R est une k -algèbre
Auslander-Gorenstein et Cohen-Macaulay ponctuée, alors EInjdimR

∼= ⊕P∈Z(σcof )E(R/P ) si
et seullement si InjdimR = GKdimR, où InjdimR désigne la dimension injective de R et
EInjdimR est le dernier terme de la résolution injective minimale du R-module à gauche RR.

Théorème 5.2.3. On a : E3
∼= ⊕

P∈Spect(A)

haut(P )=3

E(A/P ) et donc EII
3 = 0.

Démonstration. Comme A est une k-algèbre Auslander-Gorenstein et Cohen-Macaulay de

Gelfand-Kirillov dimension égale à 3, il suffit, pour appliquer le corollaire (3.8) de [31]

rappelé ci-dessus, de vérifier que A est ponctuée. Mais cela vient du fait que les idéaux

premiers localement finis sont les maximaux qui ont la codimension égale à un (proposition

2.4.2). Il est clair qu’ils sont de hauteur 3, d’où EII
3 = 0.

5.3 La résolution injective minimale de R
(C,Λ)
n (k).

On note par R l’algèbre R
(C,Λ)
n (k). Le corollaire suivant est une variante de [66, Theo-

rems 8,11] (voir aussi [66, Theorem 10]). Mais, comme la classe des k–algèbres considérés
dans [66] (sous la condition que tous les ui ont pour degré total 2, notation de la même
référence) forme partie de celles étudiées dans [26] et [34], une preuve alternative de [66,
Theorem 8] peut être donnée comme consequence de [26, Teorema 14] ou de [34, Theorem
3].

Corollaire 5.3.1. L’algèbre R est Auslander-régulière, Cohen-Macaulay, caténaire et sa-

tisfait la formule des hauteurs de Tauvel.

Démonstration. D’après, [66, Theorem 8], R est Auslander-régulière, Cohen-Macaulay. En

appliquant le théorème 5.1.3, en vertu la proposition 3.2.5, on obtient le reste des assertions.

Remarque 5.3.2. Soit A une k–algèbre Auslander-Gorenstien et Cohen-Macaulay, alors

d’après [31, Theorem 3.5], on a GKdim(A) = InjdimA si et seulement s’il existe des A–

modules à gauche fini (i.e. de dimension finie comme k-espace). Pour notre cas, il est clair

que si z0 = 0, alors R admet des modules fini ; et si z0 6= 0 alors, d’après [50], R admet

aussi des modules fini. En conclusion le corollaire 5.3.1, implique que

InjdimR = GKdim(R) = 2n,

et que j(R/P ) = haut(P ) pour tout idéal premier P de R.
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Maintenant, on peut appliquer [56, Théorème 3.5] pour avoir :

Proposition 5.3.3. Si chacun des cid, i = 1, · · · , n, est non racine de l’unité. Alors la

résolution injective minimale de RR est de la forme suivante :

0 → R→ E0 → · · · → E2n → 0,

où E0 = frac(R) et pour chaque i ≥ 1, Ei = EI
i ⊕ EII

i où

EI
i = ⊕P∈Spect(R)

haut(P )=i

µi(P,R)E(R/P )

et EII
i est l’enveloppe injective d’une somme des modules critiques chacun d’eux étant de

torsion modulo son annulateur.

Comme d’habitude, on va examiner le dernier terme qui apparâıt dans la résolution
injective précédente. Plus précisément, on montre que ce terme est isomorphe à Ro, le sous
espace vectoriel de R∗ = Homk(R, k) des formes linéaires f tels que I ⊆ Ker(f) pour un
certain idéal à gauche co-fini (i.e. dimk(R/I) <∞).

Notant que les conditions faites sur le corps de base k, impliquent que tout idéal pre-
mier de R de co-dimension finie a pour cette dimension un. On déduit donc, d’après [31,
Corollary 3.8, Theorem 3.9 ], que

Corollaire 5.3.4. Soit E2n le dernier terme dans la résolution injective minimale du

R
(C,Λ)
n (k)–module à gauche R

(C,Λ)
n (k). Alors

E2n
∼= R(C,Λ)

n (k)o ∼= ⊕haut(P )=2nE(R(C,Λ)
n (k) /P ).

Remarque 5.3.5. Considérons R = A
(q,Λ)
2 (k) et supposons que Γ2 est un groupe libre

de rang 3. Alors T = {z1, y2, z2} est un ensemble admissible de R qui engendre un idéal

complètement premier de hauteur égale à 2. On se propose de calculer les invariants de Bass

µi(〈T 〉, R) de R. D’après [58, Theorem 4.3], on sait que µ2(〈T 〉, R) 6= 0 et que µi(〈T 〉, R) = 0

si i 6= 2, puisque j(R/〈T 〉) = haut(〈T 〉) = 2. D’autre part, même que {z1, y2} est une suite

régulière normalisante et génératrice de 〈T 〉, les conditions du critère 5.1.5 ne sont pas

satisfaites, sous les hypothèse faites sur le groupe Γ2. Par contre si on applique sur R avec

l’ordre lexicographique ≺lex de la section 3.2.2, l’algorithme [15, Theorem 3.4], on trouve

que

Ext2
R(R/〈T 〉, R) ∼= R/〈T 〉,

comme R–module. On en déduit que µ2(〈T 〉, R) = 1. Par symétrie, le même résultat

s’applique si on prend comme ensemble admissible T = {z1, x2, z2}.

Le corollaire suivant donne une réponse affirmative de la question de M.P. Malliavin
[58, Problem 4.5] pour l’algèbre de Weyl quantique A

(q,Λ)
2 (k).

D’après [27, Corollary 4.2], la remarque 5.3.5, la proposition 5.3.3 et le corollaire 5.3.4 on
a
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Corollaire 5.3.6. Si Γ2 est un groupe libre de rang 3, alors la résolution injective minimale

du A
(q,Λ)
2 (k)–module à gauche A

(q,Λ)
2 (k) est de la forme

0 → A
(q,Λ)
2 (k) → E0 → · · · → E4 → 0,

où E0 = frac(A
(q,Λ)
2 (k)) et pour tout i ≥ 1, Ei = EI

i ⊕ EII
i où

EI
i = ⊕

P∈Spect(A
(q,Λ)
2 (k))

haut(P )=i

E(A
(q,Λ)
2 (k)/P )

et EII
i est l’enveloppe injective d’une somme des modules critiques chacun d’eux étant de

torsion modulo son annulateur, avec EII
4 = 0.



Chapitre 6

Inégalité de Bernstein pour une
localisation simple de Oq(spk2×n).

Introduction.

Dans ce chapitre on démontre l’inégalité de type ”inégalité de Bernstein” pour une loca-
lisation simple de l’algèbre Oq(spk2×n). Les résultats obtenues ici se ressemblent beaucoup

à ceux obtenus par L. Rigal dans [74] pour l’algèbre A
(q,Λ)
n (k) ; mais ils sont démontrés par

des méthode légèrement différentes.

6.1 L’algèbre Bqn(k).
La localisation de Oq(spk2×n) par rapport à l’ensemble multiplicatif Z engendré par

z1, · · · , zn (remarquons que c’est un ensemble de Ore à droite par (2.10)), sera noté par
Bq

n(k). Si on pose un = z1 · · · zn, alors on peut vérifier facilement, par la propriété univer-
selle, que Bq

n(k) est isomorphe au localisé de Oq(spk2×n) par rapport aux puissances de
un. D’après [66, Proposition 9(1)], si q n’est pas racine de l’unité, Bq

n(k) est une k-algèbre
simple. Ici on donne une preuve très courte de cette proposition, en utilisant nos résultats
de la section 2.3.2 :

Proposition 6.1.1. Considérons Oq(spk2×n) et sa localisation Bq
n(k) par rapport à l’en-

semble multiplicatif Z. Alors si q n’est pas racine de l’unité, Bq
n(k) est une k–algèbre simple.

Démonstration. Supposons que Bq
n(k) n’est pas une algèbre simple et soit P un idéal maxi-

mal non nul de Bq
n(k). Alors Pc = P ∩ Oq(spk2×n) est un idéal premier de Oq(spk2×n) tel

que Pc∩Z = ∅. Cela entrâıne que Pc ∈ Spect∅Oq(spk2×n) = {〈0〉}, ce qui est faux, d’après

le théorème 2.3.15.

106
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Fixons les notations suivantes, pour λ ∈ k∗ et a, b ∈ Bq
n(k), on note [a, b]λ = ab− λba

et pour r ∈ N∗, k ∈ k, on note (r)k = 1+k+ · · ·+kr−1, (0)k = 1 par convention. Le lemme
suivant sera utiliser dans la suite, c’est un cas particulier du lemme 3.2.1.

Lemme 6.1.2. Considérons Oq(spk2×n) et ses générateurs avec les relations (2.9). Alors

(a) [xr
n, yn]q2r = q(r)q2zn−1x

r−1
n , pour tout r ∈ N∗.

(b) [xn, y
r
n]q2r = q(r)q2zn−1y

r−1
n , pour tout r ∈ N∗.

(c) Soit Wn = z−1
n−1zn ∈ Bq

n(k) et P =
∑

0≤i≤r kiW
i
n, ki ∈ k, on a

[xn, [xn, · · · , [xn, [xn, P ]]q2 , · · · ]q2(r−2) ]q2(r−1) = kr(q
2r−1)(q2r−q2) · · · (q2r−q2(r−1))W r

nx
r
n.

Considérons l’extension de Ore de Oq(spk2×n) suivante

Hq
n(k) = Oq(spk2×n)[vn;σn],

où σn est défini par
σn(yi) = q−2(n−i+1)yi

σn(xi) = q2(n−i+1)xi, 1 ≤ i ≤ n.

Le lemme suivant est la version ”symplectique” de [74, Proposition 1.2.9] donnée pour
l’algèbre de Weyl quantique.

Lemme 6.1.3. Soit q ∈ k∗ non racine de l’unité. Alors Bq
n(k) ∼= Hq

n(k)/In, où In est

l’idéal engendré par l’élément central unvn − 1.

Démonstration. Il est clair que l’application

φn : Oq(spk2×n) −→ Hq
n(k)/In

xi 7−→ xi + In, i = 1, · · · , n
yi 7−→ yi + In, i = 1, · · · , n

,

est un morphisme de k–algèbre surjectif et que φn(un) = un + In est inversible dans

Hq
n(k)/In. D’où φn peut être prolonger à φn : Bq

n(k) → Hq
n(k)/In, ce qui donne un isomor-

phisme, puisque Bq
n(k) est simple, par la proposition 6.1.1.

Proposition 6.1.4. Soit q ∈ k∗ non racine de l’unité. Alors Bq
n(k) est une k–algèbre

Auslander-régulière, Cohen-Macaulay de dimension de Gelfand-Kirillov égale à 2n.

Démonstration. On sait d’après [14, Theorem 2.14] que Hq
n(k) peut être filtrée par une fil-

tration finie dont la k-algèbre graduée associée, est un espace quantique (2n+1)-dimensionnelle.

Ensuite, d’après [78, Lemma] et [23, Lemma 3.8], Hq
n(k) est Auslander-régulière, Cohen-

Macaulay, voir aussi le corollaire 5.3.1. Maintenant, d’après le lemme 6.1.3, Bq
n(k) ∼=

Hq
n(k)/In où In = 〈unvn−1〉 est engendré par un élément central, d’où [78, Lemma(iii)] im-

plique que Bq
n(k) est Auslander-Gorenstein, Cohen-Macaulay ; comme gldimR

(C,Λ)
n (k) est

finie, par [62, 7.4.3] et [33, Corollary 2.8(2)], on a donc la propriété Auslander-régulière.
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Pour le calcul de la dimension de Gelfand-Kirillov, il est clair que GKdim(Hq
n(k)) = 2n+1

et queHq
n(k) est une k–algèbre de type P.B.W par rapport à l’ordre lexicographique gradué.

Comme In est un idéal principal engendré par un élément central non inversible, on utilise

la proposition cité dans l’exemple 1.9.8, on obtient :

GKdim(Bq
n(k)) = GKdim

(
Hq

n(k)
In

)
= (2n+ 1)− 1 = 2n.

Remarque 6.1.5. (1) Tout Bq
n(k)-module à gauche M est un Hq

n(k)-module à gauche tel

que In.M = 0.

(2) Soit Ψn : Hq
n−1(k) → Hq

n(k) l’application définie par Ψn(vn−1) = znvn et l’identité sur

Oq(spk2×(n−1)), il est clair qu’elle est injective. On en déduit donc que Hq
n−1(k) peut

être identifier avec Ψn(Hq
n−1(k)) et In−1 avec Ψn(In−1).

6.2 Inégalité de Bernstien.

Avant d’établir l’inégalité de Bernstien, on montre que chaque Bq
n(k)-module à gauche

induit, sur lui même, une structure de Hq
n−1(k)-module à gauche, par l’injection de la

remarque 6.1.5(2), et tout Bq
n(k)-module à gauche qui est de longueur finie est nul comme

Hq
n−1(k)-module.
Soit M un Bq

n(k)-module à gauche aussi un Hq
n(k)–module à gauche avec In.M = 0.

La structure de Hq
n(k)-module à gauche induit, par Ψn (remarque 6.1.5(2)), une structure

de Hq
n−1(k)–module à gauche avec In−1.M = 0, comme suit

vn−1.m = Ψn(vn−1).m = znvn.m
= (zn + In)(vn + In)m
= znu

−1
n m, pour tout m ∈M.

(6.1)

Lemme 6.2.1. Soit M un Bq
n(k)-module à gauche et Wn = z−1

n−1zn ∈ Bq
n(k). Alors

ρWn : M −→ M

m 7−→ Wn.m,

est une application Hq
n−1(k)-linéaire.

Démonstration. D’après les équations (2.10), il est clair que ρWn(xim) = xiρWn(m) et

que ρWn(yim) = yiρWn(m) pour chaque m ∈ M et tout i = 1, · · · , n − 1. Maintenant,

ρWn(vn−1.m) = Wn(znu
−1
n m), pour tout m ∈ M , par (6.1). Mais les équations (2.10)

impliquent que
Wn(znu

−1
n ) = z−1

n−1zn(znz
−1
n · · · z−1

1 )

= zn(z−1
n · · · z−1

1 )z−1
n−1zn

= znu
−1
n Wn.
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Alors ρWn(vn−1.m) = (Wn(znu
−1
n ))m = znu

−1
n (Wnm) = vn−1.ρWn(m).

Proposition 6.2.2. Soit M un Bq
n(k)-module à gauche, qui est de longueur finie, comme

Hq
n−1(k)-module à gauche. Alors M = 0.

Démonstration. D’après [18, Propositions 2 et 5], EndHq
n−1(k)(M) est algébrique sur le corps

de base k. Alors il existe P (t) =
∑

0≤i≤r kit
i ∈ k[t] tel que P (ρWn) = 0, où ρWn étant

l’application du lemme 6.2.1, d’où
∑

0≤i≤r kiW
i
nM = 0. En utilisant le lemme 3.2.1(c), on

obtient W r
nx

r
nM = 0, c’est à dire xr

nM = 0. D’après le lemme 3.2.1(a), on a zn−1x
r−1
n M = 0,

ce qui entrâıne que xr−1
n M = 0. On continue d’appliquer le lemme 3.2.1(a), on arrive ainsi

à M = 0.

Théorème 6.2.3. Soit q ∈ k∗ non racine de l’unité et M un Bq
n(k)-module à gauche non

nul de type fini. Alors GKdim(M) ≥ n.

Démonstration. Analogue à [74, Théorèm 3.1.4]. On utilise une récurrence sur n. Pour

n = 1, supposons que GKdim(M) < 1, cela signifie que M est de dimension finie comme

k-espace vectoriel et aussi Endk(M). Mais Bq
1(k) est une algèbre simple, alors elle s’injecte

dans Endk(M), ce qui est impossible car Bq
1(k) est dimension infinie. Supposons que le

théorème est vrai pour n−1. On suppose, comme dans le cas précédent, que GKdim(M) ≤
n − 1. Soit F = {Mi}i∈N une bonne filtration de M 1, d’après [14, Theorem 2.3] (ou la

preuve de la proposition 6.1.4), Hq
n(k) a une filtration finie dont le gradué associé est un

espace quantique (2n+1)-dimensionnelle. On utilise [61, Theorem 5.2] ou [32, Proposition

1.8 et 1.9], il existe alors πM,F ∈ Q[t] de degré d et de coefficient dominant ad tel que

πM,F(s) = dimk

(
M0 ⊕

M1

M0

· · · ⊕ Ms

Ms−1

)
= dimk(Ms), pour tout s� 0,

d!ad ∈ N∗ et GKdim(M) = d. En plus e(M) = d!ad est independent du choix de F . Alors

il existe c ∈ N∗ tel que dimk(Mi) ≤ c(i + 1)n−1. Posons M ′
i = M3i et considérons N un

Hq
n−1(k)-submodule of M de type fini. D’où {N ∩M ′

i}i∈N est une filtration de N . En effet,

notons parHq
n(k)(s) l’espace engendré par les monômes de degé total≤ s, pour tout n ∈ N∗.

On utilise l’injection Ψn de la remarque 6.1.5(2), on obtient Hq
n−1(k)(s) ⊆ Hq

n(k)(3s), d’où

Hq
n−1(k)(s)(N ∩M ′

i) ⊆ N ∩M3(i+s) ce qui confirme l’assertion. Maintenant, considérons

{Ni}i∈N une bonne filtration de N , il existe donc a ∈ N tel que Ni ⊆ N ∩M ′
i+a, d’où

dimk(Ni) ≤ c(3i+ 3a+ 1)n−1.

Ensuite GKdim(N) = n−1, par hypothèse de récurrence, et e(N) ≤ c(n−1)!3n−1. Si N0 (
N1 ( · · · ( Nr est une suite des Hq

n−1(k)-submodules de type fini of M , on a par hypothèse

1Une bonne filtration d’un module RM , où R est filtré, est une filtration dont le gradué associé gr(M)
est un gr(R)–module de type fini. On rappel de [62, Lemma 7.6.11], que dans ce cas M doit être de type
fini et que les modules de type fini ont toujours une bonne filtration.
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de récurrence, GKdim(Ni) = GKdim(Ni/Ni−1) et donc e(Ni) = e(Ni−1)+e(Ni/Ni−1), d’où

e(Ni) − e(Ni−1) ∈ N∗. De la suite e(N0) < · · · < e(Nr) ≤ c(n − 1)!3n−1, on peut déduire

que r ≤ c(n− 1)!3n−1 et que M est de longueur finie comme Hq
n−1(k)-module, d’où M = 0

par la proposition 6.2.2 ; on aboutit donc à une contradiction.

Remarque 6.2.4. Suivant [4, Theorem 1.2] et la proposition 6.1.1, on a

GKdim(Bq
n(k)) ≤ GKdim(M)(fil.dim(Bq

n(k)) +max{fil.dim(Bq
n(k)), 1}), (6.2)

pour tout Bq
n(k)–module à gauche non nul et de type fini M ; où le nombre fil.dim(Bq

n(k))
est la dimension filtrée (voir aussi [4] pour la définition). Le résultat du théorème 6.2.3

peut être donc déduit de l’inégalité de Bavula (6.2), si on prouve que fil.dim(Bq
n(k)) = 1

(rappelons que GKdim(Bq
n(k)) = 2n proposition 6.1.4). Le chemin que nous voyons plus

claire pour vérifier cette égalité, est le même qui a été utilisé dans [4, Theorem 1.10] pour la

algèbre de Weyl classique ; c’est à dire prouve la double inégalité en applicant [4, Corollary

1.7, Lemma 1.8]. Pour appliquer [4, Lemma 1.8], on peut s’appuyer sur le lemme 6.1.2 et

sa nouvelle version dans Bq
n(k). Pour appliquer [4, Corollary 1.7], on a besoin de rencontre

des modules de type fini non nuls tels que 0 < GKdim(M) ≤ GKdim(Bq
n(k))/2 (appelés

module ”weak holonomic”) ; ce qui n’est pas du tout claire. Dans la section suivante on

démontre l’existence des tels modules.

Soit M un Hq
n(k)-module à gauche de type fini, l’entier positive e(M) qui apparâıt dans

la démonstration du théorème précédent s’appelle la multiplicité de M .
Comme application du théorème 6.2.3, on donne un analogue du dualité de Bernstien

et on calcule aussi la dimension homologique de Bq
n(k).

Définition 6.2.5. Soit n ∈ N∗, un Bq
n(k)-module à gauche non nul M est dit holonome,

si il est de type fini avec GKdim(M) = n.

Du théorème 6.2.3, on déduit que tout sous-module non nul et factor non nul d’un mo-
dule holonome est aussi un module holonome. Pour un Bq

n(k)-module à gauche de longueur
finie M , on note par lg(M) sa longueur.

Théorème 6.2.6. Soit n ∈ N∗ et M un Bq
n(k)-module à gauche holonome. Alors M est

de longueur finie et lg(M) ≤ e(M). En particulier M is cyclique.

Démonstration. Soit N0 ( N1 ( · · · ( Nr ⊆M , une suite de sous-modules non nul de M .

D’après le théorème 6.2.3 on a GKdim(Ni) = n pour tout i = 0, · · · , r et GKdim(Ni) =

GKdim(Ni+1) = GKdim(Ni+1/Ni). Alors e(Ni+1) − e(Ni) ∈ N∗ et e(M) − e(Nr) ∈ N
d’où r ≤ e(M). Ce qui entrâıne que M est de longueur fini. On sait que Bq

n(k) est un

domain noethérien qui n’est pas un corps, alors il est de longueur infinie. Comme Bq
n(k)

est simple, [7, Theorem 1.8.18] implique que tout Bq
n(k)-module à gauche de longueur finie

est cyclique.
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Proposition 6.2.7. Soit q ∈ k∗ non racine de l’unité. Alors gldimBq
n(k) = n.

Démonstration. Analogue à [74, remarque 6.2.4]. D’après [33, Corollary 2.8(2)], on a

gldimOq(spk2×n) ≤ 2n,

appliquons [62, 7.4.3], on obtient que gldimBq
n(k) est finie. Soit M un Bq

n(k)-module à

gauche de type fini et j > n, alors Extj
Bq

n(k)
(M,Bq

n(k)) = 0. En effet, les conditions de

Auslander-Gorenstien, Cohen-Macaulay (proposition 6.1.4) implique que

GKdim(Extj
Bq

n(k)
(M,Bq

n(k))) ≤ 2n− j < n,

alors de l’inégalité de Bernstein (théorème 6.2.3) on a Extj
Bq

n(k)
(M,Bq

n(k)) = 0. Maintenant,

d’après [75, Lemma B.2.1(a)] on a Extj
Bq

n(k)
(M,N) = 0, pour tout j > n et tout Bq

n(k)-
module à gauche N . En appliquant [9, §8 No 3 Proposition 4] on trouve gldimBq

n(k) ≤ n.

L’existence des modules holonomes (voir la section suivante) et la condition de Cohen-

Macaulay, assure l’existence d’un module de type fini M tel que jBq
n(k) (M) = n, i.e.

gldimBq
n(k) ≥ n. En conclusion gldimBq

n(k) = n.

Lemme 6.2.8. Soit M un Bq
n(k)-module à gauche de type fini. Si q est non racine de

l’unité, alors

(i) M est un module holonome si et seulement si il satisfait l’équivalence

Extj
Bq

n(k)
(M,Bq

n(k)) 6= 0 ⇐⇒ j = n.

(ii) Si M est holonome, alors Extj
Bq

n(k)
(M,Bq

n(k)) l’est aussi.

Démonstration. (i) Soit M un Bq
n(k)-module à gauche de type fini. D’après la condition

Cohen-Macaulay, M est holonome si et seulement si jBq
n(k) (M) = n. Maintenant, on sup-

pose Extj
Bq

n(k)
(M,Bq

n(k)) 6= 0, pour certain j, alors n ≤ jBq
n(k) (M) ≤ j ≤ n, d’après la pro-

position 6.2.7. Et par suite jBq
n(k) (M) = n = j si et seulement si Extj

Bq
n(k)

(M,Bq
n(k)) 6= 0.

(ii) On applique [8, Proposition 1.6] pour avoir :

jBq
n(k)

(
Ext

jBq
n(k)(M)

Bq
n(k)

(M,Bq
n(k))

)
= jBq

n(k) (M) ;

on conclue par la condition de Cohen-Macaulay.

Pour un Bq
n(k)-module à gauche holonome M , on note M∗ = Extn

Bq
n(k)(M,Bq

n(k)) et on
appelle le dual de M , c’est un Bq

n(k)-module à droite.

Théorème 6.2.9. L’application M 7→M∗ définie un foncteur contravariant de la catégorie

des Bq
n(k)-module à gauche holonomes dans la catégorie des Bq

n(k)-modules à droite holo-

nomes.
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Démonstration. On peut déduire du lemme 6.2.8(ii) que, si M est un Bq
n(k)-module à

gauche holonome, alors M∗ est un Bq
n(k)-module à droite holonome. Considérons la suite

exacte suivante 0 → L → M → K → 0, des Bq
n(k)-modules à gauche holonomes. En

utilisant le lemme 6.2.8(i), la suite homologique exact longue correspondante (voir [62,

7.1.12(iii)] pour les définitions) devient

0 → Extn
Bq

n(k)(K,B
q
n(k)) → Extn

Bq
n(k)(M,Bq

n(k)) → Extn
Bq

n(k)(L,B
q
n(k)) → 0,

ce qui achève la preuve.

6.3 Les modules holonomes et le polynôme de Bern-

stein.

On commence cette section par la donnée d’un critère sur les Bq
n(k)-modules à gauche

de type fini, pour quels soient holonomes. On utilise les mêmes techniques que dans [74], les
exemples de tels modules sont construites à travers le corps gauche des fractions d’une sous-
algèbre de l’espace quantique attaché à Oq(spk2×n). Avec eux on peut prouver l’existence
du polynôme de Bernstein.

Théorème 6.3.1. Soit M un Bq
n(k)-module à gauche non nul. On suppose que, comme

Hq
n(k)-module, M est filtré par la filtration {Mi}i∈N et qu’il existent c1 ∈ N∗, c2 ∈ N tels

que pour tout i ∈ N
dimk(Mi) ≤ c1i

n + c2(i+ 1)n−1.

Alors M est de type fini avec GKdim(M) = n et e(M) ≤ c1n!.

Démonstration. Soit N un Bq
n(k)-sous-module non nul de type fini de M et soit {Ni}i∈N

est une bonne filtration de N comme Hq
n(k)-module à gauche. Alors il existe a ∈ N tel

que Ni ⊆ Mi+a ∩ N , d’où dimk(Ni) ≤ c1(i + a)n + c2(i + a + 1)n−1 et donc dimk(Ni) ≤
c1i

n + c3(i+ 1)n−1 pour certain c3 ∈ N. Alors comme N est un Hq
n(k)–module de type fini,

on a GKdim(N) ≤ n et e(N) ≤ c1n!. D’autre part N est un Bq
n(k)-module de type fini,

alors le théorème 6.2.3 impose GKdim(N) = n. Maintenant, soit N0 ( · · · ( Nr une châıne

strictement ascendante des Bq
n(k)–sous-modules de type fini de M . Alors comme ci-dessus

r ≤ e(Nr) ≤ c1n!. Et par suite, M est un Bq
n(k)–module de longueur finie et donc de type

fini ; bien sûr GKdim(M) = n et e(M) ≤ c1n!.

Dans ce qui suit, on donne des exemples de modules qui satisfassent les conditions du
théorème précédent. Soit kqn [Y1, · · · , Yn] := kqn [Y ] la sous-algèbre de l’espace quantique
2n-dimensionnelle kQn [Y1, X1, · · · , Yn, Xn] attaché à Oq(spk2×n), où qn est une matrice
déduit des relations de semi-commutativité entre les Yi. On note par kqn [Y ±1] l’algèbre
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de McConnell-Pettit associée à la matrice qn. Soit i ∈ {1, · · · , n} := Nn, on considère
l’automorphisme suivant de kqn [Y ],

Zi : kqn [Y ] −→ kqn [Y ]

Yj 7−→
{
q2Yj, j ≤ i
Yj, j > i,

et son prolongement à kqn (Y1, · · · , Yn) := kqn(Y ), qu’on note aussi par Zi. Soit, mainte-
nant, l’endomorphisme suivant de kqn(Y )

Xi : kqn(Y ) −→ kqn(Y )
g−1f 7−→ (q2 − 1)−1Y −1

i (Zi(g
−1f)− qZi−1(g

−1f)) , i > 1,

X1(g
−1f) = (q2 − 1)−1Y −1

1 Z1(g
−1f) et l’application k–linéaire

Yi : kqn(Y ) −→ kqn(Y )
g−1f 7−→ Yi(g

−1f),

où 0 6= g, f ∈ kqn [Y ]. Il est facile de voir que Yi est bijective. Soit k = (k1, · · · , kn) ∈
Zn, i ∈ Nn, on note

θi,q(k) = q2
Pi

1 kj avec θ0,q(k) = 1, et |k| =
n∑
1

|ki|,

où |l| est la valeur absolue de l ∈ Z.

Lemme 6.3.2. Soit k = (k1, · · · , kn) ∈ Zn. Alors

1) Zj(Y
k1
1 · · ·Y kn

n ) = θj,q(k)Y
k1
1 · · ·Y kn

n , pour tout j ∈ Nn ;

2) Xi(Y
k1
1 · · ·Y kn

n ) = (q2 − 1)−1θi−1,q(k)
−1/2(θi,q(k)− qθi−1,q(k))Y

k1
1 · · ·Y ki−1

i · · ·Y kn
n , i > 1

et X1(Y
k1
1 · · ·Y kn

n ) = (q2 − 1)−1θ1,q(k)Y
k1−1
1 · · ·Y kn

n

3) Yi(Y
k1
1 · · ·Y kn

n ) = θi−1,q(k)
−1/2Y k1

1 · · ·Y ki+1
i · · ·Y kn

n ;

4) Les applications {Xi,Yi,Zi} satisfassent

XiYi − YiXi = Zi, ∀i ≥ 1,

XiYi − q2YiXi = Zi−1, i > 1, et X1Y1 = q2Y1X1.

Démonstration. C’est un calcul évident.

Proposition 6.3.3. Considérons Bq
n(k) où q est non racine de l’unité. Alors il existe un

morphisme d’algèbre injectif

Φn : Bq
n(k) −→ Endk(kqn(Y ))

xi 7−→ Xi

yi 7−→ Yi

zi 7−→ Zi,
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i ∈ Nn. En particulier Oq(spk2×n) (resp. Bq
n(k)) est isomorphe à une sous-algèbre de la

k-algèbre Endk(kqn(Y )), engendrée par Xi,Yi (resp. par Xi,Yi,Zi).

Démonstration. Premièrement on a un morphisme Φn : Oq(spk2×n) → Endk(kqn(Y )),

défini par Φn(xi) = Xi, Φn(yi) = Yi, i ∈ Nn ,Φ est bien défini, d’après le lemme 6.3.2 et

les équations (2.9). Comme XiYi − YiXi = Zi pour tout i ∈ Nn, on a Φn(zi) = Zi. Mais

Zi, i ∈ Nn sont des éléments inversibles dans Endk(kqn(Y )), d’où Φn se prolonge à Φn.

Cette dernière application est injective, parce que Bq
n(k) est simple.

Remarque 6.3.4. (1) D’après la proposition 6.3.3, kqn(Y ) est un Bq
n(k)-module à gauche

et aussi un Oq(spk2×n)-module à gauche par restriction des scalaires. En plus, kqn [Y ±1]

est un Bq
n(k)-module à gauche, par le lemme 6.3.2.

(2) Si on note par In l’idéal à gauche engendré par x1, · · · , xn dans Oq(spk2×n), on a

Oq(spk2×n)/In ∼= kqn [Y ] comme Oq(spk2×n)-module à gauche, d’où kqn [Y ] est un

Oq(spk2×n)-module à gauche et bien sûr un (Oq(spk2×n) − kqn [Y ])-bimodule ; ce qui

entrâıne que kqn [Y ±1] est un Oq(spk2×n)-module à gauche. Avec cette structure de

Oq(spk2×n)-module à gauche kqn [Y ±1] n’admet pas une structure non trivial de Bq
n(k)-

module à gauche, car z.kqn [Y ] = 0 quelques soit z ∈ Z l’ensemble multiplicatif en-

gendré par z1, · · · , zn, puisque chacun des zi congrue à zero modulo In. C’est à dire

que kqn [Y ±1] est Z-torsion module.

(3) Par contre dans le cas de l’algèbre de Weyl quantique A
(q,Λ)
n (k), le quotient par l’idéal à

gauche In engendré par les xi permit d’étendre la A
(q,Λ)
n (k)-action à gauche natural sur

l’algèbre de McConnell-Pettit de l’espace quantique EΛ
n à une Bq

n(k)-action à gauche.

Cela vient du fait que les zi (les éléments normaux de A
(q,Λ)
n (k)) modulo In congrues

tous à 1 ; c’eat à dire que cette algèbre de McConnell-Pettit est Z-torsion libre dans

ce cas, voir [74, remarque 4.1.4].

Lemme 6.3.5. Considérons kqn [Y ±1] comme Bq
n(k)-module à gauche avec la structure de

la remarque 6.3.4(1). Alors kqn [Y ±1] est un module holonome.

Démonstration. La structure de Hq
n(k)-module à gauche kqn [Y ±1] est donnée par

xi.Y
α = Xi(Y

α), i ∈ Nn

yi.Y
α = Yi(Y

α), i ∈ Nn

vn.Y
α = Z−1

n · · · Z−1
1 (Y α),

pour tout α ∈ Zn. On note Vs(kqn [Y ±1]), s ∈ N, le k-sous-espace de kqn [Y ±1] engendré par

l’ensemble {Y α|α ∈ Zn, |α| ≤ s}. En utilisant le lemme 6.3.2, on trouve

Xi (Vs(kqn [Y ±1])) ⊆ Vs+1(kqn [Y ±1]),

Yi(Vs(kqn [Y ±1])) ⊆ Vs+1(kqn [Y ±1]),

Z−1
n · · · Z−1

1 (Vs(kqn [Y ±1])) ⊆ Vs+1(kqn [Y ±1]),
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pour tout i ∈ Nn et s ∈ N. Cela signifie que {Vs(kqn [Y ±1])}s∈N est aussi une filtration du

Hq
n(k)-module kqn [Y ±1]. D’autre part

dimk(Vs(kqn [Y ±1])) ≤ c0

(
s+ n

n

)
,

où c0 ∈ N∗. Le lemme, maintenant, est une conséquence du théorème 6.3.1.

Soit P = Y k1
1 · · ·Y kn

n , k = (k1, · · · , kn) ∈ Nn un monôme de kqn [Y ]. L’ensemble multi-
plicatif engendré par les puissances de P est un ensemble de Ore, on note par kqn [Y, P−1]
la localisation associée. Il est clair que kqn [Y, P−1] est une sous-algèbre de kqn [Y ±1]. La
structure de Bq

n(k)-module à gauche de kqn [Y ±1] induit une structure de Bq
n(k)-module à

gauche sur kqn [Y, P−1]. Le corollaire suivant devient clair d’après le lemme 6.3.5.

Corollaire 6.3.6. kqn [Y, P−1] est un Bq
n(k)-module à gauche holonome.

Soit k(t) le corps des fraction de k[t] l’anneau des polynômes à une seule variable.
On note par Bq

n (k(t)) la localisation de la k(t)-algèbre Oq(spk(t)2×n) relative à l’ensemble
multiplicatif engendré par les éléments normaux z1, · · · , zn. Soit P = Y k1

1 · · ·Y kn
n , k =

(k1, · · · , kn) ∈ Nn un monôme de k(t)qn [Y ] et M = k(t)qn [Y, P−1].P t le k(t)qn [Y, P−1]-
module à gauche libre de rang un et de base l’élément P t. Alors M admet une structure
de Oq(spk(t)2×n)-module à gauche (comme dans la proposition 6.3.3), définie par : Soit
r ∈ k(t)qn [Y, P−1], on a

yi.(rP t) = Yi(r)P t = (Yir)P t, i = 1, · · · , n
xi.(rP t) = X t

i (r)P t, i = 1, · · · , n,

où les applications X t
i sont définies par

X t
i (r) = (q2 − 1)−1Y −1

i (λi(t)Zi(r)− qλi−1(t)Zi−1(r)) , i > 1
X t

1(r) = (q2 − 1)−1Y −1
1 λ1(t)Z1(r),

où λi(t) ∈ k(t) \ {0}, i = 1, · · · , n. On en déduit donc que zi(rP t) = λi(t)Zi(r)P t pour
i = 1, · · · , n ; comme les Zi induisent des automorphismes sur k(t)qn [Y, P−1], la structure
ci-dessus peut être prolonger à une structure de Bq

n (k(t))-module à gauche.

Remarque 6.3.7. Supposons que q est non racine de l’unité.

(1) Si on prend λ1(t) = tθ1,q(k) et

λi(t) = t

(
θi,q(k) + (q − 1)

i−1∑
j=1

qi−1−jθj,q(k)

)
, i > 1.

alors X t
i (1) = t∆i(P )P−1, pour tout i = 1, · · · , n, où ∆i : kqn [Y, P−1] −→ kqn [Y, P−1]

est défini par

∆i(P
−mf) = (q2 − 1)−1Y −1

i (Zi(P
−mf)−Zi−1(P

−mf)), i > 1

∆1(P
−mf) = (q2 − 1)Y −1

1 Zi(P
−mf),

où m ≥ 0, f ∈ kqn [Y ].
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(2) Si on remplace t par t + 1, on aura pas nécessairement PP t = P t+1. En effet, il suffit

de prendre les λi(t) de la même forme qu’en (1), et de voir que si cela peut se réaliser,

on aura alors, pour un i = 1, · · · , n

zi(PP t) = ziP t+1

= λi(t+ 1)PP t

= λi(t)Zi(P )P t,

d’où λi(t+ 1) = θi,q(k)λi(t) et donc θi,q(k) = 1. On aboutit donc à une contradiction,

car q est supposé non racine de l’unité.

Proposition 6.3.8. Le Bq
n (k(t))-module à gauche M = k(t)qn [Y, P−1].P t est holonome.

Démonstration. La structure du Hq
n(k(t))-module est donnée par

xi(rP t) = X t
i (r)P t, i = 1, · · · , n

yi(rP t) = (Yir)P t, i = 1, · · · , n
vn(rP t) = (λ1(t) · · ·λn(t))−1Z−1

n · · · Z−1
1 (r)P t,

pour tout r ∈ k(t)qn [Y, P−1]. Considérons le k(t)-sous-espace Vl (k(t)qn [Y, P−1]) de

k(t)qn [Y, P−1] engendré par l’ensemble
{
P−lf | deg(f) ≤ (|k|+ 1)l

}
, où deg(f) étant le

degré total. Posons Wl(M) = Vl (k(t)qn [Y, P−1]) .P t, on utilise le lemme 6.3.2 (avec Xi est

remplacé par X t
i ) pour montrer que {Wl(M)}l∈N est une filtration du Hq

n(k(t))-module à

gauche M et que

dimk(t)(Wl(M)) ≤
(

(|k|+ 1)l + n

n

)
, pour tout l ∈ N.

Le terme de la partie à droite est un polynôme en l avec degré n, alors on conclut par le

théorème 6.3.1.

Corollaire 6.3.9. [13] Soit M le Bq
n (k(t))-module à gauche de la proposition 6.3.8. Alors

il existent m, l ∈ N, b(t) 6= 0,∈ k[t] et T0, · · · , Tm des éléments de Oq(spk2×n) tels que

b(t)(P lP t) =

(
m∑

j=0

tjTj

)
(P l+1P t).

Démonstration. D’après la proposition 6.3.8 et le théorème 6.2.6, M est un Bq
n (k(t))-

module à gauche de longueur finie. Soit Mi, i ∈ N le Bq
n (k(t))-sous-module de M engendré

par P iP t. Alors la châıne M0 ⊇M1 ⊇ · · · est stationnaire, c’est à dire qu’il existent l ∈ N
et T ∈ Bq

n (k(t)) tel que

P lP t = T (P l+1P t).
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Mais T = u−s
n T ′, s ∈ N, T ′ ∈ Oq(spk(t)2×n) et donc

us
n(P lP t) = (λ1(t) · · ·λn(t))sZs

1 · · · Zs
n(P l)P t

= c(t)(P lP t)

= T ′(P l+1P t),

où c(t) ∈ k[t] \ {0}. D’autre part T ′ =
∑

ν,µ hν,µy
ν1
1 x

µ1

1 · · · yνn
n xµn

n , où hν,µ ∈ k(t) et ν =

(ν1, · · · , µn), µ = (µ1, · · · , µn) ∈ Nn. Soit 0 6= b0(t) le dénominateur commun de tous les

hν,µ non nuls. Alors T ′ = b0(t)
−1
∑

0≤j≤m t
jTj avec m ∈ N et Tj ∈ Oq(spk2×n), d’où

b0(t)c(t)
(
P lP t

)
=

(
m∑

j=0

tjTj

)
(P l+1P t).

On prend donc b(t) = b0(t)c(t).
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versidad de Granada, 1998.

[56] M. P. Malliavin, Cohomologie locale de certains anneaux Auslander-Gorenstein, Pu-
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Weyl quantiques, Bull. Sci. Math. 121 (1997), 477–505.

[75] P. Schapira, Microdifferential systems in the complex domain, Grundlehren der Math.
Wissenschaften Springer-Verlag, 1985.

[76] R. Y. Sharp, Steps in commutative algebra, cambridge univ. press, cambridge ed.,
vol. 19, London Math. Soc., Student Texts, 1990.

[77] G. Sigurdsson, Links between prime ideals in differential operator rings, J. of Algebra
102 (1986), 260–283.

[78] Levasseur T. and J. T. Stafford, The quantum coordinate ring of special linear group,
J. Pure Appl. Algebra 86 (1993), 181–186.

[79] N. Vonessen, Action of algebiac groups on the spectrum of rationel ideals, II, J. of
Algebra 208 (1998), 216–261.

[80] A. Zaks, Injective dimension of semiprimary rings, J. of Algebra 13 (1969), 73–89.



Index
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extensions de Ore q-tordues, 21
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fonction de Hilbert, 31
formule des hauteurs de Tauvel, 100

grade, 99
graduation, 12

ideal contraction, 3

123



Index 124

ideal extension, 3
ideal localement fermé, 13
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