Algebra y estructuras finitas/discretas (Grupos A)
Curso 2007-2008
Soluciones a algunos de los ejercicios propuestos en el Tema 1
Antes de ver la solucién de un ejercicio, repase la teoria correspondiente al mismo, analice

ejercicios similares resueltos en clase, y lo mas importante, intente resolverlo usted mismo. A
veces la resolucién no es inmediata, necesita su tiempo.
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1. RELACION DE PROBLEMAS DEL TEMA 1

STIAUBCAUCy ANBCANC, entonces B C C.
Solucién:
r€B = z € AU B. Como estamos suponiendo que AU B C AU C, deducimos
que x € AU C. Distinguimos dos casos:
e Siz € A, entonces x € AN B, y al suponer que AN B C AN C, en particular
deducimos que z € C.
e Sixd A, como x € AUC, entonces obtenemos que x € C.

Dadas dos aplicaciones f : X — Y y g:Y — Z, demuestre que si g o f es inyectiva y
f sobreyectiva, entonces g es inyectiva.

Solucién:

Sean y1,y2 € Y tales que g(y1) = g(y2). Probemos que y; = y2. Al ser f so-
breyectiva, existen zj,z9 € X tales que f(z1) = y1 A f(z2) = y2. Por tan-
to g(y1) = g(y2) = g(f(@1)) = g(f(22)), es decir, (g o f)(z1) = (g0 f)(x2).
Al suponer que g o f es inyectiva, ésto implica que x1 = x9 y por consiguiente

v1 = f(21) = f(22) = v

Estudie si f es inyectiva, sobreyectiva y/o biyectiva, y dé su aplicacién inversa cuando
ésta exista:
Solucién:

fiZXZ—7ZXZ
f(z,y) = (z +y,zy)

La igualdad f(1,0) = (1,0) = f(0,1) nos dice que f no es inyectiva. Tampoco es f
sobreyectiva, ya que no existe (z,y) € Z x Z tal que f(z,y) = (0,1).

Para el conjunto A = {a, b, ¢, d}, encuentre todas las aplicaciones f : A — A tales que
fof=14.

Solucién:

Claramente la aplicacién 14 verifica la condicion fo f =14. Siz,y € A,z #yy
f(z) =y, la condicién f o f = 14, implica que f(y) = z.

A partir de aqui es facil deducir que exactamente existen 1+643 = 10 aplicaciones
f verificando las condiciones del ejercicio. (jEncontrarlas!)

Defina una aplicacién biyectiva de N en Z.

Solucién:

Transférmense ordenadamente los elementos pares en N en los enteros mayores
o iguales que cero (0 — 0,2 — 1,4 — 2,...). De manera similar, transférmense
ordenadamente los elementos impares en N en los enteros negativos (1 — —1,3 —
—2,5— =3,...).

Sif:X — Y,g:Y — Z son aplicaciones biyectivas, demuestre que (go f)~! =
flog™h.
Solucién:
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En primer lugar observamos que tanto (g o f)~! como f~! o g~! son aplicaciones
de Z en X. La igualdad (go f)™' = f~log ! equivale a (fLog ') o(gof)=1x
vy (go f)o(f~tog™) =1z, lo cual se comprueba ficilmente teniendo encuenta que
[Tlof=1x, fof =1y, g7 og=1y,gog ' =1z

Dados los conjuntos A, B C U, dé una justificacién para la siguiente férmula:
|AUB| =|A|+ |B| — |AN B|

A continuacién, obtenga una férmula similar para |AU B UC], el cardinal de la unién
de tres conjuntos A, B, C.

Solucidn:

La primera parte se puede deducir facilmente usando el diagrama de Venn. Obsérve-
se que restamos |A N B| ya que cada elemento de AN B se estd contando dos veces en
la expresién |A| + |B.

Ahora, para la segunda parte del ejercicio, la unién A U B U C de tres conjuntos
podemos expresarla como una unién de dos conjuntos, es decir, AU (B U C). Por el
primer apartado, |[AU(BUC)| = |A|+|BUC|—|AN(BUC)|. Yaque AN(BUC) =
(ANB)U(ANC), resulta [AUBUC| = |A|+(|B|+|C|—|BNC|)—|(ANB)U(ANC)|.
Aplicando una vez més el primer apartado, se llega a |[AU BUC| = |A| + |B|+ |C| —
|JANB|—|ANC|—|BNnC|+|AnBNC.

Para la relacion binaria siguiente, estudie si es una relacién de equivalencia, y en caso
afirmativo obtenga una descripcién del conjunto cociente: R definida sobre R como
a Rb< a?—5a =b> — 5b.

Solucién:

Es inmediato comprobar que R es relacién de equivalencia sobre el conjunto R.
Fijado a € R, [a] = {b € R | a® — 5a = b? — 5b}. Determinemos en funcién de a
todos los valores posibles b € R tales que a? — 5a = b? — 5b. Esta igualdad equivale
a a? — b?> = 5a — 5b, es decir, (a + b)(a — b) = 5(a — b). Claramente una solucién es
b = a. Sib # a, podemos simplificar el factor comtin a — b, resultando a + b = 5,
con lo cual en este caso b = 5 — a. Por consiguiente [a] = {a,5 — a}. Nétese que
este conjunto consta exactamente de un elemento cuando a = 5 — a, es decir, cuando
a = % Geométricamente, [a] estd formada por todos los nimeros reales b tales que
f(a) = f(b) siendo f : R — R la aplicacién f(z) = x? — 5, es decir, todos los
elementos del eje X en los cuales la gréafica de f presenta la misma altura. Ahora se
comprenderd mejor por qué [%] = {%}, ya que en dicho punto se encuentra el vértice
de la pardbola representada por f.

Por consiguiente & = {{a,5 — a} | a € R}.

Dado el conjunto X = {1,2,3,4,5} y su subconjunto Y = {1, 2,3}, consideramos la
relacién de equivalencia siguiente definida sobre P(X): AR B < ANY =BNY.
Describa el conjunto cociente.

Solucién:

De nuevo es inmediato comprobar que R es relacién de equivalencia. A partir de
la definiciéon de R, vemos que sélo se tienen en cuenta los elementos que A y B
tienen en comun con el conjunto Y. Por tanto hay tantas clases de equivalencia como
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subconjuntos tenga el conjunto Y, es decir, 2/¥1 = 23 = 8. Ademés en cada clase de
equivalencia hay exactamente 21¥\Y1 = 22 = 4. Nétese que 8 -4 = 32 = |P(X)|. Por
ejemplo, [@] tiene como elementos a todos aquellos subconjuntos A de X tales que
ANY =@, con lo cual [@] = P({4,5}).

Para cada una de las relaciones de equivalencia siguientes definidas sobre el conjunto

R x R, dé una interpretacién é representacién geométrica del conjunto cociente:

1. (a,b)R(c,d) < a+ b= c+ d. Respuesta: La coleccién de todas las rectas del
plano de pendiente —1.

2. (a,b)R(c,d) < a®+b> = c® + d?. Respuesta: La coleccién de todas las circun-
ferencias del plano centradas en el origen de coordenadas.

3. (a,b)R(c,d) & |a|+|b| = |c|+]|d|. Respuesta: La coleccion de todos los cuadrados
del plano centrados en el origen de coordenadas cuyos vértices se encuentran en
los ejes de coordenadas.

2. EJERCICIOS APARECIDOS EN EXAMENES ANTERIORES

Indicar cual de las siguientes afirmaciones sobre conjuntos es verdadera:
1. SSACBy B¢ C entonces AZ C
2. Sia€e Ay A € B entonces {a} € B
3. Siae Ay A C B entonces {{a}} C P(B)
4. SiA€e By AC B entonces A= ¢
Solucién:
(1) es falsa, por ejemplo para A =@, B = {1},C = {2}.
(2) es falsa por ejemplo para A = {a,b} y B = {A}, pues {a} no aparece en la lista
de elementos de B.
(3) es verdadera, pues {{a}} € P(B) < {a} € B < a € B, lo cual es
consecuencia de las hipdtesis.
(4) es falsa por ejemplo para A = {1} y B = {{1},1}.

Sean f : R — Ry g: R — R dos aplicaciones tales que (go f)(z) = 162> — 1y
f(z) = 2x + 3. Entonces g(z) es igual a

a) 42?2 — 242 +35 b)8x2 -2 c¢) 642% +1920 4+ 143 d) 3222+ 1

Solucién: f es biyectiva y f~1(z) = % Por tanto g(z) = ((go f)o fH(x) =
(9o N(f M=) = (g0 /)(%32) = 16(*5°)* — 1 = 4a® — 24z + 35.

(Cudl de las siguientes definiciones de aplicacién es incorrecta?
1. f:N—=N,f(z)=2%— 80z + 1500,
2. fiN—N,f(z) = detlet2)
3. f:N=N,f(z)=(z+7)?- 13z,
4. f:N=N, f(z) = 2otd),
Indicacién: Obsérvese que el producto de tres ntimeros naturales consecutivos es
siempre miltipo de 3, y por otra parte que x(x + 5) es siempre un nimero par.
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Sea f : Z3 x Z¢ — Zs3 X Zg la aplicacién definida por f(a,b) = (b,2a). El conjunto
f*({(2,4)}) es igual a
a) 0 b){(2,2)} o {14} d){(22),(25)}

Solucién: Tenemos f*({(2,4)}) = {(a,b) € Z3 x Zg | f(a,b) = (2,4)}. Por tanto
a € Zs3,b € Zg y ademés (b,2a) = (2,4) en Zs X Zg, es decir, b =2 en Zz y 2a = 4
en Zg. Estas dos tltimas condiciones son b = 2 mod 3 y 2a = 4 mod 6. Por tanto
be{2,5}§Zﬁya:2€Zg.

En Z definimos la relacién de equivalencia Ry <= 9 | 22 — y?. El cardinal de Z/R
es

a)l b)4 ¢)6 d)9

Solucién: Vemos que tRy <= 2 = y?> mod 9, es decir, [22] = [y?] en Zg. Por
tanto hay tantas clases de quivalencia distintas como elementos distintos resulten al
elevar los elementos de Zg al cuadrado. Como [0?] = [0], [1%] = [1], [22] = [4],[3?] =

[0],[4%] = [7],[5*] = 7,[6%] = [0],[7?] = [4],[8%] = [1], deducimos que el conjunto
cociente consta de cuatro clases de equivalencia.
Dada la aplicacién f : N — Q definida por f(n) = Vn € N, entonces:
1. f es sobreyectiva y no es inyectiva.
2. f es inyectiva y no es sobreyectiva.
3. f es biyectiva.
4. f no es inyectiva ni sobreyectiva.

Solucién: f no es sobreyectiva, pues entre muchas razones validas podemos decir
que Vn € N, f(n) > 0, con lo cual —1 € Q carece de preimagen en N. Por otra parte,

[ sfes inyectiva: f(n) = f(m) = 55 =509 = n=m.

2n+1 )

Sea R la relacién binaria definida en Zg como a R b si y sélo si existe x € Zg tal que
a-x =b. Entonces
1. R es una relacién de equivalencia cuyo conjunto cociente consta de dos clases de
equivalencia.
2. R no es una relacién de equivalencia ya que no se verifica la propiedad transitiva.
3. R es una relacién de equivalencia cuyo conjunto cociente consta de cuatro clases
de equivalencia.
4. R no es una relacion de equivalencia ya que no se verifica la propiedad simétrica.
Solucién: Expresado en otros términos, nos estan diciendo que a esté relacionado
con b cuando a divide a b en Zg. La relacion de divisibilidad verifica las propiedades
reflexiva y transitiva. Sin embargo no se cumple la propiedad simétrica pues se verifica
que 1R0 pero no se verifica que 0R1. Por tanto la respuesta correcta es la del apartado
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