Tema 5: Fluctuaciones y equivalencia entre colec-
tividades

» Teoria de fluctuaciones. Formula de Einstein. Divergencias.
Opalescencia critica.

» Equivalencia macroscopica de colectividades.

Teoria de fluctuaciones. Formula de Einstein.

Nos proponemos ahora:

1. establecer relaciones fundamentales, como kT*Cy = <(E — (E>)2> :

entre las fluctuaciones (generalmente, dificiles de medir) de
magnitudes extensivas alrededor de las medias que caracteri-
zan el estado de equilibrio y otras magnitudes que, como Cl,
K, ... pueden medirse directamente;

2. demostrar que distintas colectividades conducen a resultados

“macroscopicamente equivalentes” y analizar las causas de este
hecho.

Este problema de la equivalencia puede plantearse como sigue:

% - . Q—-5

|

| Bafio .

Hemos construido 3 colectividades como modelos de sis-
temas en equilibrio. Son conceptualmente distintas, re-
presentando distintas situaciones fisicas.

s Contorno fisico es diferente
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= Los trabajos méaximos que se pueden obtener no van
a ser iguales en las tres

= En el caso de la microcanonica, la E es fija, mientras
que en las otras puede fluctuar. Tampoco las fluctua-
ciones van a ser las mismas.

Sin embargo, cuando uno puede olvidarse de estas dife-
rencias, conducen a resultados idénticos. Por ejemplo, se
obtiene la misma fisica al estudiar el gas ideal en cada
uno de los formalismos. Se plantea entonces:

= Demostrar que esto es cierto en general. Es decir, distintas co-
lectividades conducen a la misma fisica en el L'T; la descripcion
macroscopica es unica.

= Comprender por qué situaciones fisicas distintas resultan equi-
valentes en algun sentido.

La equivalencia macroscopica de las colectividades tiene mportancia
prdctica: si pueden aplicarse varias, elegiremos el tratamiento més
conveniente, ej, las matematicas mas sencillas.

El método tradicional de abordar este problema es muy intuitivo
y permite estudiar fluctuaciones, lo que es ciertamente interesante.
Este método no permite una demostracion completa, pero veremos
una alternativa rigurosa.

Fluctuaciones candénicas de la energia. Equivalencia canénica-
microcanénica.

La energia interna (es decir, un promedio en t), o energia media
entre los miembros de la colectividad canodnica es

Z E,,e_ﬁ Er

9 1
Y (N I _
S e B (@5 i )ET,N b=

r

U=(F)

con FE, los niveles accesibles. Diferenciando, manteniendo los E,
constantes:
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OU (5, e 58) (=%, E2ePEr) (5, E,e 58 ) (= %, E,e—0Fr)

o3 (x5, erery’

_ _ 2
_ZT Eze OB + ZT ET‘e BEx — <E2> + <E>2
e T\ e

Pero 3 =1/kT = dB = —dT/kT? luegodU /0B = —kT? (0U/OT)

y
oUu

<(AE)2> = <E2> - <E>2 =K <3—T> E,=const, vr

Por otra parte, E, = const., Vrr <=V = const. puesto que,
para un sistema dado en condiciones dadas (campos exteriores, etc),
el conjunto {E,} queda determinado por V.* Introduciendo la ca-
pacidad calorifica a V = const,”® Cy = (0U/IT),, , tenemos final-
mente (obtenida por Einstein):

(E?) — (E)* = KT?Cy.

Aspecto fundamental de esta férmula de Einstein: rela-
ciona las fluctuaciones de E, una magnitud microscopica,
con una magnitud macroscopica medible, Cy . Intuitiva-
mente razonable: a mayor capacidad calorifica, el sistema
es mas favorable a acumulaciones de energia en una region
a expensas de regiones vecinas.

49De hecho, E, = const., ¥r <= ‘sin trabajo exterior’. Mas concretamente, se vio:

Pav =~ {nr) dE,
n

T

para el trabajo medio realizado por uno de los miembros de la colectividad en un proceso
en el que se alteren los valores F,..

0Reservo “calor especifico” para la capacidad calorifica por particula, Cy = (9u/9T), ,
v =V/N, u=U/N, que es magnitud intensiva. “Calor molar” es la capacidad calorifica
por mol.
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Por otra parte, Cyy = (OU/JT),, es extensiva, luego <(AE)2> ~ N
y se tiene para la medida relativa de las fluctuaciones en la energia:

<(AE)2> NY2 1

By N N

Es decir, aunque la fluctuacion cuadratica media <(AE)2> es muy

grande (macroscopica), la amplitud de la fluctuacion comparada
con el valor medio es despreciable, por ejemplo, de un 1072 % si
N ~ 10?2, y tiende a cero en el LT,

Se sigue que, en el LT, el formalismo canénico conduce, de hecho,
a una situacion semejante a la representada por una colectividad
microcanodnica caracterizada por una energia U = (F) . Aunque E
es una variable en la canoénica, sus miembros se agrupan estrecha-
mente alrededor de (F) .

Con objeto de profundizar en esta propiedad, adoptamos otro punto
de vista. Supongamos que E es una variable continua (lo que es
buena aproximacion en el LT) y escribamos, como obtuvimos antes:

p(E)dE = e PEQ(F)dE.

Es decir, la densidad de probabilidad de que el sistema dado, como
miembro de una colectividad canodnica, tenga energia en intervalo
(E,dE) es producto del factor de Boltzmann, que decrece moné-
tonamente con F, y de la densidad de estados o degeneracion, que
crece monotonamente con E. Puesto que p (E) es integrable y aco-
tada, ha de presentar un extremo para cierto valor de E, E*, esto
es

ap e Q (B) g =0 = ap [In (e7Q)] p_p. =0
— S [-BE+InQy . =0
0lnQ (F) B
OF  |p_p- 7
Por otra parte, asumiendo S = kIn{) se sigue que la funcion
S(F)=kInQ (F) tiene la propiedad
J0S (F) _ 1 B
OF |p_y T ’

luego ha de ser £* = U.
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Es decir, el extremo E* es precisamente el méaximo U del que ha-
blabamos antes, independientemente de la naturaleza del sistema
dado. Sabemos ademés que este maximo es extraordinariamente
pronunciado, es decir, la energia E* = U es muchos (depende de
N) érdenes de magnitud més probable que cualquier otro valor, por
poco que difiera de U.

Con esta informacion, podemos investigar la forma de p (£) . Desa-
rrollamos p (E), o su logaritmo, alrededor de la posicion U de ese
maximo muy pronunciado:

Olnp(E
Inp(E) =In[eUQU)] + %

\

. (E-U)

~/

= 0 por ser U un extremo

1 9*lnp(E) 9
P (B-UP 4
20 0E? |y
_ 1 &*Inp(E)
~1In [e”Q(U)] + 5 a2 L (E—-TU)

Ademas, se tiene

In[e”YQ(U)] = —pU + I Q (U) = —BU + 5. —B(U —-T59)

k
v 0? 1 1
e ~BE -
Yo {ln [e""Q(E)]} T TRy

51En efecto, es

0 0 0 1
A _ -y _ . gkm(p)
3E {In [e?FQ(E)]} 8Elme +8Ean(E) ﬁ—f—k e ,

————
9S(E)

oE
-1
de donde 88—E22 {1n [e’ﬁEQ (E)]} = %azséf). Notando entonces (g—;)z = [(%)j y que
1 _ 0S(E)

la definicion 7 = =55~ ‘E:U permite definir 5 = op talqueT (U) =T, tenemos
9? - _ 10 1
ap= {In[e ﬁEQ(E)]}‘E:U _E{Q_E (1TE))}E_U
— 9E |~ —
- _% T(JlE)z [OT(E)} }E_U _#C_lv’ QED
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luego:

1

Inp(E)~—-3({U—-T8) — ———— (E —U)*
de donde
E-U)?
E) — o PEQ (E) ~ o BU-TS) _(
p(E)=e (E) ~e exXp 2kT2CY,

es decir, se trata de una gaussiana centrada alrededor del valor
medio U = (F) y con dispersion o anchura A = /2kT?CYy, .

En términos de la variable reducida E /U, la gaussiana esté centrada
en la unidad y tiene dispersion

V2KT?Cy -0 (N_1/2) -
U N — oo 7’
es decir, la distribucion p (E) se transforma en una funcion delta.

Problema: Conocida p (E), puede estimarse la funcion de parti-
ci6n canodnica usando la conocida relacion entre las dos colectivida-

des:
Zn (V,T) :/ e PPQ(E) dE:/ p(E)dE
0 0
00 2
Y —BU-TS) (£ -U)
~ e /0 exp —QszCV
= o AU=T9), JokT2Cy, / e " dz
= ¢ PU-TI) fonkT2C, .

Se sigue para la energia libre de Helmholtz:

dE

A= —kTnZy (V,T) ~ (U — TS) %kT In (20KT2CY)

Es decir, el resultado (termodindmico) A = U — T'S caracteristico
de un sistema macroscopico, con cada término de O (N), salvo un
término de O (In N), de modo que confirmamos c6mo no existen
diferencias entre los resultados en las dos colectividades en el LT.
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Equivalencia microcanénica-macrocanénica: A. Fluctua-
ciones en el niimero de particulas.

Por lo que respecta a la colectividad macrocanénica, su diferencia
con las otras es también mas conceptual que practica. Aunque N
y E son ahora variables, sus miembros se apilan de hecho, muy
estrechamente, con distribuciones tipo delta de Dirac en el LT, al-
rededor de los valores medios. En consecuencia, los resultados son
termodindmicamente equivalentes en el LT.

Para estudiar las fluctuaciones en N, recordemos que la probabili-
dad de que el sistema se encuentre en un estado (N, Fy) , es decir,

Caracterizado por Nr particulas y una energia Es; €S
ZNTe_ﬂEs

Drs = = )

=(z,V,T)

con
=(z,V,T) Z 2N BEs.

2z = eM* es la fugacidad (actividad para los quimicos) y u la
densidad de energia libre de Gibbs o potencial quimico. Se sigue

1 0
= Nyprs = = a_
o=z (),

[1]

:ZNr?prs ZNTPTS+ZN prs

| 1y

5 = 2= = =\ 2
52En efeceto, se comprueba z% (%za—;) = é (22 gz? + za—;) — é (za—;)



z

KT
<(AN)2> = kT (%‘?) - (64)

Este resultado es paralelo al canonico de Einstein. Muestra que la
fluctuacion cuadratica media <(AN)2> = <(N — (N))2> ~ N, de

modo que la fluctuacion relativa es

(av?)
(N) T JNN-x

confirmando lo anunciado.

Finalmente, notando que dz = —du, tenemos

o0,

Veamos algunas consecuencias importantes de (64). Cambiando N
(variable termodinémica) por (N) cuando no implique ambiguedad,
y recordando la compresibilidad isoterma,

1 /0V
Kr=——|=—
! V(@P>N,T’

que implica:3

oxy 1
o V,T - NnKp’
se tiene < >
(AN’ apP\ !

Esta ecuacion,® q relaciona fluctuaciones en el n° en la densidad
de particulas (dificil de medir) con la compresibilidad isoterma (de
facil medida), indica que un sistema muy compresible, como gas
diluido, para el que K7 es grande, serd mas favorable a grandes
fluctuaciones que, por ejemplo, un solido (pequeia Kr).>

53La ec. de Gibbs-Duhem du = vdP — sdT permite escribir (%) = v (9£) de donde,
T
usando la definicién de K, se sigue lo indicado. Puede verse también Balescu p.134.

54Puede referirse a la densidad de part. pues, al ser V = const, es (N) = V (n), etc.

5En presencia de estabilidad, g—; < 0 (el sistema disminuye su V al aumentar P), lo

que se traduce en K7 > 0, y esto es acorde con que <(AN )2> es necesariamente definido

positivo.
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Pero més importante es su implicacion en las proximidades del pun-
to critico de la transicion gas-liquido, por ejemplo.

P,

Las isotermas son entonces practicamente horizontales, de modo
que:

" [ap/aV]TﬁTC ~ 07
" Kpar, ~ 00y

= las fluctuaciones relativas en la densidad dejan de ser despre-
ciables (se hacen de orden unidad)

Estas fluctuaciones se pueden observar en la practica. Son las que
dan lugar a la formacion de gotitas de liquido (en el seno de un
vapor) al comienzo de la transicion gas—liquido, tal como se observa
en el fendmeno de la opalescencia critica puesto en evidencia por

Andrews (~ 1870) con CO,.
Resalto dos consecuencias importantes:

1. Este fendomeno s6lo puede ponerse en evidencia en el contex-
to del formalismo macrocanoénico; es decir, ciertas situaciones
fisicas pueden requerir el uso de una colectividad determinada.

2. La prueba desarrollada arriba para la equivalencia macrosco-
pica de las colectividades, basada en la naturaleza de las fluc-
tuaciones, no es valida en las proximidades de puntos criticos,
donde éstas divergen. La equivalencia sigue siendo cierta, pero
hay que desarrollar otra prueba sin esa limitaciéon como vere-
mos.
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B. Fluctuaciéon macrocanénica de la energia

Tenemos sucesivamente:?S

o= Olnz=
Es rs — T = -
Z P (@ﬁ) ( )W
(B% =S B, = =

((aB)) = () - E>2=(821“E)2V:7<8<E>)N

y, dado que df = —dT/kT? y (E) = U,

<(AE)2> = kT? <8U

) o

56Puede evitarse esta seccion, o dar solo el resultado, que es intuitivo
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Usando aqui la relacion termodinamica®”

2
o\ _ . L(ony [rou
oT z,V_ T o)y |\ON /)y ’
se sigue

ON oU
2\ _ ;2 o ov
(or)=irevvir (2) | ().,

Pero sabemos que:

(057) =t {1037 a1 (2)

5TEn efecto, dada @ = w (w,y, 2), se tiene

9w\ _ (9= | (9= (9=
oy /). o dy ), 0z Y oy ),
luego, en particular:

(8], [0, (), ()], oo () ()

Ademas,
S=- (g_A)N 1%
= @y == (%),
_ (0A )
H= (B_)T,V =

U = TdS — PAV + pdN = (%), =p+T (2),,

(v, = ),

Tomando ahora w — N (z,T,V), se sigue

ON
W ~(57),, (8 ()=
#
TNy (on o i
- <8'LL>T,V (8T>N,V+(a“)T,V'T (pues p = kT'In 2)

_ 1 (N g _ _ 1 {aN g
o T (W)T,v [H -T (ﬁ)z\r,v] = usando (**) = 7 (W)T,V (T)T’V

que, sustituido en (*), produce el resultado buscado.
Para ver (***), notamos que

@). (). (&), =G).--&).(),

luego, sustituyendo x — N, y — T, z — u, se tiene la equivalencia indicada.
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luego

(BB = (AP, (AN

canon macro

2
oU
ON ) v
Es decir, aparece un término extra para las fluctuaciones de la ener-
gia debido a que el numero de particulas también fluctia.

Podemos repetir aqui lo dicho para la magnitud relativa de las fluc-
tuaciones. En el equilibrio, en general, son pequenas, despreciables,
lo que es consistente con el pto de vista termodinamico que no ha-
ce mencion de ellas (de hecho, este andlisis justifica a posteriori el
olvido termodinamico de las fluctuaciones). También se sigue que
tal olvido no estaria justificado en el punto critico, donde la Termo
también da cuenta de ellas (diferencia esencial en la densidad de
las dos fases, gas y liquido, por ejemplo).
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Equivalencia de las colectividades (incluso en el punto cri-
tico)

Sea, como ejemplo, sistema clasico de N particulas confinadas en
region 3D, €2, de volumen Vg, con energia potencial de interac-
cion H' (¢, ..., @n) - Recordemos que la parte configuracional de la
funcion de particion candnica puede escribirse:

A—3N o—BVain(N)

1 . o A
Qo (N) = m/d(h---d(ﬂve pH

Z = A3NQ
PHes { i=—*1mz
(66)
y que se tiene en la macrocanoénica:
o0
Eo =) 2NANQq(N)=eM" 2 >0, (67)
N=0

y que uno dispone en el L'T de dos descripciones del mismo sistema
en términos, respectivamente, de las funciones limite:

a(n,T)= th aq, P(u,T)= Qll'm Po. (68)
Hemos demostrado que 3 a (n, 1), con buen comportamiento inde-
pendiente de la forma y tamano del sistema, para potenciales muy
generales, y la Termo nos ensena (ej., Callen 1960, cap 5) que la
condicién necesria y suficiente para que las dos descripciones sean

equivalentes es que estén relacionadas por una transformacion de
Legendre.

Vamos a demostrar como éste es el caso. Para eliminar dificulta-
des puramente técnicas, ilustro el caso de particulas con un nicleo
rigido. En este caso, Vo no puede contener mas de N, = n,,Vo
particulas, que corresponde al maximo empaquetamiento, y se tie-
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ne Qq (N) =0 para N > N,,, luego, combinando (66) y (67):

Nm m
efVala _ Z N=BVaaa(N) _ Z BN o =FVaaa(N)
N=0
. uN
:Ze (N =Vodq) Zexp{ﬁVQ [——aQ(N)]}
N=0
Definimos: N
A~ o, Iu— .
P10 = mgx {4~ ()} (69

y notamos que puede escribirse de ():°®

Vo P Vo P Vo P
eﬁﬂﬂgeﬁﬂﬂgnmvgeﬁﬂﬂ’
Ny,

luego

PQ < P < PQ -+ ﬁ—ln (TLmVQ)
Q

de donde se sigue que, si Py, tiene un limite bien definido para
(} — oo (cuando se anula el ultimo término), Py ha de tener el
mismo limite.

Vamos a demostrar que Py tiene limite. Sea @ (ny,,) el valor para la
méaxima densidad n,, del limite @ (n,T) en (68), cuya 3 establece
el teorema del LT. Definimos

P*(p)= sup {np—a(n)}

0<n<ny,

y probamos, por reducciéon al absurdo, que Py, tiende a P* para
) — o00. En efecto, por definicon, para un valor dado de p y algtin
§ >0, In; < n,y, tal que:™

58Puesto que la suma es de términos definidos positivos, ha de ser mayor que el mayor de
sus términos, pero menor que N,, veces (no. de sumandos) el término mayor.
%9Basta con elegir n; tal que sup {np —a} — [nip —a(ny)] <6
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P*(n) <mip—a(ny) + 9,
por ser el supremo (es decir el menor de los mayorantes), de modo

que (cambiando § por su mitad, es posible la igualdad):

nip —a(ny) > P*(u) — =9. (70)

Para () — oo, tomando una secuencia N tal que 1‘\/7_5; — ny, por el
teorema del LT, tenemos de (69) y (70):

, . . . N .
limg o <mfp0r debajo) Po(p) = égr;o (inf) mix {VQ,LL — ag (N)}

= max{nu —a(n)}

>np—a(ng) > P (u) — =0.

N —

Puesto que ¢ es arbitrariamente pequeno, el limite de Py no puede
ser menor que P* :

posibilidad que permite la

ultima ecuacion, 6= 0
P*-0/2 /

A 2

| |
P P*+

v

imposibilidad por reduccién
al absurdo con 0+ 0

Supongamos que el limite de P pudiera ser mayor que P*, es decir,
que pudiésemos escribir:

lim ( sup > Po () > P*(u) +6, paraalgind.  (71)
= \ por arriba
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Sea entonces una secuencia de regiones ) que tiende a infinito de
modo que ]‘\j—g — ng € [0,n,,|. Para esta secuencia, y puesto que

Py, esta definido como el maximo valor, podriamos escribir a partir
de (71) que:

No . ) 1
p—" — g (No) > P* (1) + =6
Vo 2

y, aplicando el teorema del LT, llegamos a que se tendria para
Q—o00:

i . 1
png —a(ng) 2 P (k) + 390,

que contradice la definicion de P*. Asi, los posibles valores limites
de P, son los que se indican en la figura anterior, es decir, P* es el
valor de Py (y, por tanto, de Pg) en el LT.

En definitiva, queda establecida la 3 de un limite (de la presion)
en el caso macrocanoénico y su equivalencia con el limite canoni-
co sup [nu — a(n)] supuesto que éste 3, lo que demostramos con
anterioridad.

Notemos también que se sigue, en particular:®°
P(p) =sup,[np—a(n)

a(p) =sup,[np—P(n)],

que es una transformacion de Legendre generalizada® que cumple
las condiciones necesarias para la equivalencia termodinamica: per-
mite generar una funcion a partir de la otra sin ambigiiedad (incluso
en un punto critico).

60F] supremo ha de tomarse aqui sobre el rango de valores en el que a o P estan definidas
y son positivas, es decir, n > 0, o bien —oo < p < oo, para un gas clésico con potencial
razonable.

6les decir, la 1%de las ecs anteriores es equivalente a P (1) = nu—a (n) en tanto en cuanto
a (n) tenga una primera derivada continua y estrictamente mondétona.
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Transformadas de Legendre

Una funciéon convexa es una funcion g(x) tal que ¢”(x) > 0. Se
define entonces una transformada de Legendre g(p) de g como

g(p) = zp — g(x) (72)

donde z(p) esta implicitamente definido como la raiz para p dada
de la ecuacion:
_ 9y

"~ Ox
La convexidad de la funciéon g garantiza que la ecuacion definiendo
z(p) puede resolverse para cualquier p que esté entre el maximo y

p (73)

el minimo de las derivadas de g. Esto garantiza que g(p) esta bien
definida.
Por lo tanto

P(p) = np —a(n)
es la trasformada de Legendre de de a(n) pues p = (%)T, y

a(n) = nu — P(u)

su transformada de legendre inversa. Ademas dado un n siempre
puedo calcular p y viceversa de forma que hay una relacion biuni-

-
N
—P(u)y

Esto no ocurre cuando tenemos, por ejemplo, un cambio de fase de

primer orden pues esta relacion no es biunivoca
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a(n)

>/ n - u
—P(W)

al calcular la inversa

a(n) = np — P(p)

se tiene que n = (‘g—fj) , no esté definida en ese punto.
T

debemos en estos caso utilizar una transformada de Legendre ge-
neralizada

P(u) = sup {np —a(n)}

Cuando no hay un cambio de fase coincide con la definicién usual
moviéndonos por diferentes n* el maximo de nu — a(n) ocurre para
el n tal que la recta nu es tangente a la curva a(n)

a(n) a(n)

L\ o

P

En los cambios de fase con la nueva definicion tenemos que todas las
pendientes comprendidas entre esas pendientes limites son validas
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