
Tema 10: Estadística de Fermi-Dirac

Gas ideal de fermiones degenerado; energía de Fermi,

potencial de Gibbs.

Gas relativista muy degenerado.

Enanas blancas: modelo de Chandrasekhar.

Magnetismo y gas de Fermi (paramagnetismo de Pau-

li, diamagnetismo de Landau, efecto Hass-van Alp-
hen).

Propiedades del gas electrónico en metales; coeficien-
tes de transporte.

Gas ideal de fermiones con fuerte degeneración; energía
de Fermi, potencial de Gibbs.

Un caso interesante del gas ideal cuántico ocurre para bajas T ’s
y/o altas densidades n, o (como vimos en las lecciones anteriores),

para

δ = ng−1

(
h2

2πmkT

)3/2

≫ 1.

Se dice que el gas está fuertemente degenerado, los efectos cuánticos

se manifiestan con intensidad, y es necesario estudiar por separa-
do los casos de fermiones y bosones; aquí nos interesa el gas de

fermiones fuertemente degenerado.

Si, con la densidad n = const, disminuimos T hacia 0oK, la dis-
tribución de fermiones tiende a minimizar la energía total, pero no

pueden acumularse en los mismos estados por el principio de exclu-
sión de Pauli, luego la distribución más favorable en 0oK consistirá

en la ocupación sucesiva de cada ‘nivel’ por g fermiones, empezando
por el de mínima energía.
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Energía de Fermi, ǫF : la del nivel más alto que se alcanza de

este modo suponiendo que el gas es ideal. Todo los niveles por
debajo de éste constituye el mar de Fermi.

En esta situación, el número medio de ocupación de los niveles es

〈npσ〉 =
1

eβ(ǫp−µ) +1
= Θ (ǫF − ǫp) para β → ∞ (T → 0oK) ,

(29)

con Θ la función paso de Heaviside:

〈npσ〉

1

ǫF ǫp

T = 0oK

(gas ideal)

Puesto que, para β → ∞ :

1

eβ(ǫp−µ) +1
=

{
1 si ǫp < ǫF y β → ∞
0 si ǫp > ǫF y β → ∞,

de modo que

ǫp − µ es

{
< 0 si ǫp < ǫF
> 0 si ǫp > ǫF ,

se sigue necesariamente que la función µ (T ) — es decir, la densidad

de energía libre de Gibbs o potencial químico — tiene la propiedad:

µ (T = 0oK) = ǫF

De la ecuación de estado para un gas ideal cuántico de fermiones:70

70Se sigue haciendo x = βǫ en el resultado obtenido en una lección anterior:

n (T, µ) = gΛ−3 2√
π

∫ ∞

0

dx
x1/2

exp (x− µ/kT )− θ
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n = α
∫ ∞

0 dǫ ǫ1/2

eβ(ǫ−µ) +1
= α

∫ ∞
0 dǫ ǫ1/2 Θ (ǫF − ǫp)

(30)

=
∫ ǫF

0 dǫ ǫ1/2 = 2
3ǫ

3/2
F ,

donde hemos usado el resultado (29) válido para T → 0oK (es
decir, suponemos n dada: N y V fijos). Se sigue que

n = 25/2πm3/2 1

(2π~)3g
2

3
ǫ
3/2
F =

g

6π2

(2m)3/2

~3
ǫ
3/2
F

luego la energía de Fermi es

ǫF =

(
6π2

g

)2/3
~2

2m
n2/3 (31)

y se tiene el momento de Fermi

pF ≡
√
ǫF
2m

=

(
6π2

g

)1/3

~ n1/3

para el caso no relativista.71

Si T es pequeña, pero finita, algunos fermiones pueden absorber

excitaciones térmicas para ‘abandonar el mar de Fermi’, es decir,
tener energías por encima de ǫF .

71Es decir un gas de fermiones en el 0 absoluto es bastante energético; por el PP, el
momento de cada fermión será grande, en general, lo que hace que el “gas de fermiones com-
plétamente degenerado” sea un buen modelo, al menos cualitativo, para algunas situaciones
físicas, como vemos a continuación, es decir es un modelo con mucha física.
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El número de ocupación 〈npσ〉 es entonces:72

Notar que 1 − 〈npσ〉 a T finita es como el reflejo de esta figura en
ǫF , y que

〈npσ〉 (1 − 〈npσ〉) =
exp [β (ǫ− µ)]

{exp [β (ǫ− µ)] + 1}2

será una especie de gausiana alrededor de ǫF con anchura de orden
kT. Es decir, la función paso característica del 0oK redondea las

esquinas, y este producto sólo es distinto de cero en un estrecho
dominio para T próxima a 0oK.

 0

 1

εF0

<np>

εp
 0

 1

εF0

1-<np>

εp
 0

 1

εF0

(1-<np>)<np> 

εp

kT

Para obtener las expresiones relevantes a T baja y finita hemos de
buscar un desarrollo apropiado para la integral

72La parte curvada en esta figura no es simétrica respecto de ǫF , como puede verse en las
expresiones que obtenemos luego.
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I =

∫ ∞

0

dǫ f (ǫ)
1

exp [β (ǫ− µ)] + 1

donde f (ǫ) es arbitraria con f (0) = 0. A T ’s suficientemente bajas
(gases suficientemente degenerados) puede escribirse, por ejemplo

(Sommerfeld):

I =

∫ µ

0

dǫ f (ǫ) +
π2

6
(kT )2 f ′ (µ) +

7π4

360
(kT )4 f ′′′ (µ) + · · · , (32)

donde las primas indican derivación. Vamos a verlo:

————————
Demostración:

Integrando por partes:

I = β

∫ ∞

0

dǫG (ǫ)
exp [β (ǫ− µ)]

{exp [β (ǫ− µ)] + 1}2 ; G (ǫ) =

∫ ∞

0

dη f (η) .

Haciendo ǫ− µ = x, y luego βx = y :

I = β

∫ ∞

−µ
dx G (x+ µ)

eβx

(eβx +1)
2 =

∫ ∞

−βµ
dy G

(
y

β
+ µ

)
ey

(ey +1)2 .

Suponiendo queG (ǫ) no varía apreciablemente en un ran-
go de energía ∼ kT, puede desarrollarse alrededor de

ǫ = µ (recordar la forma de 〈npσ〉 (1 − 〈npσ〉) a bajas
T ’s), y se tiene:
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I =

∫ ∞

−βµ
dy

∑

n≥0

1

n!

yn

βn
G(n) (µ)

ey

(ey +1)2

=
∑

n≥0

1

n!

1

βn
G(n) (µ)

∫ ∞

−∞
dy yn

ey

(ey +1)2

donde hemos reemplazado −βµ por −∞ puesto que esta-

mos a bajas T ′s (β → ∞) y el error es exponencialmente
pequeño. Notamos ahora que el cociente de exponencia-

les en el integrando es una función par,73 luego sólo las
potencias pares de y contribuyen,74 y puede ponerse

I =
∑

n≥0

1

(2n)!

1

β2n
G(2n) (µ) 2

∫ ∞

0

dy y2n ey

(ey +1)2 .

Para n = 0, es
∫ ∞

0 dy ey

(ey +1)
2 = 1

2
y, para n > 0, se tiene

integrando por partes:

∫ ∞

0

dy y2n ey

(ey +1)2 = 2n

∫ ∞

0

dy y2n−1 (e y + 1)−1

= 2n
(
1 − 21−2n

)
(2n− 1)! ζ (2n)

=
(
22n−1 − 1

)
π2n|B2n|

donde Bn son los números de Bernouilli.75

Finalmente,

I ≃
∫ µ

0

dǫ f (ǫ) +
∑

n≥1

2

(2n)!

(
22n−1 − 1

)
π2n|B2n| (kT )2n f (2n−1) (µ)

73En efecto, cambiando y → −y en ey / (ey +1)
2

:

e−y

(e−y +1)2
=

e−y e2y

(e−y +1)2 e2y
=

ey

[(e−y +1) ey]2
=

ey

(1 + ey)2

74La integral de un función impar en un intervalo intervalo simétrico simétrico es nula.
75Aqui hemos utilizado la conocida relación B2n = (−1)n−1(2n)!

22n−1π2n ζ(2n) n ≥ 1.
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cuyos primeros términos. producen (32) QED.

————–

Haciendo f (ǫ) = ǫ1/2, usando el resultado en la densidad n = αI1/2,
y llevando esto a la expresión de ǫF , se tiene finalmente76:

ǫF = µ

[

1 +
π2

8

(
kT

µ

)2

+ · · ·
]2/3

Pero (1 + x)−n = 1−nx+(2!)−1n(n+1)x2−· · · , luego, invirtiendo:

µ = ǫF

[

1 +
π2

8

(
kT

µ

)2

+ · · ·
]−2/3

≃ ǫF

[

1 − π2

12

(
kT

µ

)2

+ · · ·
]

de donde, haciendo µ ≃ ǫF + · · · , tenemos (indicando sólo hasta

segundo orden en T ) :

µ = ǫF

[

1 − π2

12

(
kT

ǫF

)2

+ · · ·
]

(33)

76Haciendo f (ǫ) = ǫ1/2 :

I1/2 =

∫ µ

0

dǫ ǫ1/2 +
π2

6
(kT )2

1

2
µ−1/2 + · · ·

=
2

3
µ3/2 +

π2

12

(
kT

µ

)2
µ3/2

︷ ︸︸ ︷

µ2µ−1/2 + · · · =
2

3
µ3/2

[

1 +
π2

8

(
kT

µ

)2

+ · · ·
]

Usando esto en (31), n = αI1/2, y llevando el resultado a la expresión de ǫF , (31), es

ǫF =

(
6π2

g

)2/3
~2

2m

α2/3

︷ ︸︸ ︷
[
25/3π2/3mg2/3

h2

] (
2

3

)2/3

µ

[

1 +
π2

8

(
kT

µ

)2

+ · · ·
]2/3

de donde se sigue lo indicado en el texto.
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que es un desarrollo válido para bajas temperaturas.

Otra información termodinámica se sigue de aquí y de la ecuación
P = P (T, µ) que habíamos derivado antes. Por ejemplo, Recordan-

do que es P = 2
3 ũ para todo gas ideal no-relativista77, se obtiene78

que, a T ′s bajas, el calor específico por partícula es

CV =
1

n

(
∂ũ

∂T

)

n

=
π2

2

kT

ǫF
k,

es decir, CV ∼ T para T → 0oK, que es comportamiento típico de

fermiones.79

77ũ = U/V es la densidad de energía. En efecto

ũ = U/V =
TS − PV + µN

V
= T s̃− P + µn

pero P = B(T )I3/2 (ecuación 26) luego derivando respecto a T sale s̃ = S/V =
1
V

(
∂PV
∂T

)

µ,V
= P

T + 3
2

P
T − µ n

T donde para el tercer término hemos usado la expresión de

n =
(

∂P
∂µ

)

T
en función de µ y T. De ahi se sigue el resultado ũ = 3

2P. Se tiene P = 1
3 ũ si el

gas ideal es relativista.
78En efecto, se tiene:

ũ =
3

5
nǫF

[

1 +
5π2

12

(
kT

ǫF

)2

+ · · ·
]

de donde, a T ′s bajas, se sigue el calor específico indicado

79De hecho vimos que para fonones (que son bosones) a T bajas el CV iba como T 3.
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Aplicación del gas de fermiones muy degenerado

Gas relativista muy degenerado.

Enanas blancas: modelo de Chandrasekhar.

Introducción

La primera aplicación de la teoría de Fermi fuertemente degenerado
es debida a R.H. Fowler (1926)80 que trata de explicar los distintos

tipos de evolución que han podido tener distintos tipos de estrellas
partiendo de la hipótesis de que se establece un estado de equilibrio

en su interior. Este desarrollo es completado por Chandrasekhar
(1939, Nobel 1983); con la adición de algunos hechos más recientes,

es todavía una descripción válida.81

En la segunda parte de esta (sub)lección revisamos la aplicación
del modelo de gas de Fermi degenerado y otros para comprender

propiedades de un conjunto de electrones en materiales.

Estrellas enanas blancas

A la hora de estudiar la evolución estelar remarcamos que la ob-

servación del sistema juega aquí un papel más difícil que en otros
estudios científicos:

80no confundir con el Nóbel W.A. Fowler.
81S. Chandrasekhar, Introduction to the Study of Stellar Structure, Univ. of Chicago Press,

Chicago 1939; Principles of Stellar Dynamics, Dover Pub., NY 1960 (existe un ‘Dover pa-
perback’, versión reducida de 1957).
Otras referencias interesantes:

R.J. Tayler, Stellar Evolution, Rep. on Progr. in Physics 31, 167 (1968)

J. Nuckolls et al, Laser-induced thermonuclear fusion, Physics Today, August 1973, p. 46

Huang p. 230; Pathria p. 243

W. Herbst & G.E. Assousa, Supernovas and Star Formation, Sci. Am. 241, 138 (1979)

H.A. Bethe, Supernova Mechanisms, Rev. of Modern Physics 62, 801 (1990)
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la escala temporal caracterícitica para las variaciones en las

propiedades del Sol es de miles de millones de años,

observaciones como las relacionadas con novas, supernovas,

etc. podrían ser accidentes más que etapas de una evolución
estándar, etc.

pero hay observaciones, como el esquema de Hertzsprung-Rusell(HR),
a las que se les atribuye un gran valor indicativo del proceso seguido

por una estrella típica:

El diagrama HR está caracterizado por dos parámetros:

◮ Brillo (ej., como el log de la luminosidad real — la aparente medida en la

Tierra corregida de la distancia a la estrella —) y

◮ Color (mediante un ‘índice de color’ — una relación entre medidas fotoeléc-

tricas de radiación emitida en bandas bien definidas del espectro, ej. en zonas ultra-

violeta, azul y amarilla — que, en condiciones normales — si radiasen como cuerpos

negros —, relacionado con T superficie estrella),

la mayor parte (∼ 90 %) pertenecen a una franja bien definida, se-
cuencia principal que implica cierta proporcionalidad entre brillo

y color (las blancas son brillantes, mientras que las rojizas son ma-
tes):
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∼ 10 % de excepciones:

prescindiendo de otros

detalles, estrellas gran

radio + brillantes de lo

que corresponde a su color

rojo, y otras pequeño

radio, gran densidad,

mates para su color blanco

Cómo interpretar este diagrama: ¿El 90 % es siempre de la secuencia
principal y por lo tanto unas difieren de otras en algo esencial que

las posiciona en dicha secuencia, o bien las estrellas son parecidas
y todas gastan el 90 % de su vida en la secuencia principal evo-

lucionando desde gigante roja hasta enana blanca, etc? Ya Rusell
proponía — aceptando la sugerencia de Kelvin (1861) — que las

estrellas evolucionan consecuencia (únicamente) de la energía gra-
vitatoria liberada en un lento proceso de contracción (gigantes rojas
→ secuencia principal → enanas blanas). Aceptable en el modelo

actual que, sin embargo, involucra mayor complejidad (otras fuentes
de energía, particularmente fusión, contracción del núcleo acompa-

ñada de expansión de capas más exteriores, etc.): esencialmente,
mediante sucesivos procesos de contracción gravitatoria, fusión, ex-

pansión debida a degeneración cuántica, etc, se puede pasar de gran
nube de hidrógeno a pequeña enana blanca, supernova, estrella de

neutrones, agujero negro:
De acuerdo con el el concepto observacional anterior, se admite la
siguiente secuencia de evolución estelar:
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Nube de hidrógeno homogénea (las moléculas se mueven al

azar). En un cierto momento se forma un núcleo más denso
que vence el movimiento aleatorio de las moléculas y empieza

un atracción gravitatoria. En este momento la nube inicial
(transparente) se hace opaca y aparece una tendencia hacia el

colapso gravitatorio, al principio rápido, y después más lento
debido a la aparición de gradientes de presión que se oponen
al colapso.

Aumenta la temperatura dendro del núcleo por bombardeo
de partículas que son aceleradas gravitatoriamente hacia el

núcleo. A la temperatura de 105 se produce la ionización del
H. El e− exterior salta. El núcleo es entonces un gas mezcla de

protones y electrones.

Sigue la concentración y aumentando la temperatura hasta

los 107 momento en el que la colisión entre protones es tan
violenta que se vence la repulsión culombiana y y aparecen las
interacciones fuertes originando la fusión nuclear H ⇒ He,

que es un proceso muy exotérmico donde se emiten muchos
fotones y neutrinos (que no colapsan gravitatoriamente), la

estrella se hace muy brillante (visible). Es una fase estable con
una gran emisión de energía y la estrella pasa la mayor parte

de su vida.

Como consecuencia de la presión de radiación, las capas más

externas tienden a expandirse y aparecen como más rojizas
(más frías) pero muy luminosas dando lugar a una gijante ro-
ja, pues consecuencia de la expansión alcanzan un gran tama-

ño. (Betelgeuse). La evolución de este proceso depende mucho
del tamaño de la estrella. Para tamaños grandes el proceso se

acelera, la estrella consume su combustible y muere antes

Cuando se ha consumido todo el H se frena la expansión y

vuelve la contracción y no hay nada que la detenga (no hay
combustible nuclear) sólo He. Se tiene entonces una enana

blanca (poco brillante)82

82Suponiendo que la masa y la temperatura son tales que no se pueden iniciar procesos
de fusión de átomos de He
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En este contexto se admite el siguiente modelo idealizado de

estrella enana blanca:

Temperatura central T ≈ 107 K, a la que corresponde una
energía térmica83 kT ≈ 103 eV, para la que todo el helio ha
de estar prácticamente ionizado.

Masa M ≈ 1033gr

Densidad de masa ρ ≈ 107gr/cm3. (Para el Sol, M y T son
comparables, pero su densidad es ρ ≈ 1gr/cm3.)

Si suponemos que toda la masaM es de helio (2e+2p+2n), podemos
suponerla formada por N electrones (de masa m) y N/2 núcleos de

helio (de masa 2mp + 2mn ≃ 4mp),
84 y se tiene

masa:

M ≃ Nm+
N

2
4mp = N (m+ 2mp) ≃ 2Nmp,

densidad de electrones:

n =
N

V
≈ M/2mp

M/ρ
=

ρ

2mp
=

107gr/cm3

3′4 × 1024gr
∼ O

(

1030electrones/cm3
)

,

momento de Fermi:

pF =
(
3π2n

)1/3
~ ≈ 1010 × 10−27 ∼ O

(
10−17gr cm/s

)
,

energía de Fermi:

ǫF = p2
F/2m ∼ O

(
10−7ergios

)
= O

(
105eV

)
,

83kT = (8,617385× 10−5 eV K−1) × (107 K) = 862 eV
84mn = 1,67493× 10−27 kg ≈ mp = 1,67262× 10−27 kg; me = 9,10939× 10−31 kg ≪ mp
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y temperatura de Fermi:

TF ≡ ǫF/k ∼ O
(
1010 K

)

Consecuencias: Puesto que

pF es comparable al momento (mc ≃ 9×1028gr ×3×1010cm/s

≈ 10−17gr cm/s) del electrón, y ǫF es comparable a la energía
en reposo mc2 del electrón, se sigue que la dinámica de los

electrones en la EEB es relativista;

aunque T está muy por encima de las temperaturas típicas en
la Tierra, es muy inferior a la de Fermi (TF/T ∼ 103), de modo

que el gas de electrones está fuertemente degenerado.

Estos hechos sugieren:

modelo idealizado de EEB: gas de Fermi muy degenera-
do (es decir, en el estado fundamental) formado por N

electrones relativistas que se mueven en el campo creado
por N/2 núcleos de helio, supuestos sin movimiento, que

proporcionan la cohesión gravitatoria;

así, los únicos efectos que esperamos son:

tendencia a la contracción gravitatoria hacia el centro de la estrella,

presión hacia afuera debida al gran momento medio que tienen los

electrones (presión de degeneración).

En una EEB tenemos un situación de equilibrio donde se compensan
esas dos tendencias antagónicas.
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Gas relativista de Fermi en el estado fundamental (es de-

cir, completamente degenerado)

La energía (cinética) de una partícula relativista, usando θ sin di-
mensiones tal que p ≡ mc senh θ :85

ǫ =
√

m2c4 + p2c2 −mc2 = mc2

{[

1 +
( p

mc

)2
]1/2

− 1

}

= mc2
[(

1 + senh2 θ
)1/2 − 1

]

= mc2 (cosh θ − 1)

y la velocidad:

u ≡ ∂ǫ

∂p
=

2pc2

2
√

m2c4 + p2c2
= c

p/mc
√

1 + (p/mc)2
= c tanh θ

Y, en el cero absoluto, la energía total del gas (suponiendo de-

generación g = 2 — como para electrones —, y una descripción
contínua — sistema macroscópico) es86

E0 = 2
∑

|~p|<pF

ǫ ≃ 2V

h3

∫ pF

0

ǫ 4πp2 d p

=
8πV m4c5

h3

∫ θF

0

senh2 θ (cosh θ − 1) cosh θ d θ

85el momento de una partícula relativista con velocidad u es p = mu√
1−(u/c)2

≡ muγ y la

energía cinética ǫ = mc2γ−mc2. De la definición de γ se tiene (uγ)2 = c2(γ2 − 1) = p2

m2 . De
esta última expresión multimplicando por c2 se tiene m2c4γ2 = p2c2 +m2c4. tomando raiz
cuadrada y sustituyendo en la expresión de ǫ da el resultado requerido.

86En espacio de momentos, para una partícula en una caja, la ec. de Dirac tiene la misma
solución que la de Scrödinger, luego la densidad de estados para un gas relativista es la
misma que para el caso no-relativista.
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y la presión (presión de degeneración):87

P0 ≡
1

3

N

V
〈p u〉0 =

2

3h3

∫ pF

0

pu 4πp2 d p =
8π

3h3

∫ pF

0

u p3 d p

=
8πm4c5

3h3

∫ θF

0

senh4 θ d θ

Usando las definiciones

x ≡ senh θF =
pF
mc

=
(
3π2n

)1/3 ~

mc
, (34)

A (x) = x
(
2x2 − 3

) √

x2 + 1 + 3 senh−1 x

88

B (x) = 8x3
(√

x2 + 1 − 1
)

−A (x)

se tiene

P0 =
πm4c5

3h3
A (x) , E0 =

πm4c5

3h3
V B (x) (35)

87Puede obtenerse P0 = −∂E0/∂V notando que θF (tq pF ≡ mc senh θF ) depende de V ;
de hecho, pF puede definirse: 2 V

h3

(
4
3πp

3
F

)
= N. Alternativamente, recuérdese que

P ≡ 1

3
ρ 〈u u〉 =

1

3

M

V
〈u u〉 =

1

3

Nm

V
〈u u〉 =

1

3

N

V
〈p u〉

para el caso no-relativista y que, para el relativista, todavía puede escribirse

P =
1

3

N

V
〈p u〉

aunque ahora es p 6= mu (p = mc senh θ 6= mu = mc tanh θ). En el cero absoluto,

〈p u〉0 =
2

∑

|~p|<pF
pu

2
∑

|~p|<pF
1

=
2V
h3

∫ pF

0
pu 4πp2 d p

N

de donde se sigue la expresión indicada.
88aquí senh−1 x es el arcsenh x.
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El comportamiento asintótico de las funciones A (x) y B (x) es:

A (x) =







8

5
x5 − 4

7
x7 +

1

3
x9 − 5

22
x11 + · · · , x≪ 1

{
no relativ.

mc≫ pF

2x4 − 2x2 + 3
(
ln 2x− 7

12

)
+ 5

4x2 + · · · , x≫ 1

{
relativista

mc≪ pF

B (x) =

{ 12

5
x5 − 3

7
x7 +

1

6
x9 − 15

176
x11 + · · · , x≪ 1, no relativ.

6x4 − 8x3 + 6x2 − 3
(
ln 2x− 1

4

)
+ 3

4x2 + · · · , x≫ 1, relativista

La ecuación (35) establece una relación funcional entre P0 y el radio
R de la EEB, supuesta esférica.89 El resultado es que, para una

masa M dada, P0 aumenta rápidamente al disminuir R, tanto si la
estrella es relativista como si no. Podemos entonces preguntarnos

por el estado en el que se compensa P0 con la presión debida a la
fuerza gravitatoria, si esto es posible. La condición es90:

89En efecto, puesto que x depende del volumen de la estrella —ver (34)—, se tiene: P0 =
P0 (n) = P̃0 (V ) = P̂0 (R) . La forma de la función se representa en Huang p.234, donde
también hay más detalles.

90En efecto, el gas uniforme de fermiones (es decir, la estrella) ejerce una presión P0 (n)
sobre las ‘paredes’ que implica un trabajo:

∫ R

∞

P0 4πr2 d r;

es decir, una caja o un ‘agente externo’ tienen que hacer el negativo de este trabajo para
comprimir la estrella desde un estado de densidad cero hasta un estado de densidad finita
(suponemos una esfera de radio R).

Es claro que este ‘agente externo’ es la interacción gravitatoria en la propia estrella, que
origina una energía de la forma −αGM2/R.

Si R es el radio de equilibrio, esta energía ha de compensar el trabajo hecho al comprimir
la estrella, de donde se sigue el resultado (36).

Notar que escribimos −αGM2/R para conseguir las dimensiones correctas: el sistema estrella
sólo involucra una masa y una longitud. La teoría no permite determinar α que ha de
ser α ∼ O (1) (no hay argumentos para esperar otra cosa); Galindo-Pascual escribe α =
3/5. (Estrictamente hablando, (36) define α; su contenido físico queda determinado por la
hipótesis de que es del orden de la unidad.)
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∫ R

∞
P0 4πr2 d r = −αG M2

R
(36)

con G la cte. de gravitación91 y α ∼ O (1) . Derivando respecto de

R :

P0 =
α

4π

G M2

R4
, (37)

relación que caracteriza nuestro modelo de EEB.

La condición de EEB, (37), ha de completarse con la dependencia
P0 (R). Veamos casos explícitos:

Si la T del gas de fermiones fuese mucho mayor que la de Fermi

(es decir, T ≫ 1010 K), el sistema puede aproximarse por el
gas (clásico) de Boltzmann, esto es, P0 = nkT, y se sigue

R =
2

3
αM

G mp

kT
.

pues M ≃ 2Nmp, y hemos usado n = N
V =

M/2mp

4

3
πR3

= 3M
8πmpR3 .

Este caso puede usarse para comparar pero, por supuesto, no

es aplicable a las EEB donde T ∼ 107 K.

En el caso no-relativista (x ≪ 1 =⇒ R ≫ 108 cm,92 esto es,
baja densidad para M dada), tenemos A (x) ≃ 8

5
x5, de donde

91G = 6,67259× 10−11 m3 kg−1 s−2

92En efecto, recordemos (34):

x =
pF

mc
=

(

3π2N

V

)1/3
~

mc
(38)

de donde se sigue con facilidad que

x







≪
∼
≫






1 =⇒ R







≫
∼
≪






108cm =⇒







caso no relativista

caso relativista
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P0 ≃
πm4c5

3h3

8

5
x5 (34)∝ n5/3 (38)∝ M5/3

R5
.

Usando esto en la condición (37):

R ≃ 3 (9π)2/3

40α

~2

G m m
5/3
p M1/3

∝ M−1/3

(donde es notable el cambio cualitativo respecto del caso clá-

sico arriba).

Si son importantes los efectos relativistas (x ≫ 1 =⇒ R ≪
108 cm, esto es, altas densidades), A (x) ≃ 2x4 − 2x2, y se
tiene:

R ≃
3
√

9π

2

~

mc

(
M

mp

)1/3
√

1 −
(
M

M0

)2/3

∝ M1/3

√

1 −
(
M

M0

)2/3

,

con la constante (con dimensiones de masa).

M0 =
9

64

(
3π

α3

)1/2
(~c/G)3/2

m2
p

.

Conclusión:

el tamaño de una EEB, definida como se indicó, disminuye al
aumentar su masa (las pequeñas son más densas),93 tanto si

el gas es relativista como si no;

no es posible tener una EEB con M > M0 (la ec. de equilibrio

no tiene soluciones reales).

M0 es el límite de Chandrasekhar ; resulta M0 ≈ 1033gr.

La teoría no puede precisar más pues se desconoce α.

Chandrasekhar llegó a estimar M0 = 5′75 (µe)
−2M⊙, donde

93Esto es consecuencia de dos efectos: por ser más pequeñas les corresponde mayor masa
y también menor volumen.
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no relativista

relativista                    

M0M

R

M⊙ ≃ 2 × 1033gr es la masa del Sol

µe es el grado de ionización del gas.

En la práctica, µe ≃ 2, luego se sigue M0 ≃ 1′44M⊙.

No se tiene noticia de la existencia de EEB mayores.

Según la teoría, la presión de degeneración P0 consecuencia del PP
no es suficiente para contrarrestar la tendencia al colapso gravita-
cional si M > M0, y el sistema sigue evolucionando (ver referencias

indicadas).

Conclusiones

Dependencia de R de la EEB con M ⇒ Las más pequeñas son

las más densas.

El hecho de que el gas sea relativista o no, no aparta nada

importante cualitativamente.
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Hay efectos cuánticos importantes ⇒ alta degeneración.

No es posible tener una EEB conM > M0 pues no hay solución
para R. Si M > M0 la presión de degeneración no es suficiente

para evitar el colapso gravitacional por esto no tiene soluciones
reales

Hipótesis simplificatorias

Nuestro modelo es un sistema de fermiones relativista muy de-
generado. Hemos supuesto que los núcleos de He se encuentran
en reposo y que por tanto su movimiento no va a influir en la

dinámica del sistema. Sim embargo las temperaturas son tan
altas que la energía cinética de estos núcleos será muy alta

luego modelos más realistan deben incluir el efecto del movi-
miento de los núcleos.
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Figura 1: Masa versus radio. La curva discont. se sigue de las consideraciones
de degeración no-relat. de Fowler: el radio para la configuración de equilibrio
disminuye, pero sólo se hace cero para masa infinita. En este caso, una estrella
de cualquier masa puede confortablemente equilibrarse en el estado EEB. Esto
no ocurre para configuraciones completamente degeneradas. (Dibujo del propio
Chandrasekhar.)

Tampoco se ha incluido las posibles interacciones en nuestro
sistema, por ejemplo, que dan lugar a pares e−e+ −→

decae
γ, ν,

que influyen en la dinámica de la estrella. También choques
fotón-e−2, el decaimiento de los plasmones (ondas energéticas

de los plasmas).

Estos sistemas aunque muy masivos, sin embargo no impiden
el escape de neutrinos, luego va a haber pérdidas energéticas

grandes que no se han tenido en cuenta.

También estamos suponiendo que la estrella es una esfera ho-
mogénea de masa pero experimentalmente se muestra una dis-

tribución no homogénea de de masa.

Estamos suponiendo que el gas de e− es ideal, que no lo es,
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máxime cuando estamos viendo que la densidad es muy gran-

de.

Quitando estas limitaciones se admite que la teoría de Chandra-

sekhar es válida hasta ahora, y que la evolución de una estrella
depende de forma esencial de su masa, aunque se desconoce el me-

canismo de esta dependencia. Se admiten además otros tipos de
volución:

A Hay estrellas muy pequeñas con una densidad muy alta en el

centro que contrarestra el colapso. Esto ocurre si no se alcanza
una temperatura para la que se inician otros procesos de fusión.

Si esto no ocurre la presión de degeneración es tan grande que
frena el colapso y la estrella acaba enfriándose poco a poco

(M = 0,09M◦· ).

B La estrella vive más si su masa es mayor pero por debajo del lí-

mite de Chandrasekhar. Esto no va a ser una situación estática
pues hay una tendencia al colapso. En este proceso la tempera-
tura sigue aumentando hasta llegar a una Tc = 2×108 ◦K, a la

cual los núcleos de He empiezan a juntarse para formar núcleos
de C que implica un proceso exotérmico que emite energía que

puede superar la emisión superficial (estrella activa) hasta que
se agota el He. En este momento colapsa, aumenta la densidad,

aumenta la degeneración y aumenta la presión de degeneración
frenando el colapso, acabando en una enana blanca y se enfría.

C si la estrella tiene una masa mayor que la del sol, sigue la

concentración de masa y sigue aumentando la temperatura in-
terior hasta que llega a 6 × 108 ◦

K donde comienzan nuevos

procesos de fusión, formándose átomos más pesados hasta que
se agota el combustible nuclear, y empieza de nuevo el colapso.

Pero ahora tenemos nada más que átomos de hierro que difí-
cilmente se combinan. La presión de degeneración no puede

entonces frenar el colapso y colapsa el centro de la estrella y
las capas exteriores explosionan hacia fuera (explosión de su-
pernova) (ver figura) mientras que el centro se hace cada vez

más denso de forma que al final sólo nos quedan neutrones.
La explosión de las capas más externas se hace a una veloci-
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dad muy grande. Estos procesos son bastantes corrientes. En

el siglo pasado se han fotografiado unas 50 supernovas.

Figura 2: [2] Supernova 1986J en la galaxia NGC891. Extraordinariamente
luminosa se estima que la explosión ocurrió a finales de 1982 (incertidumbre
de 8 meses). La estrella madre tenía probablemente una masa 20 ó 30 veces la
del Sol. Se expande con velocidad media inferior a unos 15.000 km/s

Cuando las ondas de choque se desplazan por el universo se encuen-
tran zonas no homogéneas que se deforman llegando a envolver zo-
nas de gases interestelares comprimiéndolos y dando lugar a nuevas

estrellas en las cuales se encuentran todos los elementos. En 1054
en la nebulosa cangrejo se describe una de las primeras supernovas

descritas. Hoy se encuentra en esa zona del espacio una nube de gas
interestelar que se desplaza a una velocidad de unos 1000km/seg;

retrotrayéndonos en el tiempo con esta velocidad se obtiene la fecha
de la explosión (1054).

Las estrellas de neutrones (el núcleo residual de la supernova) son
muy pequeñas y son miles de millones de veces más pesadas que
las enanas blancas. Estas estrellas de neutrones giran muy rápida-

mente y como hay campos magnéticos muy intensos se emite una
de frequencia muy grande que se llama pulsar. Para las estrellas

de neutrones la velocidad ecuatorial ha de ser el 13 % de la velo-
cidad de la luz por R ∼ 10km y una densidad miles de millones

de veces mayor que la densidad de las enanas blancas. Las estrellas
de neutrones son inestables y se piensa que siguen contrayéndose
colapsando y dando lugar a los agujeros negros.
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Otras aplicaciones del gas de electrones

Magnetismo y gas de Fermi: paramagnetismo de Pau-

li, diamagnetismo de Landau, efecto Hass-van Alphen.

Propiedades del gas electrónico en metales: calores es-
pecíficos; efectos magnéticos; coeficientes de transpor-

te, número de Lorentz.

Introducción

Las propiedades magnéticas de la materia son consecuencia esen-
cialmente de los electrones (libres o ligados), de sus momentos mag-

néticos94 luego el estudio de las propiedades magnéticas de un gas
(ideal) de electrones es relevante en este contexto.

Electrones en presencia de un campo, tanto si son libres como si
están ligados a los átomos, presentan dos efectos importantes con-

ceptualmente distintos:

tienden a describir órbitas (en un plano perpendicular al cam-
po) cuantizadas, lo que origina diamagnetismo, caracteriza-

do por susceptibilidad,

χ ≡ ĺım
H→0

∂Mz

∂H ,

negativa; ~M =
(
Mx,My,Mx ≡M ~H

)
es la magnetización con

que responde el sistema al campo aplicado;

sus espines tienden a alinearse con ~H, originando paramag-
netismo, con χ > 0.

94El núcleo influye poco, salvo en formación de la ψ electrónica, pues resulta pesado para
tener mm orbital apreciable y el intrínseco es unas 10−3 veces el del electrón.

141



(Además, si H muy intenso y baja T, χ manifiesta comportamiento

oscilatorio.)

Estos efectos coexisten en los sistemas reales, que manifiestan el
resultado de la competencia, pero pueden imaginarse independien-
tes (lo que simplifica su estudio) si la interacción espín-órbita es

despreciable.

Otras aplicaciones del gas de electrones: Paramagnetismo
de Pauli

El paramagnetismo “clásico” (es decir, en el contexto de la estadísti-
ca de Maxwell-Boltzmann) se dice de Langevin. Suponiendo además
que el momento intrínseco de la partícula puede ‘tomar cualquier

orientación en el espacio’, que tampoco es realista, vimos (en la lec-
ción de magnetismo clásico) que la teoría de Langevin describe muy

bien el comportamiento de muchas sustancias a T ′s altas. Todavía
mejora la situación suponiendo el espacio cuantizado en el sentido

usual.

Se obtiene en este caso:

Mz = nµ̄BJ (x) , x ≡ µ̄H
kT

con n =densidad de partículas, µ̄ = gµBJ, g =factor de Landé,
µB =magnetón de Bohr, J =no cuántico de momento angular total,
BJ (x) =función de Brillouin.

Esto implica el comportamiento de χ fuertemente condicionado por

T :

(1): T ′s altas, χ = C/T, con C =cte. de Curie, de acuerdo con
experimentos a T ‘suficientemente alta’;

(2): T ′s bajas: si x crece, BJ (x) → 1, luego se tiende al estado de
saturación magnética:
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Mz = nµ̄ = ngµBJ =⇒ χ = 0

(pues la agitación térmica es despreciable, y casi todos los
momentos magnéticos estarán orientados en dirección de ~H).

Pero la situación 2, a bajas T ′s, no se observa en metales: con

generalidad, el paramagnetismo se hace independiente de T
(aunque sí depende de la densidad n) al ir disminuyendo la T.

Tampoco se tiende al estado de saturación magnética.

Pauli (1927) explicó este desacuerdo como consecuencia de que los
electrones de conducción de metales alcalinos constituyen un gas

de Fermi muy degenerado. Incluso suponiendo que el gas es ideal,
el resultado es entonces acorde con los datos.95 Veámoslo:

El hamiltoniano de un electrón libre no-relativista en campo mag-
nético externo, ~H es

1

2m

(

~p+
e

c
~A
)

− ~µ · ~H

con ~µ el operador momento magnético intrínseco del electrón (∝
operador de espín). El primer término origina diamagnetismo, como
veremos luego. Para tener en cuenta la contribución paramagnética

restante, sean N fermiones libres de espín ~/2 y energía

ǫ =
p2

2m
− ~µ · ~H

En estas condiciones, ~µ paralelo o antiparalelo a ~H, luego ~µ· ~H = µ̄~σ·
95El momento medio de los electrones es siempre muy alto, propiedad del gas de Fermi

incluso en el 0 K, consecuencia del PP (tenemos como mucho que la mitad de los espines
apuntan en la dirección del campo), por lo que no puede alcanzarse saturación magnética: si
dos electrones están en el mismo estado, es imposible que tengan sus espines en la dirección
~H. Por lo tanto, ha de esperarse una susceptibilidad límite, χ0, que será independiente de T
aunque probablemente con fuerte dependencia en la densidad del gas (ǫF ).
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~H (donde los valores propios de ~σ · ~H son σH con σ = ±1
2) y pueden

distinguirse dos tipos de partículas en el gas con energía respectivas

ǫ =
p2

2m
± µ̄H

{
−paralelos
+antiparalelos

y procede estudiar esta ‘mezcla’:

Sin necesidad de llegar a hacer un tratamiento general, podemos
concluir acerca de los caso extremos de mayor interés:96

◦ en el cero absoluto,

e. total ǫ ≤ ǫF

e. cinética 0 ≤ p2

2m
≤ (ǫF ± µ̄H)

momento 0 ≤ p ≤ [2m (ǫF ± µ̄H)]1/2

donde ahora (+) es para paralelos y (-) para antiparalelos Así,

el # partículas de cada tipo (# estados ocupados en el cero
absoluto) viene dado en función de los parámetros del sistema

como:97

N± =
4π

3

V

h3
[2m (ǫF ± µ̄H)]3/2

de donde el momento magnético del gas en 0◦K es

M = µ̄
(
N+ −N−)

=
4πµ̄V (2m)3/2

3h3

[

(ǫF + µ̄H)3/2 − (ǫF − µ̄H)3/2
]

96En el átomo de T-F , escribíamos que la máx energía de un electrón en el nivel de Fermi
es ǫmáx = ǫF − eϕ, mientras que aquí escribimos ǫmáx = ǫF = p2�2m ± µ̄H. Esto es, un
factor externo (H) cambia el nivel de Fermi, mientras que el interno ϕ debido al núcleo no
lo cambia. (De hecho, ǫF la tenemos definida para un sistema sin interacciones mutuas, y ϕ
las contiene.)

97Recordad que, puesto que los valores propios del momento son px = (h/L)nx, con
nx = 0,±1,±2, . . . , a cada celda de una red cúbica le corresponden L3/h3 = V/h3 estados.

Luego N =
∑

p± 1 ⇒ N± = V
h3

∫
d~p = 4πV

h3

∫ p±

0
p2dp, que da el resultado requerido.
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que implica la susceptibilidad por unidad de volumen:98

χ0 = ĺım
H→0

∂

∂H

(
Mz

V

)

=
4πµ̄V (2m)3/2

3h3
ĺım
H→0

{
3

2
µ̄

[

(ǫF + µ̄H)1/2 + (ǫF − µ̄H)1/2
]}

=
4πµ̄V (2m)3/2

h3
ǫ
1/2
F =

3

2
µ̄2 n

ǫF

que no depende de la temperatura, sólo de la densidad y de ǫF
y por lo tanto el PP da un límite inferior a la suceptibilidad

como en experimentos reales.

◦ a temperaturas altas, sin embargo, sistema se comporta

como gas de Boltzmann (estadística de Maxwell-Boltzmann),
y se sigue lo obtanido ya en contexto de paramagnetismo de

Langevin, es decir,Mz = N
(
µ̄2/3kT

)
(1 + 1/J)H luego, para

J = 1
2 , es Mz = Nµ̄2H�kT, de donde:

χ∞ =
nµ̄2

kT
=

C
T
, C = nµ̄2�k.

Termodinámica

Sea n±p = # partículas con momento ~p cuyo momento magnético

es paralelo (antiparalelo) al campo. La energía total del gas es

98En la última igualdad aquí hemos usado que

ǫF =
(

6π2

g

)2/3
~
2

2mn
2/3

g = 2

}

=⇒ ǫ
3/2
F =

6π2

g

~3

(2m)3/2
n =⇒

ǫ
1/2
F =

n

ǫF
3π2 ~3

(2m)
3/2

=
3

2

n

ǫF

h3

4π (2m)
3/2
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E =
∑

~p

[(
p2

2m
− µ̄H

)

n+
p +

(
p2

2m
+ µ̄H

)

n−p

]

=
∑

~p

p2

2m

(
n+
p + n−p

)
− µ̄H

∑

~p

(
n+
p − n−p

)

=
∑

~p

p2

2m

(
n+
p + n−p

)
− µ̄H

(
N+ −N−)

y la función de partición se sigue de

Z =
∑

N=N++N−=
∑

~p n
+
p +

∑

~p n
−
p

n±
p =0,1

exp (−βE)

que puede calcularse fijando N+ (que fija N− = N−N+), sumando

sobre todos los posibles n±p , y sumando sobre N+, desde N+ = 0
hasta N+ = N, es decir,

Z =
N∑

N+=0









eβµ̄H(2N+−N)









∑

n+
p

(
∑
n+

p =N+)

e−β
∑

~p
p2

2mn
+
p

















∑

n−
p

(
∑
n−

p =N−)

e−β
∑

~p
p2

2mn
−
p

















= e−βµ̄HN
N∑

N+=0

[

e2βµ̄HN+

Z0

(
N+

)
Z0

(
N −N+

)]

donde

Z0 (N ) =
∑

np=0,1
(
∑
np=N )

e−β
∑

~p
p2

2mnp ≡ exp [−βA0 (N )]

representa la función de partición de un gas ideal de Fermi de N
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partículas ‘sin espín’ de masa m, y A0 (N ) es la energía libre de

este sistema ficticio.

Tomando logaritmos:

1

N
lnZ (N) = −βµ̄H+

1

N
ln

N∑

N+=0

exp
[
2βµ̄HN+ − βA0

(
N+

)
− βA0

(
N −N+

)]

︸ ︷︷ ︸

≡ f(N+)

Las propiedades de la distribución f (N+) nos son familiares.99 Se
tiene

1

N
lnZ (N) = −βµ̄H +

1

N
ln f

(
N+

)

donde N+ es el valor de N+ que hace f (N+) máximo.

El número medio de part con espín paralelo en el estado de equili-
brio, N+, se sigue de la condición de máximo100,

2µ̄H−
[
∂A0 (N+)

∂N+

]

N+

−
[
∂A0 (N −N+)

∂N+

]

N+

= 0,

que equivale a101

µ0

(
N+

)
− µ0

(
N −N+

)
= 2µ̄H

99El logaritmo de esta suma es igual al logaritmo del término mayor salvo contribuciones
de O (lnN) , luego despreciables para sistema macroscópico (N ∼ 1022) y en el límite-
Termodinámico. De hecho, puede interpretarse el sistema en la macrocanónica debido a la
∑N

N+=0 . En estas condiciones, hemos mostrado que la aproximación es rigurosamente válida
para sistemas macroscópicos.

100Puede comprobarse que esta ecuación sólo tiene una solución real entre 0 y N, que
corresponde a un máximo.

101En efecto:

∂A0 (N −N+)

∂N+
=
∂A0 (N −N+)

∂ (N −N+)

∂ (N −N+)

∂N+
= −∂A0 (N −N+)

∂ (N −N+)
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con µ0 (N ) el potencial químico del sistema ficticio.102

Conocido N+, la magnetización se sigue (N− = N −N+) de

M = µ̄
(
N+ −N−)

≡ µ̄Nr, (con el parámetro 0 ≤ r ≤ 1)

es decir,

N+ =
1 + r

2
N, N− =

1 − r

2
N,

y se tiene

µ0

(
1 + r

2
N

)

− µ0

(
1 − r

2
N

)

= 2µ̄H

Para H = 0, no hay dirección preferida por los espines, luegoM = 0
y r = 0 =⇒ si H suficientemente pequeño, puede desarrollarse

alrededor de r = 0 para escribir:

µ0

(
N

2

)

+

(
1 + r

2
− 1

2

) [
∂µ0 (xN)

∂x

]

x= 1
2

+ · · · − µ0

(
N

2

)

−

(
1 − r

2
− 1

2

)[
∂µ0 (xN)

∂x

]

x= 1
2

+ · · · = 2µ̄H

102Se está imaginando el sistema real como una mezcla (termodinámica) de componentes
+ y − con intercambio continuo de partículas. Se puede llegar a la misma conclusión por
tanto igualando los potenciales químico en el equilibrio: µ+ = µ−. Pero

ǫ =
p2

2m

{
+µ̄H (antiparalelo) (N− partículas)
−µ̄H (paralelo) (N+ partículas)

luego la variación de energía interna por partícula (o potencial químico) en un campo H es

µ+ =

µ partículas sin espín

µ0

(

N+
)

− µ̄H (paralelas)

µ− = µ0

(

N−
)

+ µ̄H (antiparalelas)

y se sigue lo indicado
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de donde103

χ =
1

V
ĺım
H→0

∂M

∂H =
2µ̄2n

[
∂µ0(xN)

∂x

]

x= 1
2

que es una expresión general para la suceptibilidad.

Para hacer explícito este resultado, hay que usar aquí la expresión
adecuada para el potencial químico del sistema de partículas sin

espín; en particular, se tiene

cerca del cero absoluto (µ ≃ ǫF ), de modo que,104 al hacer

T → 0K:

χ0 =
3

2
µ̄2 n

ǫF

que es no-nula e independiente de T (pero depende de n), que

103En efecto, se tiene

r → 2µ̄H
[

∂µ0(xN)
∂x

]

x= 1
2

para H → 0,

luego

M = µ̄Nr → 2µ̄2NH
[

∂µ0(xN)
∂x

]

x= 1
2

para H → 0

y se sigue lo indicado.
104En efecto, es

µ ≃ ǫF =

(
3N

4πgV

)2/3
h2

2m

luego se tiene para el sistema ficticio (g = 1, y cambia N → xN):

µ0 (xN) = x2/3

(
3N

4πV

)2/3
h2

2m

y para el sistema real (g = 2)

ǫrealF =
1

22/3

(
3N

4πV

)2/3
h2

2m
.

Así:
[
∂µ0 (xN)

∂x

]

x= 1
2

=
2

3

[

x−1/3
]

1/2
︸ ︷︷ ︸

24/3/3

(
3N

4πV

)2/3
h2

2m
=

22

3
ǫrealF

y se sigue:

χ0 =
2µ̄2n3

22ǫrealF

=
3

2
µ̄2 n

ǫrealF
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es un resultado que ya habíamos obtenido antes mediante otras

consideraciones.

a T ′s bajas, pero finitas, es

µ ≃ ǫF

[

1 − π2

12

(
kT

ǫF

)2

+ . . .

]

y se sigue que

χ ≃ χ0

[

1 − π2

12

(
kT

ǫF

)2

+ . . .

]

para discutir T ′s mayores, recordemos (tema gases ideales cuán-
tico, lección 41) la ecuación de estado paramétrica para el gas
ideal de fermiones:

n = gΛ−3 2√
π

∫ ∞

0

dx
x1/2

exp (x− µ/kT ) − θ

=
g

Λ3

(

z − z2

23/2
+

z3

33/2
+ · · ·

)

,

donde la segunda igualdad es para z ≡ eµ/kT ≪ 1. En conse-

cuencia,

• si T → ∞ :

z = eβµ ≃ Λ3

g

N

V
=⇒ µ ≃ kT ln

(
NΛ3

gV

)

.

Así, para el sistema ficticio con g = 1 es: µ0 (xN) ≃
kT ln

(
xNΛ3�gV

)
, de donde
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[
∂µ0 (xN)

∂x

]

x= 1
2

=

[

kT
1

xNΛ3�gV

(
NΛ3

V

)]

x= 1
2

= 2kT

y se sigue la ley de Curie,

χ∞ =
nµ̄2

kT

• si T es alta, pero finita, es apropiado quedarse con más
términos en el desarrollo de n y se tiene

χ = χ∞

(

1 − nΛ3

25/2
+ · · ·

)

,

que indica explícitamente la dependencia en n y T.

Diamagnetismo de Landau

El diamagnetismo es consecuencia de la libertad de movimiento que

tienen los electrones en presencia de un campo magnético. Pero (T.
de Bohr-van Leeuwen) la teoría clásica es incapaz de explicar efec-

tos magnéticos, luego ha de estar asociado a fenómenos cuánticos.
Landau (1930): asociado con cuantización órbitas de partículas car-
gadas en presencia de ~H, es decir, con el hecho de que la Ecinética de

las partículas asociada con el movimiento ⊥ a ~H no puede tomar
cualquier valor. Esta circunstancia =⇒ χ adicional a la paramag-

nética, cualitativamente semejante a ésta, pero negativa.

Sea un gas de electrones libres, salvo que interaccionan con ~H, sin
espín (ya conocemos las consecuencias de este grado de libertad),

confinado en volumen V. Con notación usual, el hamiltoniano es

H =
1

2m

(

~p− e

c
~A
)2

+ ϕ (~r) .
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Resolviendo ec. de Schrödinger(ver [1] en la bibliografia), sus valores

propios son105

ǫ (j, pz) =
e~H
mc

(

j +
1

2

)

+
p2
z

2m
, J = 0, 1, 2, . . . (39)

con degeneración

g = LxLy
eH
hc

Veámoslo: g niveles cuando H = 0 se transforman en un solo

ǫ (j, pz) cuando H 6= 0.

Puede estimarse:
105La interpretación de (39) es que el movimiento del electrón puede descomponerse en:

·dirección z (la de ~H): movimiento con momento pz; está cuantizado, pero la separación de
niveles es despreciable para sistemas macroscópicos y no produce efectos interesantes;

·plano (x, y) : describe círculos bajo acción de la fuerza de Lorentz que origina velocidad
angular constante ω = eH�mc. La energía asocida está cuantizada en unidades ~ω =
e~H�mc.
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g =

∫ ∫

en un círculo

dnx dny =
p= h

Ln

LxLy
h2

∫ ∫

e~H
mc j≤

p2
x+p2

y
2m ≤ e~H

mc (j+1)

d px d py

(integrando en coordenadas polares)

=
LxLy
h2

π

[

2m
e~H
mc

{(j + 1) − j}
]

= LxLy
eH
hc
,

que es una medida de la libertad que tiene la partícula para aco-
modar el centro de su órbita en el área LxLy del espacio físico.

La función de partición macrocanónica es106

ln Ξ =
∑

ǫ

ln
(
1 + z e−βǫ

)
=

∞∑

j=0

∑

pz

g ln
[

1 + z e−βǫ(j,pz)
]

=

∫ ∞

−∞
d pz

Lz
h
LxLy

eH
hc

∞∑

j=0

ln
[

1 + z e−βǫ(j,pz)
]

=
V eH
h2c

∫ ∞

−∞
d pz

∞∑

j=0

ln
[

1 + z e−βǫ(j,pz)
]

(40)

y se tiene para el # electrones en equilibrio (pues estamos en la

macrocanónica):

N ≡
[

z
∂

∂z
lnΞ

]

H,V,T
=
V eH
h2c

∫ ∞

−∞
d p

∞∑

j=0

z e−βǫ

1 + z e−βǫ
︸ ︷︷ ︸

1

z−1 eβǫ +1

Implicaciones:

106donde la densidad de estados en el espacio de momentos en el eje z es Lz/h.
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T ’s altas: N es finito luego, a T ’s altas, cuando tienden a

ocuparse los estados con nocuántico j alto, es necesario z ≪ 1
para asegurar convergencia.107 Entonces108

Se tiene sucesivamente que:

lnΞ ≃ V eH
h2c

∫ ∞

−∞
d p

∞∑

j=0

z exp [−βǫ (j, pz)]

=
zV eH
h2c

∫ ∞

−∞
d p

∞∑

j=0

exp

[

−β p
2

2m
− β

e~H
mc

(

j +
1

2

)]

=
zV eH
h2c

∫ ∞

−∞
d p exp

(

−β p
2

2m

)

︸ ︷︷ ︸

integral gausiana

∞∑

j=0

exp

[

−βe~H
mc

(

j +
1

2

)]

︸ ︷︷ ︸

serie geométrica

=
zV eH
h2c

integral
︷ ︸︸ ︷
(

2πm

β

)1/2

serie
︷ ︸︸ ︷
[

2 senh

(

β
e~H
2mc

)]−1

=
zV

Λ3

x

senh x
,

con x ≡ βµBH (µB = magnetón de Bohr)

y también que (z ≪ 1)

N ≃ ln Ξ ≃zV
Λ3

x

senh x
,

y109

M ≡ 1

β

(
∂

∂H ln Ξ

)

= −µB N L (x)

107De hecho, ya sabemos que z ≪ 1 corresponde al comportamiento ‘gas de Boltzmann’
característico de T ’s altas.

108Si α ≡ z e−βǫ con ǫ > 0 (e−βǫ < 1) y z ≪ 1, se tiene α ≪ 1, luego podemos usar aquí
que ln (1 + α) ≃ α.

109En efecto, se tiene sucesivamente:
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donde L (x) ≡ cothx − 1

x
es la función de Langevin que ya

apareció antes. De hecho, este resultado coincide con el para-

magnético, salvo que ahora es M < 0 (¡independientemente
del signo de la carga elétrica de la partícula!), como se observa

en situaciones diamagnéticas. Es la tendencia a que se presen-
ten momentos magnéticos opuestos a la dirección del campo

T ’s altas y campos débiles: µBH ≪ kT =⇒ x ≡
µBH
kT ≪ 1, luego:110

M ≃ −µB N
x

3
= −Nµ2

BH
3kT

y

χ∞ = −nµ
2
B

3kT

que es el equivalente magnético de la ley de Curie para com-
portamientos diamagnéticos; La susceptibilidad neta se sigue
entonces como

χ∞ = χPauli
∞ + χLandau

∞

pues en estos sistemas se pueden presentar ambos efectos. La

expresión anterior es correcta siempre que no se tengan en
cuenta correlaciones entre los dos efectos que ocurre cuando se

despreción la interacción espín-órbita.

Notemos también que x ∝ µB ∝ ~, de manera que los desa-

rrollos aquí pueden interpretarse como desarrollos en la cte. de
Planck, y se tiene

1

β

(
∂

∂H ln Ξ

)

=
1

β

zV

Λ3

(βµB) senhx− (βµB) x coshx

senh2 x

= µB
zV

Λ3

[
1

senhx
− x coshx

senh2 x

]

= µB

N
︷ ︸︸ ︷

zV

Λ3

x

senhx

[
1

x
− cothx

]

110cothx = 1
x + x

3 − x3

45 + 2x5

945 − · · · =⇒ L (x) = x
3 − x3

45 + · · ·
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M ∼ ~2 + O
(
~4

)
,

es decir, este efecto diamagnético desaparece para ~ → 0, de
acuerdo con el T de Bohr-van Leeuwen. Es evidente que tenía-

mos que esperar este hecho, pues el diamagnetismo es conse-
cuencia directa de la cuantización de las órbitas como acaba-

mos de ver.

sea, al contrario que hasta ahora, kT ≪ ǫF (gas muy dege-
nerado). Tenemos:111

z ≡ exp
( µ

kT

)

= exp
( ǫF
kT

+ · · ·
)

≫ 1.

Si, además el campo es débil (µBH ≪ kT ), puede aproxi-

marse la suma en (40) por una integral,112 con el resultado

χ0 = −1

2
nµ2

B�ǫF ,

otra vez independiente de la carga y del mismo orden que el

efecto paramagnético (suponiendo µ̄ del orden de magnitud de
µB)113.

Efecto Haas-van Alphen (1930): para T ’s muy por debajo

de la de Fermi y campos relativamente fuertes, es decir,

kT ≈ µBH ≪ ǫF

111µ ≃ ǫF

[

1 − π2

12

(
kT
ǫF

)2
]

112Se usa la fórmula de Euler,

∞∑

j=0

f

(

j +
1

2

)

≃
∫ ∞

0

f (x) dx+
1

24
f ′ (0)

hay detalles en Pathria p. 229-230.
113Concretamente − 1

3
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la función de partición macrocanónica tiene una parte oscila-

toria de la forma:114

(lnΞ)osc ∝ (µBH)3/2
∞∑

ℓ=1

(−1)ℓ

ℓ3/2

cos
(

ℓπ
µBHǫF − π

4

)

senh
(

ℓπ
µBHπkT

)

de donde se sigue una susceptibilidad oscilatoria,

χosc =
1

βVH

(
∂

∂H lnΞ

)

osc

.

Es notable el coseno del numerador, que predice violentas os-
cilaciones con 1�H :

• las oscilaciones son despreciables para µBH ≪ kT, como

consecuencia de la función hiperbólica en el denominador,
y se tienen propiedades suaves como predice el diamagne-

tismo de Landau; pero

• estos términos oscilatorios serán apreciables si µBH ≈
π2kT, lo que corresponde a H ∼ 105T Oersted,

◦ luego han de ser observables para campos suficiente-

mente intensos a muy bajas T ’s, lo que explica osci-
laciones descritas por primera vez en 1930, conocidas

como efecto Haas-van Alphen.

◦ Parte de su importancia radica en que el período de la
oscilación es función de ǫF .

115

114Algunos detalles en Pathria p. 231.
115En consecuencia, ǫF puede determinarse experimentalmente, de manera relativamente

sencilla, por este método.
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Propiedades del gas electrónico en metales

El modelo ‘gas ideal de Fermi’ ha de completarse, como se ha seña-
lado antes, considerando interacciones. Las más relevantes en este

contexto son

electrón-electrón: no decisiva, debido al apantallamiento de la
interacción coulombiana debido a coperatividad; para conse-

guir descripciones cuantitativamente muy buenas es suficiente
introducir masa efectiva para el electrón, por ejemplo;

electrón-fonón: muy importante, induce interesantes fenóme-

nos, como las parejas de Cooper que permiten comprender la
superconductividad a bajas T ’s;

electrón-ión: introducida por Bloch (1928), conduce al concep-

to de bandas de energía (como se ve explícitamente en el mo-
delo de Kronig-Penney) que permite explicar semiconductores,

por ejemplo.

Drude (1900-1902) y Lorentz (1904-1909) trataron el gas electró-
nico116 como un gas de Boltzmann. Se consiguen así descripciones

cualitativamente correctas a veces, pero hay fallos importantes.

Calores específicos

La primera dificultad del modelo clásico ocurre con el calor especí-

fico: La estadística de Maxwell-Boltzmann =⇒ los electrones han
de satisfacer el principio de equipartición, es decir, cada electrón ha

de contribuir 3× 1
2k al calor específico, lo que implica independen-

cia con la T. Las medidas muestran que todos los sólidos tienden a

presentar C independiente de T para T suficientemente alta (es la
‘ley de Dulong y Petit’, discutida en otra parte), pero

116Los metales se caracterizan por altas conductividades eléctrica σ y térmica κ. Alrededor
de 1890 quedó claro que la carga tenía naturaleza discreta y que altas σ en metales eran
consecuencia de que los electrones exteriores en átomos estaban muy débilmente ligados. A
este conjunto de electrones prácticamente libres se le llamó gas electrónico, y surgió la
idea de un metal como una red de iones y más un gas de electrones sometidos a esa red, y
comenzaron a aplicarle los métodos de teoría cinética y ME.
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el valor experimental es aproximadamente 3R por mol para

sólidos monoatómicos, en lugar de la predicción 9
2R

117

si la T no es tan alta, CV depende fuertemente en T.

Einstein y Debye notaron cómo los modos de vibración de la red tie-
nen naturaleza bosónica y (como se vió en otra parte) contribuyen

con un C por modo:

Cv =
12π4

5
k

(
T

θD

)3

, θD = temp de Debye (41)

Pero ¿y la contribución del gas electrónico? Si sumamos a esto una
contribución constante, como la que produciría un gas clásido, no

se obtiene acuerdo con los datos para metales.

Sommerfeld (1928) notó que era muy importante tratar el gas elec-
trónico como un gas de Fermi degenerado. En efecto, tomando

g = 2, tenemos

ǫelectrF =
1

22/3

(
3N

4πV

)2/3
h2

2m
,

donde es N/V = nena/a
3 (ne = # electr de conducción por átomo;

na = # átomos por celda unidad; a = espaciado de la red). Si
usamos los valores para el átomo de Na, por ejemplo, es decir,

ne = 1, na = 2, a = 4′29 , se sigue n = 2′53 × 1022 cm−3, y
haciendo m igual a 0’98 veces la masa del electrón para compensar

que la teoría trata a este gas como ‘ideal’,118 se tiene

117La estadística M-B establece que

electrones: 3 grados lib. =⇒ 3 × k
2 = 3

2k

red (como oscil. armón.): 3 gl × 2 tnos. cuadrát. =⇒ 3 × 2 × k
2 = 6

2k

luego la predicción es CV = 9
2Nk = 9

2R

118Aquí, y en otras muchas aplicaciones del modelo gas de Fermi, se está despreciando
la posible energía de interacción, en particular, la debida a la presencia de un potencial
producido por los iones (ej. los localizados en los nudos de la red), que produce efectos
importantes —como comentamos luego—, y las interacciones entre electrones. Respecto de
éstas, hay que notar que la interacción entre dos electrones aislados es coulombiana, nada
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ǫF ≃ 5′146 × 10−12 erg = 3′21 eV

Si definimos la temperatura de Fermi119:

TF ≡ ǫF/k ≃ 3′3 × 104 K

para el sodio.120

Todos los metales tienen TF en el rango 104−105 K ≫ temperatura
ambiente (≃ 3×102 K), luego el gas electrónico está, en efecto, com-

pletamente degenerado, y el nomedio de ocupación correspondiente
diferirá muy poco de la función paso para 0 K : sólo las esquinas
estarán ligeramente redondeadas en una región del orden de kT,

despreciable comparada con ǫF .
121

En estas condiciones, como se vió, hemos de asumir para el gas
electrónico:

despreciable y, sin embargo, la teoría resultante parece suficientemente fina.

Esta aparente paradoja queda resuelta al notar (como se ve explícitamente en la T. de

plasmas —de modo cualitativo— y en el T. del límite termodinámico —de modo riguroso)
que, en un sistema com muchos electrones, como consecuencia del potencial coulombiano
entre cada dos de ellos, aparece un efecto cooperativo que consiste en una especie de ‘nube
de polarización’ que apantalla la interacción coulombiana de largo alcance, resultando una
interacción efectiva entre cada dos electrones del ‘gas’ que disminuye muy rápidamente —
dominada por una exponencial— con la distancia.

En consecuencia, en relación con algunas aplicaciones, es conveniente considerar un conjunto
de partículas efectivas —en lugar de electrones— con masa efectiva m′, ligeramente distinta
de la del electrón, m, tq m′/m depende del metal, pues pueden influir detalles estructurales
del metal, etc. La relación adecuada para el sodio resulta ser m′/m ≃ 0′98.

119es decir, la T que hay que asociar con el momento medio que tienen los fermiones en el
cero absoluto consecuencia del PP

120Balescu cita
ǫF (erg) TF (K)

Litio 6’34×10−12 4’84×104

Sodio 4’32×10−12 3’30×104

121Se llega al mismo resultado tomando como criterio el valor de la fugacidad. Sabemos
que z < 1 corresponde a comportamiento clásico, miestras que z ≫ 1 cuando los efec-
tos cuánticos son notables para fermiones (ver luego el rango de variación de z para bo-
sones). Suponiendo que pudiera usarse la expresión para un gas perfecto monoatómico,

z =
(
h2�2πmkT

)3/2
(N�V ) , y usando los valores típicos m = 10−27 gr, V = 10 cm2/mol,

se sigue z ≈ 106 !
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CV =
π2

2
k

(
kT

ǫF

)

. (42)

Pero, a T ’s orinarias, es (kT�ǫF ) ≡ T�TF ∼ O
(
10−2

)
, es decir,

esta contribución es del orden de 10−2 R por mol, despreciable frente
a la de la red, 3R por mol. En consecuencia, los metales a T ’s

ordinarias han de presentar la contribución bosónica (41), lo que
confirman los experimentos.

La contribución bosónica (41) decrece rápidamente con T (reflejan-

do cómo los osciladores van ‘congelándose’) de modo que, a bajas
T ’s, puede hacerse comparable a la fermiónica (42); la predicción

es:

CV = γT + δT 3

que es confirmada muy bien en metales y aleaciones:122

122Se confirma comportamiento lineal de CV �T en función de T 2 en el rango 1-4 K. Por
ejemplo, Corak et al, Phys. Rev. 98, 1699 (1955); ver también Pathria p. 234.

162



Comparando con (41) y (42): la pendiente δ de estas rectas (a muy

baja T ) permite determinar θD (temp de Debye), mientras que el
corte γ con el eje vertical está relacionado con ǫF .

123

Efectos magnéticos

El comportamiento de los metales (en fase paramagnética) puede
ahora entenderse a la luz de los resultados para distintos modelos.

Electrones ‘clásicos’ con espín (es decir, satisfacen la estadística

M-B pero tienen momento magnético intrínseco de magnitud µ que
puede orientarse ± ~H)124 sabemos que presentan una susceptibilidad

acorde con Curie,

χclás. =
nµ2

kT

a T ’s altas, mientras que se tiende a saturación magnética (que
implica, en particular, χ = 0) a T ’s bajas (y campos intensos, del

orden de 104 gauss a 1 K, o bien 105 − 106 gausss a T ambiente).
Se esperaba que los electrones de un metal a T ambiente presen-
taran este comportamiento clásico, pero sólo ocurre en la práctica

para T ’s altas y campos débiles. Excluyendo este caso límite, en un
amplio rango de T ’s (desde cerca de 0 K hasta 103 K o más), los

metales en fase paramagnética presentan χ independiente de T y
con valor típicamente 1 % del clásico.

Pauli (1930): tiene que ver con el PP, pues dos electrones en el

mismo estado no pueden ‘alinear sus espines’ en dirección ~H, lo
que impide saturación a “bajas” T ’s (es decir, T ≪ TF ), cuando

hay mucha degeneración. En consecuencia, la χ de un metal ha de
ser suma de la contribución de Pauli (debida al espín de electrones

123Para el cobre se obtiene así θD = (343′8 ± 0′5) K, que se compara muy bien con θD =
345 K obtenido a partir de las constantes elásticas —según procedimiento descrito en otra
parte— y γ = 7×104 J / mol grado2. A partir de ǫF , suponiendo que el gas es ideal, se sigue
γ = 5′4 × 104 J / mol grado2. La diferencia desaparece suponiendo una ‘masa efectiva para
los electrones del cobre’ 1’3 veces la electrónica. (Insisto, sin embargo, que este concepto de
masa efectiva parece tener una validez bastante restringida.)

124El mismo resultado se obtiene como límite T → ∞ de la susceptibilidad de un gas de
Fermi, como se vió.
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degenerados) y de la de Landau (originada por el momento orbital

de los electrones en presencia de ~H):

χPauli =
3nµ̄2

2ǫF
, χLandau = −nµ

2
B

2ǫF

donde µ̄ = gµBJ = µB en este caso. De acuerdo con los experi-
mentos, este resultado es mucho menor que χclás., independiente de

T, y explica el efecto Haas-van Alphen (periodicidad con ) a bajas
T ’s y H’s intensos.

Admitir la degeneración del gas electrónico es, pues, esencial pa-

ra comprender sus propiedades. Esto es, como norma general, hay
parejas de electrones con la misma energía que, por el principio de

exclusión de Pauli, no pueden alinear simultáneamente sus espines
en dirección ~H.

Pero ¿cómo es posible que electrones muy —incluso macroscópicamente—
separados en un hilo conductor, por ejemplo, sepan acerca de sus

estados respectivos para poder satisfacer el principio de exclusión
de Pauli?

Respuesta: el PP no requiere que una tal pareja de electrones afec-

ten mutuamente sus movimientos. El estado (de movimiento) a que
se refiere el PP involucra la posición y el momento, magnitudes

afectadas por el P de incertidumbre. Así, si podemos asegurar que
dos electrones están en regiones diferentes del espacio, estamos res-

tringiendo la precisión con que conocemos sus momentos, lo que
impide concluir acerca de las implicaciones del PP sobre sus espi-

nes.

Este argumento puede hacerse cuantitativo; ver R. Peierls, Surpri-

ses in Theoretical Physics, Princeton 1979, p. 52.

Coeficientes de transporte

Como se ha dicho, las conductividades eléctrica σ y térmica κ son
‘anormalmente’ altas en los metales, lo que los distingue de otros
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sólidos.125 Una propiedad de σ y κ es la ley (fenomenológica) de

Wiedemann-Franz (1853) que establece que L = κ/σT es indepen-
diente de T y del metal en cuestión.126

El cálculo de Lorentz se refiere a electrones clásicos con sus veloci-

dades distribuidas maxwellianamente; la predicción es

L = 3

(
k

e

)2

= 2′23 × 10−8 W Ω K−2,

a comparar con valores experimentales recientes (en W ΩK−2):

0◦C 100◦C

Pb 2’47 2’56

Pt 2’51 2’60
Ag 2’31 2’37

Au 2’35 2’40

Es decir, la ley W-F sólo parece aproximada, y el valor clásico de
Lorentz subvalora los datos en un 10 % aproximadamente.

La situación se aclara y la discrepancia desaparece calculando σ y
κ mediante teoría de transporte. En particular, son necesarios con-

ceptos cuánticos. Aquí vamos a ver sólo el argumento más sencillo
que permite estimar L aceptablemente:

Puesto que el gas es muy degenerado, sólo los electrones en el nivel
de fermi pueden ser excitados térmicamente (con una energía de

excitación kT ≪ kTF ), luego tendrán velocidad vF = (2ǫF/m)1/2 .

Si su recorrido libre medio (rlm) es λF , se sigue un tiempo medio
entre colisiones τF = λF�vF .

125Estas conductividades son ejemplos típicos de coeficientes de transporte (otros son
viscosidad, movilidad, coeficiente de difusión) y, por tanto, su estudio sistemático se hace
a partir de las ecuaciones de transporte que involucran situaciones fuera del equilibrio. Sin
embargo, bajo las hipótesis de cuasi-equilibrio o equilibrio local, es posible desarrollar argu-
mentos que explican algunas de las propiedades de esas conductividades. Vamos a ilustrar
este hecho.

126A esta relación se le conoce como número de Lorentz puesto que éste fue el primero
en calcularla teóricamente.
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Si el gas está sometido a campo eléctrico E, cada partícula sufre

aceleración a = eE/m, viajando una distancia 1
2at

2 en cualquier
tiempo t, o

una distancia media
1

2
a

〈
t2

〉
en el tiempo característico 〈t〉

Si calculamos estos promedios usando la función que nos dice cómo
se distribuyen los rlm (entre colisiones), tendremos que

1

2
a

〈
t2

〉
es la distancia media que recorren

los electrones antes de sufrir otra colisión

y

〈v〉 =
1

2
a

〈
t2

〉
� 〈t〉 es la velocidad media de arrastre,

es decir, la velocidad neta que resulta de las aceleraciones a =
eE/m y de las deceleraciones que se producen en las colisiones.

La teoría general, mediante un argumento independiente,127 esta-
blece que la fracción de rlm que terminan en el intervalo temporal

(t, t+ d t) es

f (t) d t =
1

τ
e−t/τ d t.

Usando esta distribución con τ = τF para calcular aquellos prome-
dios,

〈
t2

〉
=

1

τF

∫ ∞

0

t2 e−t/τF d t = (integrando por partes)

= 2

∫ ∞

0

t e−t/τF d t = 2τF
1

τF

∫ ∞

0

t e−t/τF d t = 2τF 〈t〉
127Hecho en NE0-4
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luego

〈v〉 =
1
2a

〈
t2

〉

〈t〉 = aτF =
eE

m
τF =

eEλF
mvF

Puesto que

conductividad eléctrica = densidad de carga × movilidad

densidad de carga = # cargas por u. vol (n) × e

movilidad ≡ velocidad media de arrastre por u. de campo = eλF

mvF

se tiene finalmente:

σ =
ne2λF
mvF

(43)

Para calcular κ, supongamos tres superficies de área unidad (A, P
y B) en el seno del gas, paralelas entre sí separadas λF , tq ǫ1 y ǫ2
son las energías típicas de las partículas en las proximidades de A
y B, respectivamente
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Suponiendo que la dirección de la velocidad es aleatoria, puesto

que hay 6 direcciones, la superior P será atravesada en promedio
por 1

6nvF electrones por u. de tiempo viniendo de A y otros tantos

viniendo de B.

Así, el transporte neto de energía por u. de tiempo a través de P es

dQ

d t
=

1

6
nvF (ǫ1 − ǫ2) =

1

6
nvF 2λF

(

−∂ǫ
∂z

) ∣
∣
∣
∣

signo menos =⇒ flujo energía
sentido contrario gradiente

= −1

3
nvF λF

(
∂ǫ

∂T

) (
∂T

∂z

)

Pero la conductividad se define

dQ

d t
≡ −κ

(
∂T

∂z

)

luego

κ =
1

3
nvF λF

(
∂ǫ

∂T

)

=
1

3
nvF λF

π2

2

(
k2T

ǫF

)

,

usando (42) para el calor específico por electr, ∂ǫ�∂T, y escribiendo
ǫF = 1

2
mv2

F :

κ =
1
6nvF λF π

2k2T
1
2mv

2
F

=
nπ2k2λF T

3mvF
.

Combinando esto con (43),

L =
κ

σT
=
π2

3

(
k

e

)2

= 2′44 × 10−8 W Ω K−2

que, aunque difiere poco del clásico, lo mejora e involucra un cálculo
más acorde con la situación.
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[1] La solución es como sigue (puede verse también Huang p.239,

o Goldman et al, ‘Problems in QM’, problema 6.3). Sea

H =
1

2m

(

~p− e

c
~A
)2

+ ϕ (~r)

donde conviene considerar el potencial vector128

Ax = 0, Ay = Hx, Az = 0.

Se sigue la ec de Schrodinger:

∂2ψ

∂x2
+

(
∂

∂y
− ieHx

~c

)2

ψ +
∂2ψ

∂z2
+

2mE

~2
ψ = 0. (44)

puesto que esta ec no contiene explícitamente ni y ni z, toma-
mos

ψ (x, y, z) = ei(kyy+kzz) u (x)

y se sigue para u :

u′′ +

[

2mE1

~2
−

(

ky −
eH
~c
x

)2
]

u = 0, (45)

128que origina un campo uniforme de intensidad H en la dirección z
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donde E1 ≡ E − ~2

2m
k2
z es la enrrgía asociada con el mov en

el plano transversal. Pero esta ecuación es formalmente similar
a la ecuación de onda de un oscilador armónico de frecuencia

eH�mc y centro en x0 = ~cky�eH, de lo que se sigue (la
frecuencia es 2ωL = eH�mc y se tiene E1 = (2j + 1) ~ωL)

que los vp son

E1 =

(

j +
1

2

)

~
eH
mc

y

E =

(

j +
1

2

)
e~H
mc

+
~2k2

z

2m

QED.

Para determinar la degeneración han de considerarse condicio-
nes en los límites. (En efecto, si el plano (x, y) , donde ocurren

las órbitas circulares, es ∞, habrá ∞’s estados correspondien-
tes a cada vp E1, consecuente con el hacho de que la órbi-

ta circular clásica puede puede localizarse en cualquier parte
del plano. Si el área es limitada, los estados que quedan fuera

no existen —o tienen gran energía, consecuencia del potencial
repulsivo en las paredes—; algunos, localizados cerca de las
paredes, tendrán un corrimiento de su energía, pero son esta-

dísticamente insignificantes.)

Supongamos condiciones cíclicas en las direcciones y y z, lo

que permite valores para ky y kz que sean múltiplos de 2π/L2

y 2π/L3 respectivemente. No conviene incluir condición cíclica

en dirección x, pues (44) y (45) dependen de x, luego no tie-
nen soluciones periódicas. En su lugar, suponemos al sistema

limitado por paredes a distancias L1 en la dirección x.

[Si L1 es grande, comparado con la extensión de la función

oscilatoria un (x− x0) , que es del orden del radio orbital
r = mcv/eH = v/2ωL, las funciones para las que el centro

x0 queda dentro del volumen no serán afectadas por la presen-
cia de las paredes.
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No existen soluciones si x0 queda fuera del volumen. Para un

pequeño rango de x0 cerca de las paredes, a uno y otro lado, la
presencia de la pared modifica la función de onda y E1. Para

un campo de 103 Gauss y un electrón de 2 eV, el radio es de
unos 5×10−3 cm, luego esta región puede generalmente despre-

ciarse.]

El intervalo permitido de ky es eH
~c L1. Se siguen entonces

L1L2eH�2π~c estados para cada energía, QED.
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