Lecciéon 1: Introduccion a la Teoria de Proba-
bilidades

Definicién de variables estocasticas

Son variables que toman un determinado valor con una cierta probabili-
dad. Entonces, una variable estocédstica X viene definida por el conjunto de
posibles valores que puede tener (rango, conjunto de estados, espacio mues-
tral, o espacio fasico) y una distribucién de probabilidad sobre este conjunto.

= El conjunto de posibles valores puede ser discreto: cara o cruz en una
moneda; nimero de electrones en la banda de conduccion de un semi-
conductor; o continuo en un intervalo dado: componentes de la veloci-
dad de una particula Browniana; energia de la particula, etc. La variable
estocdstica puede tener un caracter multidimensional en cuyo caso la
notaramos en forma vectorial X: por ejemplo las tres componentes de
la velocidad de una particula Browniana. Por simplicidad trabajaremos
con estados discretos o con rango continuo en dimensiéon 1.

» La distribucion de probabilidad cumple para variables continuas:
e P(x) >0,

° /P(:p)dx = 1 (Normalizacién). El producto P(z)dx es la proba-

bilidad de que la variable estocéastica X tenga un valor entre x y
x + dx.

» Para variables discretas:
o X ={zy,...,2n}; pn = P(x,) >0 con
° Z pn = 1 (normalizacién)

= Puede haber situaciones en las que en un intervalo continuo se tengan
funciones delta,

P(z) =Y pud(z —z,) + P(x). (1)

La condicién de normalizacién queda en este caso como

> pat /ﬁ(x)dx =1. (2)

Esto se puede interpretar como que hay un conjunto discreto de estados
x, con probabilidad p, embebida en un rango continuo.



= Una forma alternativa de describir una distribucién de probabilidad es
mediante la funciéon P(x) definida como la probabilidad total de que
X tenga un valor < x:

P - [ " Py 3)

que los matematicos llaman funcion distribucion de probabilidad, mien-
tras que utilizan el término densidad de probabilidad para P(x). Los
fisicos llaman a P(x) funcion de distribucion de probabilidad acumu-
lada. Nosotros como fisicos vamos a usar la densidad de probabilidad
P(z) y nos referiremos a ella como “distribucién de probabilidad” o
simplemente “la probabilidad”.

Promedios

= El conjunto de posibles valores y su probabilidad definen una variable
estocdstica. Ademas podemos definir el promedio o valor esperado de
una funcién f(X) como

(00) = [ #a)Pla) da (1)
s Definimos el momento de orden m de la variable estocdstica X como
fy = (X)) = /:UmP(:c) dx (5)

Se tiene entonces que p es el promedio o media de X y que

0% = (X = (X))*) = po — 113 (6)

es la vartancia o dispersion, que el cuadrado de la desviacién estandar
o

= Definimos la funcion caracteristica de X cuyo rango es I como

G(k) = (e**) = /e“”‘“P(:U) dx (7)

1

y es tal que existe para todo ndmero real k y verifica G(0) = 1y
|G(k)] < 1. Es tal que es la funcién generadora de los momentos de
P(X),

Gk) =) Gl ®)



de tal forma que
1 d"G(k)
Hn = — =7 .
o dE™ |,

También sirve para generar los cumulantes k,, de la forma

log G(k) = Y ”:L)!m o, (10)

m=1

Se tiene que G(k) es la tranformada de Fourier de P(x),

P(z) = % /_OO G(k)e ** dk (11)

P ={ g 5] (12

Esta distincién entre P y P es importante para el caso de variables
estocdsticas discretas. Supongamos que X toma sélo valores enteros
n=...,—2,—1,0,1,2,... con probabilidades p,,. Para construir la fun-
cién caracteristica escribimos primero P(x) sobre todos los nimeros

reales:
P(z) = pud(z —n), (13)

de donde se tiene

G(k) = pae™, (14)

con k un numero real. Ademas uno puede obtener p, haciendo la TF
sobre un periodo de la forma

1 2 )
w=1o— [ G(k)e ™ dk 15
po=5 [ GW) (15)
Una distribuciéon cuyo rango son los puntos na con a > 0 y n entero
se llama una distribucion reticular. Para estas distribuciones G(k) es
periédica con periodo 27 /a de forma que G(k) no toma sélo el valor 1

en k = 0. para cualquier otro tipo de distribucién se tiene

IG(k)] <1 for k #0. (16)

En muchos casos se define s = ik y se usa G(s) = (e*¥). Cuando X
toma sélo valores positivos tiene algunas ventajas el utilizar (e=*X).
Cuando X toma sélo valores enteros es més util utilizar F(z) = 2% que
estd univocamente definida para todo z en el circulo unidad |z| = 1.



Funciones de distribucion de varias variables

Sea una variable estocastica con r componentes X = {X;,...,X,} ¥y
con densidad de probabilidad P,(z1,...,x,) o distribucidn de probabilidad
conjunta de las r variables X, ..., X,.

= Dado un subconjunto s < r de variables X1, ..., X, se define la proba-
bilidad marginal del subconjunto como

Py(xy,...,x5) = /Pr(xl,...,xs,x8+1,...,xr) drsyy ... .dx,..  (17)

y es tal que el producto

Py(xq,...,24) day ... dzg (18)
es la probabilidad de que X esté entre x1 vy 1 +dxq,... y X, esté entre
Tsy T+ drs.

» Podemos también suponer que X, 1, ... X, toman valores fijos x5,; ... x,.

Entonces podemos preguntarnos por la distribuciéon de probabilidad
del resto de las componentes. Esta probabilidad se llama probabilidad
condicional de X, ... X, supuesto que Xsiq,... X, valen x5y 1 ... 2, y
se escribe:

Pyr_s(@1, .. 2|Tqr, .., 2p) (19)

= De las definiciones anteriores se tiene
P(x1,...,2;) = Pyp_s(®1, .. -, Ts| i1, - o, ) Prs(Tsgr, - -, @) (20)
de donde se sigue la férmula de Bayes para la probabilidad condicional:

P.(zy,...,2,)
Ps\r—s(xla-~~>x5|x5+17---7xr) = P (ZL‘ o 7 ) (21)

= Supongamos que las r componentes estocasticas se pueden dividir en
dos subconjuntos (Xi,..., Xs) v (Xsi1,...,X,) tales que P, factoriza:

P.(s1,...,2;) = Ps(x1,...,25)Pr_s(Tsy1, ..., x,) (22)

entonces de dice que los dos conjuntos son estadisticamente independi-
entes y se tiene:

e P, es la probabilidad marginal de (X, ..., Xj)

o Py (w1, .., 2s|@eqr, .. 1) = Po(x,.. ., 1)
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s Los momentos de una distribucién de varias variables son

(X{"™ . X)) = /x’f“ oot dry . d,. (23)

s La funcién caracteristica es:
G(k’l, e k?r) — <ei(k1X1+---+err)> (24)

que, en términos de los momentos, se puede poner

my!...m,!

Gl Ty = S G OB ey ey (95

y los cumulantes (denotados por ((-))) vienen definidos por

(iky)™ oL ik )™

my!...m,!

log Gk, ... k) = (Xm™ XM (26)

donde la prima indica la ausencia del término con todos los m's iguales
a Zero.

» Se define la matriz covariante como
(XiX;)) = ((Xi = (Xi)(X; — (X)) = (XilXj) — (Xi)(X;)  (27)

cuyos elementos diagonal son las varianzas, y sus elementos fuera de
la diagonal se llaman covarianzas. Cuando dichos elementos estan nor-
malizados se les llaman coeficientes de correlacién:
(X X))
pij = = J - (28)
(X)) (x2))

= Para r = 2 la independencia estadistica de la variables estocasticas X;
y X3 se expresa por alguno de los siguientes criterios:

e Todos los momentos factorizan: (X" XJ"?) = (X" )(X3")
e La funcién caracteristica factoriza: G(ky, ko) = G1(k1)Ga(k2).

e Los cumulantes ((X{"*X5")) son nulos cuando ambos m; y my
son distintos de zero. Diremos que las variables X; y X5 estan
descorrelacionadas cuando su covariancia es cero.



Suma de variables estocasticas

Sean dos variables estocésticas X y X, con probabilidad conjunta Py (x1, x2).
La probabilidad de que la variable Y = X; + X, tenga un valor entre y y
y + Ay es:

Py (y) Ay = / / Py(an,2) dy s (29)

y<z1+xo <y+ Ay

que es equivalente a

Prly) = / / 5(x1 + 25 — y) Py (@1, 22) day davs

(30)

= /PX(%ZJ — x1) dry

= Si X; y X5 son independientes entonces
Pr(w) = [ Pri(o)Prly = 1) do, (31)

esto es la convolucién de las dos probabilidades individuales. Ademas
se cumple que

o (V)= (Xy) + (Xy),

o ((Y?) = ((X7)) + ((X3)), si X1y X; estdn descorrelacionadas

e La funcidon caracteristica de Y es
GY(k) = GX1X2(]€7 k) (32>
Si X; y X5 son independientes

GY(k) = GX1(k)GX2(k) (33)

= Como ejemplo particular vamos a ver el caso del caminante aleatorio
con tiempo discreto. Simularia por ejemplo el caminar de un borracho
que se mueve a lo largo de una linea de forma que en cada paso temporal
se mueva hacia la derecha o hacia la izquierda con igual probabilidad.
Su posible posicién son —oo < n < co. Cual es la probabilidad de que
esté en la posicién n después de r pasos, esto es p,(r), supuesto que en
t = 0 estaba en n = 0.



e En cada paso temporal tenemos una variable estocdstica que puede
tomar los valores +1 o —1 con probabilidad 1/2. La posicién de-
spués de r pasos es

Y=Xi1+...+ X, (34)

Segun los resultados anteriores se tiene (Y) =0y
(V%) =r(X?%) =r (35)

comportamiento tipico de los procesos de difusion. Por otra parte
el desplazamiento por unidad de tiempo, esto es la velocidad, tiene

una varianza
Y\ ? 1
— = —as r — 0. (36)
r r

e La funcién caracteristica es

Gy (k) = (G (B)] = [%e’k + %e_’k]r. (37)

Desarrollando el binomio y teniendo en cuenta la definicion de
funcién caracteristica se tiene

=5 (o2 ) (38)

que es la distribucién de probabilidad binomial.

Ejercicio: Demostrar que para r — oo, introduciendo la densidad
P(z,r)Az = > PRr) (39)
z<nr—12<z+ Az

se tiene ]
e 2% (40)

lim P(x,r) =
r—00 V2

Ayuda: Utilizar la férmula de Stirling.

Transformacion de variables

En esta secciéon vamos a determinar la distribuciéon de probabilidad de
una variable estocéstica que es funcion de otras variables estocasticas cuya
distribucién es conocida



» Sea Y = f(X). Por ejemplo cuando dibujamos en escala logaritmica
(Y = log X) y la transformacién de frecuencias a longitud de ondas
(Y=1/X). En general el rango de Y difiere del rango de X. La proba-
bilidad que Y tenga un valor entre y y y + Ay es

Pr(y)Ay= > Px(x)de (41)

y<f(z)<y+Ay

o lo que es lo mismo:

Pe(w) = [ 31f(@) ~ lPx(o) da (42)
de donde se tiene para la funcion caracteristica:

Gy (k) = (™). (43)

» Eistas expresiones son validas para X teniendo r componentes e Y s
componentes, donde s puede ser o no igual a r. Consideremos como
ejemplo r = 3y s = 1 para la distribucién de Maxwell de las velocidades
X = (vs,vy,v,) y queremos encontrar la distribucién de la energia E =
(v} + vy + 02),

3/2 9
P(E) = /5(%m02 —F) <27:::T> e~ 2T quy,dvydu,

(44)
_ 27T71/2<kT)73/2E1/267E/kT

= Si 7 = s uno podria hayar la inversa de la funcién f y obtener X =
g(Y). En este caso se tiene

Py (y) = Px(x)|J]| (45)

con J = det(dz/dy) el Jacobiano de la transformacién. En este caso se

tiene
Py(y)d'y = Px(x)d"x (46)

La distribucion de probabilidad Gaussiana

Ya la hemos visto anteriormente como limite de la distribucion de un
caminante aleatorio. Su forma general es:

P(z) = Ce 24" B (o0 < 2 < 0) (47)
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con A > 0, que determina la anchura, B que indica la posicién del pico y C'
que es la normalizacion de la distribucion:

1/2
C= < A ) ¢ B4 (48)

2

» En términos del promedio p; = —B/A y de la variancia 0? = 1/A la
distribucion queda

)2
P(x) = (2m0?*) "2 exp {—%} (49)
» Su funciéon caracteristica es:
G(k) = k27K (50)
» Los cumulantes son
Ki=[l1, Ke=0° HKy=fhg=...=0 (51)
» Para r variables Gaussianas mutuamente independientes X1,..., X, su

suma Y también es Gaussiana. y se tiene

(Y) = > (X))

i

2 E 2
%

(52)

» La distribucién Gaussiana r dimensional se escribe de forma general

CcOmo
1 r r
=1

ij=1

P(z) = Cexp

con A simétrica y definida positiva. En notacién vectorial se escribe
P(x)=Cexp|-iz- A -z — B x| (54)

C' se encuentra mediante una transformacién de variables en la que A
es diagonal

e 1/2
C = (?2;‘;) exp[-iB- A" B] (55)
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» La funcién caracteristica es
G(k) =exp[-ik- A k—ik- A" B] (56)
de donde se tiene, expandiendo en potencias de k que
(Xi) = =2 ,(A™)i;B;,

(X:X;) = (Ahy

(57)

luego la matriz covariante es justo la inversa de la matriz A. Asi, la
distribucion conjunta gaussiana de r variables viene completamente
determinada por los promedios de las componentes y por la matriz co-
variante. Supuesto que conocemos la distribucién gaussiana conjunta,
entonces si las componentes estan descorrelacionadas son estadistica-
mente independientes.

Ejercicio: Usando la funcién caracteristica demostrar que para B = 0 los
momentos de la distribucién Gaussiana de r componentes se pone

(XiX;Xp. ) = ) (XX )X, X,) ... (58)

Teorema del limite central

Sean X7i,...,X, un conjunto de r variables estocasticas independientes,
cada una con la misma densidad de probabilidad Gaussiana Px (x) con prome-
dio cero y varianza o2. Su suma Y tiene densidad de probabilidad

Py(y) = 27702 2 exp [— 23{;} . (59)

entonces (Y?) = ro?.
Por otra parte se tiene

()2

Podemos entonces definir la suma escalada de la siguiente forma:

Xt X

Z 7 (61)
que tiene varianza o2 y distribucién de probabilidad
2
Py(z) = [2m0?] V2 exp {—T‘Q} : (62)
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El teorema del limite central establece que para Px(x) general (no nece-
sariamente Gaussiana) con promedio nulo y varianza finita o2, el anterior
resultado es cierto en el limite de r — oo. La demostracién es sencilla. Con-
struyamos la funcién caracteristica para cada una de las variables X;. Usando
la definicién de G x (k) y dado que (X;) = 0 se tiene

1
Gx(k)=1- 5021{2 +.... (63)
Teniendo en cuenta que Z es una suma escalada de las variables estocasticas

X, se tiene
kN1 227" | 20
a = [ox ()] =[5 =i o

que el la funcion caracteristica de una distribucién de probabilidad Gaussiana
con media nula (TF inversa)

Ley de los grandes niimeros

Mucho del contenido de la ley de los grandes ntimeros esta contenida en
el teorema del limite central, sin embargo es mas general que dicho teorema.

= La Ley de los grandes niimeros se aplica a un conjunto de r experimen-
tos independientes: Si un evento A tiene una probabilidad p de ocurrir,
entonces la frecuencia de ese evento tiende a p cuando r — oo. Para
demostrar esta ley primero derivaremos la desigualdad de Tchebycheff.

= La desigualdad de Tchebycheff establece la relacion entre la varianza y
la probabilidad de que una variable estocastica X difiera de su promedio
(X)) en una cantidad e. Por definicién se tiene

o2 = / (@ = (X0)2Py(x) da (65)

—Oo
de donde se tiene

(e 9]

(X)—e
o? > / (x — (X))?Px(x) dx +/ (x — (X))?Px(z) do (66)

0o (X)+e

al quitar la parte de la integral en la que |z — (X)| < e. Por tanto
las integrales son tales que |z — (X)| > €, y podemos sustituir en los
integrandos (x — (X))? por €2 sin que la desigualdad cambie:

(X)—e 0o
o2 > €2 [/ Px(z) dx+/<x>+ Px(x) dm] =EP(|X —(X)] > ¢
(67)
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donde P(|X —(X)| > €) es la probabilidad de que la variable estocastica
X difiera de su promedio en mas de +e. Asi

2

Q

P X —(X)|>¢) < Desigualdad de Tchebycheff. (68)

[\

€

Si consideramos ahora r experimentos independientes para la variable
estocdstica X podemos definir el valor medio de los resultados

y_nht.. o (69)
r
Entonces la ley de los grandes nimeros establece que
lim P(]Y — (X)| > ¢€) = 0. (70)

rT—00

Para demostrarlo, usamos el hecho de que por ser los eventos indepen-
dientes se tiene

Y) = (X)
71
Lo (71)
Yooy
y usando la desigualdad de Tchebycheff se tiene:
o2 o?
PIlY —(X)|>e) < = = — 72
(Y- (020< D=2 (72)
de donde asumiendo que o2 es finita se tiene
lim P(|Y —(X)| >¢) — 0 (73)

r—00
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