ECUACIONES DIFERENCIALES EN MECANICA Y BIOLOGIA.
UNIVERSIDAD DE GRANADA.
EJERCICIOS DE ECUACIONES DE TRANSPORTE. RELACION 1

Suponiendo a tan regular como sea necesario, probar que:
L. Si p resuelve: 9;p + div(ap) =0y po € L! (RN)7 entonces

/RN plz, t)de = /RN po(x)dz V.

II. Si p resuelve Osp+a-Vp=0y py € LOO(RN)7 entonces
¢, Ol oo vy = llpoll Loe myy  VE.
;Cudl es la regularidad minima sobre a y py para que los calculos necesarios estén bien definidos?
Demuestra que bajo las hip6tesis

a; € L0, T; WHe(RY)), 1<i<N,
ap € L>°(0,T; L= (R"Y)),
existe una constante C' > 0 tal que
C e lt=sl < J(t;s,x) < C elt=sl vt s e [0,T], Vz € RY,

donde J es el determinante de la matriz Jacobiana de la transformacién definida por la ecuacién de las
carasterisricas asociada a a = (a, ..., an).

Supongamos que se verifican las hipdtesis y que tenemos un cierto p € [1, 00] tal que
ug € LPRY)  f e LP(0,T; LP(RY));
entonces (visto en clase) el problema

%u tdivg(au)+agu=f enQr:=(0,T)xR",
w(0) = g en RV,

admite una solucién débil dada por la expresion
u(t,x) = u(0, X (0;¢,x)) J(0;t,x) e” Jo aos. X (sit.a))ds |
t
+/ f(s, X (s5t,2)) J(s;t,x) e Ji aolo. X (ait,2))do g
0

Demuestra que, ademds, estd en L>°(0,T; LP(RY)).

Resuelve

%Jr%@%(u?):o, t>0, z€R,
1, z <0,
up(z)=¢ 11—z, 0<x<1,
0, x> 1.

Estudia la onda de choque, si la hubiese. Especifica en cada intervalo de tiempo (antes o después del
choque) si se trata de una solucién clésica o débil.

Resuelve

ou 10 ,,
a+§%(u)—0, t>0, z€R,

1, <0,
uo () = 0, z>0.

Estudia la onda de choque o de rarefaccidn, si las hubiese. Especifica en cada intervalo de tiempo (antes
o después del choque) si se trata de una solucién cldsica o débil.
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@Resuelve
ou 10 , 4
— 4 - = t R
8t+28m(u) 0, t>0, z€R,
wo () = 0, =<0,
711, >0

Estudia la onda de choque o de rarefaccidn, si las hubiese. Especifica en cada intervalo de tiempo (antes
o después del choque) si se trata de una solucién cldsica o débil.

Se considera la ecuacién de Burgers viscosa

ou N 10 (u?) 0*u
— +-—(u = v—s,
ot 20x Ox?
u(t=0,2) = wglx),
donde v > 0 es la constante de viscosidad. Supongamos que u es una solucién regular de la ecuacion
anterior tal que |u(t,z)| y % — 0, cuando |z| — oo.

(1) Estudia el efecto que produce sobre la ecuacién el cambio de variable
1

v(t,z) =
(2) Efectia el cambio de variable
w(t, ) =/ v(t,o)do,

seguido de este otro cambio de variable

_ w(t,z)

2(t,x) =2e" "2 |
y demuestra que z satisface la ecuacion del calor
0:
ot ox?
(3) Determina la condicién inicial para z.

Los anteriores cambios de variables se conocen como transformaciéon de Cole-Hopf.
Calcula la solucién explicita u(t,z) del PVI:
ou 10

2
— + = = 2t R, t
8t+28x(u) , xE€R,t>0,
u(t=0,2) = z, zeR.
. Qué tipo de solucion has obtenido?
@Resuelve
ou 10 , 4
— 4+ - =0, t>0 R
ot 2. () =0 TER
0, z <0,
U'O(x): nx, 0§(£§ %a
1, T > %

Estudia la onda de choque, si la hubiese. Especifica en cada intervalo de tiempo (antes o después del
choque) si se trata de una solucién clasica o débil. Calcula, si es posible, el limite de la solucién cuando
n — oo, especificando el concepto de limite que usas.

Demuestra que para una ley de conservacién escalar convexa

ou 0
a—i—%(f(u(t,x)))—o, t>0, zeR,

_J ouw, =<0,
uo () = { ug, x>0,
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con u; < ug, f € C%(R) y f” >0, la onda de rarefaccién viene dada por

u;, T < f(u),
u(t,r) =< v(3), flw)<$ < f(ua),
Ug, ¢ > f'(ua),

donde v(§) es solucién de f'(v(€)) = &.



