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Motivacion

 Postulados de la Mecanica Cuantica

Postulado I: A cADA SISTEMA FISICO CORRESPONDE UN ESPACIO DE
HILBERT COMPLEJO SEPARABLE Y CADA ESTADO PURO ESTA
DESCRITO POR UN RAYO |\IJ>EN DICHO ESPACIO

Postulado Il: A cADA OBSERVABLE DE UN SISTEMA CORRESPONDE UN
OPERADOR LINEAL AUTOADJUNTO EN EL ESPACIO DE
HILBERT CUYOS AUTOVALORES SON LOS POSIBLES VALORES
DE UNA MEDIDA DEL OBSERVABLE

Postulado Ill: LA PROBABILIDAD DE QUE AL MEDIR UN OBSERVABLE (A)
SOBRE UN ESTADO PURO (MD>) SE OBTENGA UN vALOR (@)
ES (¥|Psr.l¥) DONDE P4, ES EL PROYECTOR AL
SUBESPACIO PROPIO DE AUTOVALORES

* No solo MC. Ecuaciones diferenciales, integrales, ...
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Motivacion

 No sOlo MC. Ecuaciones diferenciales,
integrales, ...

 Mas en general, un espacio de Hilbert es la
estructura matematica necesaria cuando uno
tiene que generalizar R"(o C" ), incluyendo su
geometria y las posibles operaciones sobre
vectores a espacios de dimension infinita
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Esquema del curso

* Preliminares: Espacios lineales y espacios meétricos
» Espacios normados y de Banach

e Espacios con producto escalar y de Hilbert.

» Espacios de funciones. Desarrollo en autovalores.

* Funcionales y espacio dual. Teoria de distribuciones
 Operadores en Espacios de Hilbert

« Teoria espectral de operadores
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¢,Por qué espacios de Hilbert?

« Generalizan propiedades de R™ a espacios de dimension infinita

 Combinaciones lineales (finitas)

Espacio L
Lilr)wal de vectores. Independencia lineal.
Base lineal.
Espacio . Com_bmacpn_es |.nf|n|t§1,s
Ceo requieren limites: nocion
Metrico

de distancia

« Distancia invariante bajo

traslaciones: basta conocer Espacio

distancia al origen (norma) Normado V\\A

e Generalizacion de R™: necesitamos
geometria (ortogonalidad, angulos).
Producto escalar.
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Espacios Lineales

« Definicion: Espacio lineal (o vectorial) sobre un cuerpo A es una
terna (L, +, .) formada por un conjunto L no vacio y dos aplicaciones
(suma y producto por escalares) que satisfacen:

+:L XL — L - AX L — L
(la) r+y=y+ux
. » () (x +y)+2=a+(y+2)
(1) (L,+) grupo aditivo (i) 30 € Lix+ 0=z
(id) Ve € L,3(—x) € L/x+ (—x) =0
(W) A-(z+y)=A-z+ Ay
(ili) A-(p-2)=Ap) VayzelL
(tv) A +p)-x=X-z4+p-x VueA
(v)1-z==x
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Espacios Lineales

 Propiedades inmediatas:

(i) a-0=0 W a-z=a-ya#x0=z=y
(22) 0- 2z =0 (vi)a-x=p-z,2#0=>a=p
(411) —x=(—1) x (vii) arx=0=>a=00x=0

(iv) e +y=a+2z=>y==z2

 Notacion:
A+ B={x+y,Vzr € A,Vy € B}

M ={\-z,Vx € A}

Az ={X-z,VA € A}

AA ={\-2,¥A € A, Vz € A)
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Espacios Lineales

Definicion: Subespacio lineal. Subconjunto no vacio de espacio lineal con
estructura de espacio lineal.

M C L (L esp. lineal, M # ()) subespacio lineal si
ar + Py € M, Va,B € A, Ve,y e M
Propiedades:
{M4a}aea subesp. = (), My, > . M; subesps.
S Nix; € M, V¥n finito, Vzq,...2, € M
Definicion. Envolvente lineal: sea S C L
[S] = {>];_ ix;, Yn finito, Va,; € S,Va; € A} (es subespacio lineal)

Propiedades:

[S] es el menor subesp. que contiene a S

S| =1, M, {M;} el conjunto de subesp. que contiene a S
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Espacios Lineales

« Definicion: Independencia lineal.
X C L es linealmente independiente (1.i.) si
Z?Zlozixi:O, v, e X, eEN=a1=...=a, =0
* Definicion: Base de Hamel. Conjunto l.i. Maximal (no contenido en ningun
otro conjunto l.i.).

 Propiedades:

Todo conjunto l.i. es ampliable a base de Hamel

Todas las bases de Hamel de L tienen el mismo cardinal (dimensién lineal)

L=[B], V B base de Hamel de L

B base de Hamel de L = x = 2?21 o;T;, 0 € N, x; € B es tnica
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Espacios Lineales

« Definicién: Suma directa de subespacios. Sean{Mi}i=1 subesps. de L

L=DM&...&M, (L suma directa de M;) si
Vee LA xy e My,...cpn €M, Jx=21+...+2,

« Teorema: Sea L=M,+M,
L = M &My < MM, = {0}
My complemento lineal de M; en L]

« Engeneral siL=M+...+M_

L=DM®... &M, < MNY M;={0}
JFT
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Espacios Lineales

» Resumen resultados:

(Sub)espacio lineal: (L,+,.)
Envolvente lineal: [S]={combinaciones lineales FINITAS de S}
Independencia lineal: combinacion lineal finita=0 = todos los coeficientes=0

Base de Hamel: Conjunto l.i. maximal. Cardinal Unico (dimension lineal).
Descomposicion de elementos de L en términos de elementos de B Unica.

Suma directa de subespacios: suma de subespacios con interseccion (a la suma
del resto) el cero de L.

e Otros resultados y definiciones (operadores, operador inverso, isomorfismos,
proyectores, ...) se pueden definir aqui pero los veremos directamente en espacios de
Hilbert
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Espacios Métricos

* Definicion: Espacio métrico es un par (X,d) donde X es un conjunto no vacio
arbitrarioy d: X x X — R es una aplicacion (distancia o métrica) que cumple:

(4) d(z,y) =2 0
(1) d(z,y) =0z =y
(i) d(w,y) = d(y, ) Tz e R
(iv) d(z, 2) < d(z,y) + d(y, 2)
* Propiedades

() d(z1,2) < d(z1,22) + d(z2, 23) + ... + d(2p_1,2n)

(@2) [d(z, 2) — d(y, 2)| < d(z,y)

(231) Y C X, d'(y1,y2) = d(y1,y2) = (Y,d") esp. métrico con métrica inducida d’

Curso 2013/2014 (2° cuatrimestre) Métodos Matematicos de la Fisica I11 13



Espacios Métricos

» Definiciones: Sea (X,d) un espacio métrico.

- Bolaabiertade centroxyradior: B(x,r) ={y e X / d(z,y) <r}
. Bolacerradade centroxyradior: B(z,r) ={y e X / d(z,y) <r}

« Sea AC X,z € A es pto. interior si Ir > 0/B(z,r) C A

e Interiorde A: int A ={x € X / x es pto. interior de A}

« AesabiertosiintA=A4

« Dado A C X, z € X es pto. de adherencia si Vr > 0, B(z,r)N A # ()
« CierredeA: A= {z € X / z es pto. de adherencia en A}

« Subespacio cerrado: A C X es cerradosi A=A
« Subespacio denso: A C X esdensoen X si A =X
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Espacios Métricos

 Propiedades de abiertos y cerrados:

« Sea (X,d) espacio métricoy A C X

0, X son cerrados (y abiertos)

A abierto < A€ cerrado

NierA; cerrado si A; cerrados

N1 A; abierto si A; abiertos
U~ 1 A; cerrado si A; cerrados

U;erA; abierto si A; abiertos
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Espacios Métricos

* Definicidn: Sucesion convergente
{z,}7° C X converge a z en X, x, — x, si Vr > 0,dN/x,, € B(xz,r),Vn > N

(equivalentemente la sucesién de num. reales {d(z,,z)} converge a 0)

» Definicion: Sucesion de Cauchy
{z,}7° C X es de Cauchy si Vr > 0,3IN/d(zn,xpm) < 7r,Vn,m > N

* Propiedad: Toda sucesion convergente es de Cauchy
d(Tn, Tm) < d(xy, )+ d(xm,x) =0

» Definicion: Un espacio metrico es completo si toda sucesion de Cauchy es
convergente. Un subespacioS C X es completo si toda sucesion de Cauchy
en S converge en S

e Propiedades: Sea SCc X, zr€ X zeS<& Hz,}°CS/x, >

Sea, X completo: S completo < S cerrado

Curso 2013/2014 (2° cuatrimestre) Métodos Matematicos de la Fisica I11 16



Espacios Métricos

 Resumen resultados:
* (Sub)espacio métrico: (X,d)
« Bolas abiertas y cerradas
« Punto interior: bola abierta centrada en x dentro de A
e int A= conjunto de ptos interiores de A. Subespacio abierto.

 Punto de adherencia de A, si toda bola abierta centrada en x tiene interseccion no
nula con A. Cierre de A. Subespacio cerrado. Subespacio denso en X

» Sucesion convergente
« Sucesion de Cauchy

« Espacio métrico completo: Cauchy = convergente

« Otras propiedades (aplicaciones, continuidad, acotacion, ...) se pueden definir
aqui pero las veremos directamente en espacios de Hilbert.
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Espacios Normados

« Definicion: Espacio normado, es un par (X,||.||) formado por un espacio lineal

Xy una aplicacion ||.|| : X — R(norma) con las siguientes propiedades:
() [lz[| =0
(it) ||z|| =0« 2 =0
(217) ||a|| = [a| |||
(iv) ||z 4+ y|| < ||z|| + ||ly|| (desigualdad triangular)

« Todo subespacio lineal de X esp. normado, es subespacio normado con la horma de X.
« Relacion entre espacios normados y meétricos

« Todo espacio normado es métrico con distancia d(x,y)=||x-y||
- La distancia asociada satisface d(z + z,y + z) = d(z,y), d(ax, ay) = |ald(z,y)

« Todo esp. lineal métrico con estas propiedades es normado con ||x||=d(x,0)

« Definicion: Espacio de Banach. Espacio normado completo.
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Espacios Normados

. Propiedades: (X, [].]]) espacio normado

6) [llzl = Iyl < llz = yll, Yo,y € X
( i) B(zo,7) = 20+ B(0,7), Yzo € X, 7> 0

(717) X Banach <= {a,}{° € X, Z an|| < oo = Zan converge en X

(7v) Sea X Banach, un subespacio Y es completo < Y es cerrado en X

 Teorema de Complecion:

. Todo espacio lineal normadoL = (L, ||.||)admite una complecién L , espacio lineal
no|r|m|a|1do ccﬂmﬂleto Unica salvo isomorfismos en norma, tal que L es denso en L
y T Tl

e Sumas infinitas en espacios normados

00 k
vnEX,v:zjlvnSdeEX/ zjlvn—v kjo()
n=— n=
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Espacios Normados

 Desigualdad de Holder (para sumas):

00 00 1/p , oo 1/q
> lajbj] < <Z|%’|p> <Z\bj!q>
j=1 j=1 j=1

1 1 o0 o0
p,q > 1, 2—94-5:1 {a;}17° € I} {b;}7° €1}

» Desigualdad de Minkowski (para sumas):

1/ 1/p

00 1/p 0 p o0
(Zlaﬁbﬂp) < (Dam) ' (Zw)
j=1 j=1 j=1
p>1 {4 b e
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Espacios Normados

» Resumen resultados:

(Sub)espacio normado: (X,||.||)

Relacién norma Z distancia

Espacios de Banach (normado completo)

Convergencia absoluta —> convergencia en espacios de Banach

Subespacio de espacio de Banach es Banach << cerrado

Teorema de complecion: todo espacio normado es completable de manera Unica

Una suma infinita converge en (X,||.||) a v si la sucesion de sumas parciales
converge a Vv

Desigualdades de Hoélder y Minkowski
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Espacios Hilbert

» Definicion: Espacio pre-Hilbert es un espacio lineal con un producto escalar

asociado.

« Producto escalar:(.,.) : X x X — Acon las siguientes propiedades
(7) (v,v) >0, (v, ) =0 0v=0

(“’) <U7U1 + U2> = <’U,?}1> -+ <1)7'1)2>
(337) (v, \w) = Mv, w) Yo, v1,v0,w € L, YA € A

(iv) (v,w) = (w,v)
« En particular se cumple
(A1 4 Aav2,v) = A\ {(v1,0) + Ao {vg, V)
(vyw)y=0Vwe L=v=0
(v1,w) = (va,w) Yw € L = v1 = v
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Espacios Hilbert

* Propiedad: Todo espacio pre-Hilbert es espacio normado con la norma
asociada al producto escalar ||v]| = ++/ (v, )

» Definicion: Espacio de Hilbert es un espacio pre-Hilbert completo con la norma
asociada al producto escalar (propiamente distancia asociada a la norma).

 Propiedades: Sea (X, (s ->)espacio pre-Hilbert y I|-l| la norma asociada:

|z + y||* + |z — y[|* = 2(]|=]|* + ||y||*) (Identidad del paralelogramo)

R{@w{

Im}%w:

1z +ylI* = llz =yl

W~

Identidad de polarizacion

1 : : . .
_Z[Hx +iy||* — ||z — iy||?] (si X complejo)

« Relacion producto escalar-norma; Un espacio normado(X, ||.]]) que satisface la
iIdentidad del paralelogramo es espacio pre-Hilbert con un producto escalar
que satisface ||z|| = ++/(z, x)
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Espacios Hilbert

» Propiedades: Sea (X, (.,.))espacio pre-Hilbert y ||-/| la norma asociada:

* Desigualdad de Schwarz-Cauchy-Buniakowski

(v, w)| < |]v||||w]|, Vv,we X, ("=" < v,w lin. dep.)
« Desigualdad triangular

|z +yll <zl +llyll, Vo,y e X "=" ©y=00z=cy,c>0)
« Continuidad del producto escalar

Tn = T, Yo = Y = (Tn,Yn) = (T,Y)

{x,}7°, {yn}7° son Cauchy en X = {{(z,,y,)}{" es Cauchy en A
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Espacios Hilbert

» Propiedades: Sea (X, (.,.))espacio pre-Hilbert y ||-/| la norma asociada:

« v,w € X son ortogonales si (v, w) =0

e S={vVa}aca C X es un conjunto ortogonal si (v,,v3) =0 Va # [

e S ={v4q}taeca C X es un conjunto ortonormal si (v,,v3) = das

. Todo conjunto ortogonal de vectores no nules es 1.i. (reciproco no cierto)

« Teorema de Pitagoras (generalizado): Sea {v;}1 ortonormal en X

n

Jl> = o o)+ lo = Y (v, 0)uyl?, Yo e X
j=1

j=1

 Teorema de Pitagoras

n
2 v
J=1
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Espacios Hilbert

* Propiedades:
« Desigualdad finita de Bessel: sea {v;}} ortonormal

0] > [(vy, )2, Yo € X

1=1
« Sea {v4}aca conjunto ortonormal arbitrario

AW = Lo € A/(vy,v) # 0} es finito o infinito numerable

« Desigualdad infinita de Bessel: sea {vq}aca conjunto ortonormal arbitrario

ol > 3 [(va, ), Yo € X

a€EA
 Teorema de complecion:

Dado un espacio pre-Hilbert (X (. >), existe un espacio de Hilbert H

(dnico salvo isomorfismos) y un isomorfismo A : X — W con W denso en H
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Espacios Hilbert

Definicion: complemento ortogonal Sea H Hilbert y M C H, M # ()

M~* = {v e H/vLM} (también se denota M+ = H & M)

Propiedades del complemento ortogonal

(i) M+ es subespacio lineal cerrado VM C H, H Hilbert
(4) M n M+ c {0}

(4ii) M+t = (MHt > M

() M~ = (M)* = [M]* = ([M])~

(v) {0} =H, H* = {0}
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Espacios Hilbert

 Teorema de la proyeccion ortogonal

Si M es un subespacio lineal cerrado del espacio de Hilbert H, entonces

Vo e H : v, € M, 3, € MJ'/U = v1 + v2 (v1: proyeccion ortogonal de v sobre M)

Enunciado equivalente:

Si M es un subespacio lineal cerrado del espacio de Hilbert H, entonces

Voe H:3v e M/ |lv—uv|| =inf{|lv—1y|l,y e M}, v—v, € M+
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Espacios Hilbert

* Propiedades:
» Definicion: Suma directa ortogonal
Sean M, N subespacios lineales cerrados de H Hilbert
H=M&Nsi H=M&N y MLN
H = M @& M=,V subespacio lineal cerrado M C H

Proyector ortogonal sobre M: Py : H — M

Pyv=v1, v =v1 + vy con v; € M, 1}26]\4L

Py + Py =1y, PyPyi=PyiPy =0, Py =Py, Py =Py

» St =[S]VSCH, S#0 (S subesp. cerrado = S++=8)

S subespacio lineal de H es denso en H < S+ = {0}
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Espacios Hilbert

e Teorema: Sea {z,}{° conjunto ortonormal en H (Hilbert) y {\,}3° C A, entonces:

xO O
Z Ap Ty CcOnverge < Z (A ]? < 00
1 1

 Teorema: Sea S = {z,}aca conjunto ortonormal en H (Hilbert). Sea M = [S]

(1) xp = Z(aza,x>xa cM
acA
(i7) xps es el Gnico vector que satisface x — xp LM

(iti) € M = x=x)M

(iv) d(z, M) = inf ||z —yl| = d(z, zp)

La aproximacién 6ptima de un vector x por elementos

de M = [{z,}aca] ortonormal viene dada por Py x

Curso 2013/2014 (2° cuatrimestre) Métodos Matematicos de la Fisica I11 30



Espacios Hilbert

 Teorema de ortogonalizacion de Gram-Schmidt:

Sea {v;}jes C H un conjunto Li., con J finito o infinito numerable (N)

3{u;};es ortonormal tal que:

(1) wi € {vitjes], vi € {witjes]  (id) [{uj}ies] = [{vj}ie]

Solucion: m—
_  Wm _ } :

Uy = ﬁ, con Wy, = Uy — ’LLk;,’Um
k=1

 Definicidn; Base ortonormal

Conjunto ortonormal S = {v4 }aeca C H maximal (o completo)

e Teorema: Existencia de bases ortonormales

Todo espacio de Hilbert # {0} posee alguna base ortonormal
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Espacios Hilbert

» Teorema: Caracterizacion de bases ortonormales:

Sea S = {vo}aca C H # {0} un conjunto ortonormal. Son equivalentes dos a dos:

(i) S es base ortonormal de H

(ir) [S]=H
(#ii) vlv,, Va € A=>v=0 S+ =1{0}

(iv) Vve H = v = Z(va, V)V, (desarrollo en serie de Fourier)

(07

(v) Vo,w € H = (v,w) = Z(v, Vo) (Vo, w) (identidad de Parseval)

(87

(vi) Yo € H = ||[v]]? = Z (v, v)|* (identidad de Parseval)
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Espacios Hilbert

* Definicion: Espacios topologicos (y meétricos) separables:

» Un espacio topoldgico X se dice separable si posee algun subconjunto numerable
denso en X.

* Un espacio métrico M es separable siy soOlo si posee una base numerable de
abiertos.

« Criterio de separabilidad en espacios de Hilbert

Un espacio de Hilbert H # {0} admite una base ortonormal numerable
es separable N (finita o infinita numerable)

* Proposicion:

 Todas las bases ortonormales de un espacio de Hilbert H tienen el mismo cardinal
(dimension Hilbertiana de H).
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Espacios Hilbert

« Teorema del Isomorfismo:
Definicion: Dos espacios de Hilbert, Hy, Hy sobre A se dicen isomorfos si
U : Hy — H,, U isomorfismo lineal /(Ux,Uy)y, = (x,y)u,, YT,y € Hy
Teorema:

Todo espacio de Hilbert H # {0} es isomorfo a I3 (A)
donde el cardinal de A = dimensién Hilbertiana de H

Corolarios:
e Todo espacio de Hilbert de dimensién Hilbertiana finita es isomorfo a C”
« Todo espacio de Hilbert separable de dim. Hilbert. infinita es isomorfo a % (N)
« Sea H espacio de Hilbert separable de dimensiéon Hilbertiana h y dimension lineal [

- h < oo = 1= hytoda base ortonormal es base de Hamel

_ h =00 =-1> h y ninguna base ortonormal es base de Hamel
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Espacios Hilbert

* Resumen de resultados:

Espacio (pre-)Hilbert: Espacio lineal con producto escalar completo
Hilbert 4472 Normado

|Identidades del paralelogramo y de polarizacion

Desigualdades de Schwarz y Triangular, continuidad producto escalar
Ortonormalidad. Teorema de Pitagoras y desigualdad de Bessel

Teorema de complecion

Complemento y proyector ortogonal. Aproximacion Optima a un vector.

Ortogonalizacion de Gram-Schmidt
Bases ortonormales. Espacios separables

Teorema del isomorfismo
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Espacios de funciones

e Algunos de los casos mas importantes de espacios de Hilbert.
 Ejemplos:
(Cala,b], ||-]loc) completo, no pre-Hilbert

(CA [a,b],]]./lp), »>1 no completo (p = 2 pre-Hilbert)
(B(R),]|.]|) completo, no pre-Hilbert
(RP(R),]|.]lp), » > 1 no completo (p = 2 pre-Hilbert)
- Ejemplo de no completitud de (Cala,b], ||-||2)
0 <ot
fa@)=< nz—2+1, 1+-1<z<1  esCauchy pero no converge en (Cr[0,1], ||.||2)
L, ; <z,

 Podemos aumentar el espacio de funciones con los limites de sucesiones de
Cauchy para completarlo. Necesitaremos un nuevo concepto de integral.
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Espacios de funciones

e Integral de Riemann:

» Particion del “eje x” y convergencia comun de integrales superior e inferior

/abf(a;)dx =1

|
[
|
|
[
|
[
|
[
|
|

n

n
sil= lim » RPMf=lim » R}’ <oc
1

b || —0

Integral de Lebesgue:

« Particion del “eje y” y medida de subconjuntos del “eje x”

| /f(ac)d:r;z lim 3. (f)
8 o,

Yr(f) = Z?/j—lu{f_l([yj—h Y]}
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Espacios de funciones

Necesitamos desarrollar un nuevo concepto de medida

« Boreliano: Elemento de B, familia minima de subconjuntos de R

que contiene todos los intervalos abiertos (a,b) y cumple:

() {Bj}*cB=|JB;cB (i)BCB=>R-BCHB

j=1

 Medida Borel-Lebesgue (de un boreliano B): #(B) = inf I(I)

(6. @)

I1DB
00

I= U (aj,b;) (uniones de intervalos abiertos disjuntos) I(I) = Z b; — aj|

j=1
- Propiedades:
B e B = u(B)

j=1

= inf{u(A), A abierto D B} = Sup{u( ), C' compacto C B}

B, € B, n > 1, disjuntos dos a dos = u (U°B,,) Z,u
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Espacios de funciones

* Necesitamos desarrollar un nuevo concepto de medida
« Funcién medible Borel: f:R — R es medible Borel si f*(B) € B, VB € B

« fcompleja es Borel si su parte real e imaginaria lo son
o Sif, g, reales: f+ g, \f(A€R), fg,|f| son borel

 Caracterizacion de funciones medibles Borel:
a) f:R— R es Borel < f_l{(a,b)} € B, Va,b
b) fn(x) — f(x), Va, f, Borel = f Borel
¢) f:R—ResBorel & {z/f(x)<b}eB, Vb

* Integral de Lebesgue sea f > 0, acotada y medible Borel. Se define su integral

T:0=yy<y1 <...<y, =supf particion del recorrido de f

/fd:cz lim X.(f)
R

|| —0

n
Xr(f) = Z yi—1u{f " ([yj-1,y,])} Facil de extender a
o funciones mas generales
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Espacios de funciones

 Funciones integrables Lebesgue

feri(r /\f]dx<+oo /fd \fl /
fe LR /\fydx<+oo /fd:c—/Re da:+1/

* Propiedades casi por doquier (c.d.).
Una propiedad P(x), x € R se cumple casi por doquier (c.d.)
si el conjunto {x/P(x) falsa} tiene medida nula
En particular f; = fo c.d. < [ |fi — foldz =0

« Espacios L.
L'(R) es el conjunto de clases de equivalencia de funciones de £'(R)

bajo la relacién de equivalencia: f; = f5 c.d.
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Espacios de funciones

Espacios Lr:
feLr(B)sillfll, =

1/p
<400, 1<p<+x

[ 1spaa

Definicion: L*(B) conjunto de clases de equivalencia de funciones f € LP(B)

con relacién de equivalencia f = g c.d.

Propiedades:
(2) (LP(R), [|.[lp), (L(B),|[-llp), son Banach

(¢2) C|a,b] es denso en (LP([a,b]),||-]]p)
(¢4) (LP([a,b]),]].]|p) es la complecién de Cla,b] (idem [a, b] — R)

(iv) L*(R) es Hilbert con el producto escalar

(f,g) = /Rf(:c)g(zc) dz, (andlogamente para [a,b])
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Espacios de funciones

 Desigualdades (integrales) de Holder y Minkowski

1 1
Sean f,h € [P(X), ge LX), 1<p<oo, —+—-=1
p q

Desigualdad de Holder

[isaae<{ [ \frpda:}l/p-{ / rgerx}l/q

Desigualdad de Minkowski

1/p 1/p 1/p
h|P dx P dx h|P dx
U renrash s ([ rask s [ el
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Espacios de funciones

Algunas bases ortonormales importantes en L2

« Base de Legendre

1 d"
P,(x) = ST d:c—”<$2 — 1)" (Polinomios de Legendre)
0

{ n + 1/2Pn} es base ortonormal de L*[—1,1]

(1—2*)P! —22P +n(n+1)P, =0, n=0,1,... (Eq. de Legendre)

« Base de Hermite

2 dn 2
Hy,(x) = (—1)"e" d—e_x (Polinomios de Hermite)
xn
{(ﬁQ”n!)_l/26_$2/2Hn}O es base ortonormal de L*(R)

H' —2xH +2nH, =0, n=0,1,... (Eq. de Hermite)
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Espacios de funciones

Algunas bases ortonormales importantes en L2
« Base de Laguerre
1 d"

L,(x) = aexdx—n(e_xx”) (Polinomios de Laguerre)

{e‘x/QLn} es base ortonormal de L?[0, c0)
0

rL!+(1—x)L, +nL, =0, n=0,1,... (Eq. de Laguerre)

* Bases ortonormales de polinomios asociados a funcién peso

Sea 0 # p € L'(R), no negativa / 3o > 0, para el que [, el*p(t) dt < oo

Si {pn(t)}5° son los polinomios ortonormales respecto al producto escalar

(f.9)p = J fgp, obtenidos de {t"}5° por Gram-Schmidt, entonces

{pn(t)p*"?()}3° son base ortonormal de L% (sop p)
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Espacios de funciones

e Algunas bases ortonormales importantes en L2;

« Bases de Fourier

{el?™n@/L /\/T1 T o5 base ortonormal en L2[a, a + L]

1 2 2 2 2
{ﬁ,\/zcos( ng),\/isin( 7213:))} (n=1,2,...) es base ortonormal en L2[a,a—|—L]

- 2mne = 2 2
flx) = Z cnel2T :ao—|—z [2ancos( Wlém) —|—2bnsin< 727,:1:)]

n—=——oo n=1
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Espacios de funciones

e Algunas bases ortonormales importantes en L2;

. Bases de Fourier Convergencia en L? (c.d.)
- P > 2 2
flx) = _z: cnel2T = ag + Z [2% coS ( W£x> + 2b,, sin ( ng)]

« Criterio de convergencia de Jordan (convergencia en media)

Sea f € Li[a,b] de variacién acotada en (a,b), la serie de Fourier

converge puntualmente a 1111(1) f(as T 6) —; f (a: - 6)
€E—>

« Bases solo en senos o cosenos
f € LZ[a,b] se puede desarrollar en serie de Fourier de solo cosenos o solo senos

desarrollando una extension simétrica o antisimétrica
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Espacios de funciones

» Desarrollos en autofunciones

 Sea el operador diferencial

d2

 dx?

toda funcion J € L2[a, a+ L] se puede desarrollar en autofunciones de @

f(:l?) — Z Cnfn(x)
con )
i2mne 21N 2
fn(aj)ze Loy Ofn__<T> fn
Autovalor
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Espacios de funciones

* Resumen de resultados:

Borelianos. Medida de Borel-Lebesgue. Funciones medibles Borel.

Integral de Lebesgue.

Funciones integrables Lebesgue. Espacios c
Propiedades casi por doquier. Espacios L¥

L*(B) es espacio de Hilbert (complecién de C(B) )
Desigualdades integrales de Holder y Minkowski
Bases de polinomios ortonormales en L°(B)

Bases de Fourier. Desarrollo en serie de Fourier.

Desarrollo en autofunciones.
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Funcionales Lineales

 Definiciones: Sea L un espacio lineal sobre el cuerpo A

. Se llama funcional (o forma lineal) a toda aplicacién lineal F': L — A
F(x+vy)=F(x)+ F(y), F(ax)=«aF(x), Yo,y € L, Va € A

« Un funcional sobre un espacio normado es continuo si
V{z,} > = {F(z,)} = F(x), Vx € L
Ve>030>0/||lx—y||<d=|F(x)— F(y)| <e

« Un funcional sobre un espacio normado es acotado si
IM > 0/|F(z)| < M||z||, Vx € L
F|l = M = F = inf{M > 0/|F <M
[|F'|| = sup = sup [F(z)| =inf{M > 0/|F(z)| < M||z|[}
w20 |||l l|z||=1
« Teorema: Sea F un funcional sobre un espacio normado
F' es acotado < F' es continuo
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Funcionales Lineales

» Definicion: Espacio dual de un espacio de Hilbert (H,<,>) es el conjunto de
funcionales continuos sobre H.

H ={F:H — A/F lineal y continua} = A(H, A)
Tiene estructura de espacio de Hilbert (como veremos)
e Proposicion: Sea (H,<,>) espacio de Hilbert de dimensidn finita:

 Todo funcional lineal en H es continuo
. dim H = dim H

 Teorema de Riesz-Fréchet: Sea (H,<,>) espacio de Hilbert (separable o no)

VEF : H — A lineal continuo
3\f € H/F(g) = (f,9), Vg€ H
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Funcionales Lineales

* Propiedades:
e i F#0 =dim(Mg)=1 (My={he H/F(h)=0})

o Sea {e;}] base ortonormal de A", V¢ : H — A" lineal y continua

3wy, .. 0 € HIG(y) = ) (25, 9)e;

o [|Fullac,ny = o)l !
o I funcional de un espacio de Hilbert es continuo < su ntcleo M, es cerrado en H
e H es espacio de Hilbert con el producto escalar asociado a H
(L):HxH—A
Fy, Fg = (Fy, Fg) = (g, f)
. La aplicacién f € H — I € H con Fr(g) =(f,9),

es una biyeccién isométrica antilineal
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Funcionales Lineales

« Formas Bilineales: sea (H,(.,.)) espacio de Hilbert sobre A

« Forma bilineal (propiamente sesquilineal): aplicaciéon ¢ : H x H — A tal que
(1) ¢(az, By) = aBé(z,y), Va,B € A, Vo,y € H

(”) ¢(331 + x2ay) — gb(xlay) + ¢(£I$2,y)
(117) d(x, 91 +y2) = O(x,41) + O(@; y2)

« Una forma bilineal es acotada si 3k > 0/|p(z, y)| < kl|z|| ||y||, Vz,y € H

z#02y ||Z]| Y]]

« Teorema: sea ¢ : H x H — A, forma bilineal acotada sobre H (Hilbert).
1A € A(H) (aplicacion lineal A : H — H acotada) tal que
oz, y) = (x, Ay), Vo,y € H
, | Az|]
ademds ||¢[| = [|A]| = sup ==

0#xeH |CIZ‘||

(es norma)

< 400
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Funcionales Lineales

« Convergencia fuerte =z, Sne |xn — || = 0

« Convergencia debil z, 4ne F(z,) — F(z), VF € H
 Teoremas:

f d
Ty —> T = Ty — T

4 f
Tn =7 & STy, — X
|zn || — |||l
Ty J
" ; =z, — 2
T =
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Teoria de distribuciones

« Espacios de funciones prueba:

« Espacio de funciones de soporte acotado
D(R) = {f € C*(R)/sop(f) acotado de R}, (sop(f) = {z/f(z) # 0})

es espacio lineal y algebra de funciones.

- ConvergenCi% | i) sop(fn) C K acotado e independiente de n
In 2 TS i) ||~ fP e — 0. ¥p >0

« Espacio de funciones de decrecimiento rapido
S(R) = {f € C*(R)/ sup [[z"f"™]|o < o0}

k,meN
es espacio seminormado ([|£1lkm = ||2* (™| es seminorma)

- Convergencia
oS f st |25 £ (@) — 28 £ (@) | — O, Vh,m € N
n—oo

 Propiedades - S
fo—=f=fn—f, DesdensoenS
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Teoria de distribuciones

e Definiciones y propiedades:

o Distribucién: T : D(R) — A lineal y continua (en sentido de D)
T(a1¢1 + az2) = anT (1) + T (p2), Yo 2 € A, V12 €D

D
On — ¢ = T(¢dn) = T()

« Espacio de distribuciones: 5(\@) — {T /T distribucién}

 Condicion suficiente de T continua

dM > 0 indep. de ¢/|T(¢)| < M||p||co, V¢ € D(R) = T continua en sentido de D

« Distribucion temperada: 7T : S(R) — A lineal y continua (en sentido de S)

 Espacio de distribuciones temperadas: S(R)
« La condicion suficiente de continuidad aplica igual.

* Propiedad:
S(R) Cc D(R)
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Teoria de distribuciones

e QOperaciones con distribuciones

* Producto por una funcion:

——

pT : ¢ — T(p¢) es elemento de D(R), Vp € C

—_ N—

es elemento de S(R), Vp € C°° de crecimiento lento
« Derivada de una distribucién: Vm, 3N, /|[p"™ /(1 + [2]*) V™ [|oe < 00

T ¢ — T((—1)"e!™)
 Traslacion:

To: ¢ = T(¢-a) con ¢q(x) = ¢(z — a)

« [Estas operaciones son continuas respecto a la siguiente definicion de
convergencia de distribuciones

T, — T < Tn(6) — T(d), Yo € D(S)

Con esta nocion de convergencial) y S son completosy S es denso en D
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Teoria de distribuciones

 Ejemplos de distribuciones:

Delta de Dirac 0z, : ¢ — ¢(xg) (distribucion temperada)

Suele representarse como una funcion: d,,(¢) = / d(x — xo)p(x) dx

O, =2

y como sucesion limite de sucesiones de funciones

A 2 L .
dp = lim \/jem — Tim (rie)~Y/2ei™/€ = i sin A\x
T = l1m

A—00 €l 0 A—o0 T
d
d(x —xg) = %9(33 —x9), 0O(x)= { (1)’ i z 8’ (funcion paso de Heaviside)

Sea f(x) con un numero finito de ceros (todos simples) entonces

5(1@) = 30 G ) =0

1
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Teoria de distribuciones

 Ejemplos de distribucioneS'

« Valor principal de (dlstrlbuuon temperada) VP — (qb) = hﬁ)l da:%
Sz e
1 d
Se cumple que VP— = — In ||
r dx -
Derivando la expresién hfél In(e +iz) = In|z| — i§ + imf(z), se tiene
1 1 1
— = lim — = VP— +ind(x)
rF10  €lo x Fie x

 Distribucion caracteristica (distribucion) Sea X C R
w6 xx(6) = [ oo
X

07 ng’

Se suele representar por la“funcién” yx (x) = { | e x
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Teoria de distribuciones

« Teorema de la regularidad

VT € D(R), 3f continua en R, 3n € N/T = T\"
donde T%(¢) = / f(x)o(z) dx
R

» Transformada de Fourier

. 1 .
k) = —— | e " f(2)dz, (transformada directa
fh) = o= [ e f@ydo, ¢ |

*'w
|
s

se cumple f =

1 N |
r)=— [ " dy, (transformada inversa
F@) = o= [ @)y, |

 Transformada de Fourier de distribuciones

T(¢) = T($), VT € D(R)
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Teoria de distribuciones

* Resumen de resultados:

Funcionales lineales T": H — A , acotados y continuos

Espacio dual: funcionales lineales acotados

Teorema de Riesz-Fréchet: representacion de funcionales en esp de Hilbert
Formas bilineales y su representacion en espacios de Hilbert

Espacios de funciones prueba (de soporte acotado y de decrecimiento rapido)
Distribucion (temperada): funcional lineal sobre espacio de funciones prueba
Operaciones con distribuciones: producto por funcion, derivada, traslacion
Ejemplos de distribuciones: delta, escalon, VP(1/x), distribucion caracteristica
Teorema de la regularidad

Transformada de Fourier (de distribuciones).
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Operadores en espacios de Hilbert

e Definicion:

Operador (anti)lineal. Aplicacién (anti)lineal univaluada entre espacios de Hilbert
T . D(T) C H — R(T) C Hs

T +89) = | 27(s) 4 400, (ut e
 Propiedades:
« D(T), R(T), Ker(T) son subespacios lineales
« M subesp. lineal de Hy = TM = {Tx/x € M} es subesp. lineal de Hs
. L(H1,Hy)={T:D(T)C Hy — Hy/T lineal} es espacio lineal con
(T +To)x =Tz +Tox, (aT)xr=a(Tx)

Ve,y € D(T), Va,B € A

. L(H)=L(H,H)
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Operadores en espacios de Hilbert

Definicion: Operador acotado. Sea T' € L(Hy, Hy), D(T) = H;
T es acotado si AM > 0/||Tx|| g, < M||x||m,, Yo € H;

« A(H1,Hs) ={T : H — H>/T lineal acotado} es espacio normado

con la norma ||T|| = sup ——
. 20 ||Z]]
e Definicion: Operador continuo.

T € L(Hy, Hy) es continuo en x € Hy si
Wz, =z = {Te,) — T, [||g;n ]| 5 0= ||Tz, — Tx|| = 0
« T € L(Hy, H) es continuo si lo es Vo € Hy ( lim zﬂ) — lim Tz,

n—oo n—o0

« Teorema: T' € L(H, Hs), Hy 2 espacios de Hilbert
T € A(Hy, Hy) < T continuo < T continuo en algin pto. de H;

. Espacio dual: H = A(H, A)
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Operadores en espacios de Hilbert

« Propiedad: T € A(H;, Hy) = Ker(T) es cerrado
« Definicién: T : D(T) # H; — Hy es acotado en su dominio si
T
3M > 0/||Tal| < Mle]], va € D), |IT)| = sup 12
0#£x€D(T) |||
 Teorema (de extension de operadores acotados en dominio denso):
Sea T € L(H;, Hy) acotado en su dominio, denso en Hy (D(T) = Hy)
3T € A(H,, H,) que extiende T a todo H; y ademés ||T|| = ||T|
Tz, x e D(T),
lim Tx,, x,¢€ D(T), lim x,=x¢ D(T)

n—oo n—oo

solucion Tx = {

 Propiedades:

» A(H) es espacio de Banach y dlgebra de funciones con ST(z) = S(T'(z))
ST < |ISI[T]

« Conmutador de operadores: [S,T] = ST — TS # 0 en general
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Operadores en espacios de Hilbert

Definicion: Sea T' € L(H1, Hs), se define el operador inverso (si existe)
T 'Tex =z, Vo € D(T) = R(T™1)

T-': R(T) C H, — D(T) C H; tal que
(T) € Hz = D(T)  Hy tal q TT 'y =y, Yy € R(T) = D(T™Y)

Criterio de existencia de operador inverso Sea T € L(H1, Hs)

3T '€ L(Hy,H,) < T es inyectivo & Tex=0=>z=0

Nota: Sea T' € A(Hy, H,), R(T) = Ho, T inyectivo AT~ € A(H,, Hy)

Teorema (criterio de inversion manteniendo acotacion):
Sea T' € A(Hy,Hs), R(T) = Hs, Hy 2 # {0} entonces

T € A(Ho, Hy) & 3k >0 / ||T0||>k||v]|, Yo € H,

Corolario: Sea T' € A(H) biyectivo, con H # {0}. Entonces
T e A(H) < 3k >0/ ||Tv|| > k|||, Yo e H
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Operadores en espacios de Hilbert

« Topologias en A(H): sea {A,, € A(H)}{°
» Topologia uniforme o de la norma
A, 5 As||A, — Al — 0
n—oo

« Topologia fuerte

A, s Ao A — Av, Yoe H

n— 00

« Topologia débil

A, $A<:><w,Anv> — (w, Av), Yo,w € H

n—oo
« En dimension finita (dim H finita) son todas equivalentes
* En dimension infinita

Top. uniforme; Top. fuerte; Top. débil
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Operadores en espacios de Hilbert

« Algunos operadores interesantes

» QOperadores en dimension finita
T € L(H) = matriz en A"
A(H,) = L(H,) [todo operador lineal es acotado)]

» Operadores destruccion, creacion y numero (en li )

a :(Oé0,0él,...,Oén,...)_)(Oél,\/50(2,...,\/n—|—104n_|_1,...)
at i (q, a1, 0, .. ) = (0,00, V21, ...,/ NOm_1,...)
N :(ag,a1,...,Qpn,...) = (0,a1,2a9,...,n0y,...)

» Operador rotacion (en?(R?)).Sea R una rotacién en R? alrededor del origen
U(R) : f(z) = f(R™ )
« Operador traslacién (en L*(R™)). Sea a € R™ fijo

Ua:f(x)%f(x_a)
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Operadores en espacios de Hilbert

« Algunos operadores interesantes
« Operador posicién (en L?(B)).
Q: f(x) = zf(x)

« Operador derivacién. Sea S(R) = {f de decrecimiento rdpido}, denso en L*(R)

P f(z) € S(R) — —ij—xf(x)

 Propiedades: definamos los operadores posicién y momento en S(R"™)
Qj: f(x) = z;f(x)
0

Pe: f(z) € S(R) = ~iz—f(v)
Lk

(5,k=1,2,...,n)

se cumple
@, P no son acotados y cumplen [Q;, Px] = id;xls
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Operadores en espacios de Hilbert

« QOperador adjunto
Dado A € A(H) con H espacio de Hilbert, se define su operador adjunto

como el tinico operador AT (€ A(H)) que satisface

(w, Av) = (ATw, v) Vv, w e H

 Propiedades:

i) La aplicacién A — AT es una biyeccién antilineal isométrica de A(H)

ii) (AB)T = BTAT |AT|| = ||A]|, («A+ BB)" =aA' +bB7
i) (ANT = A

iv) A,ATt € A(H) = (AT) L= (A~

v) [|ATA]| = [|4]]?

vi) AT = (AT)* en dimensién finita
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Operadores en espacios de Hilbert

e |gualdad de operadores

A=Bsi D(A)=D(B)=D, Az = Bz, Yz € D

(equiv. si D(A) = D(B) =D, (y,Ax) = (y,Bx) Yz € D, Yy € H)
« Tipos especiales de operadores: Sea T : D(T') denso en H — H

e Operador simétrico o hermitico

+

e Operador autoadjunto

T=T" [D(T) = D(T"), (x,Ty) = (Tz,y), Y,y € D(T)]

TcCT! [D(T) C D(TY), (x,Ty) = (Tx,y), Va,y € D(T)]

e Operador autoadjunto acotado

Ac AH) ) A= AT [AZAT<=><:E,A:E>ER,V£CEH]
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Operadores en espacios de Hilbert

 Propiedades de operadores autoadjuntos acotados
Sean A, B € A(H), A= A", B= BT

x, Ax)]|

i) 1Al = sup L
x7#0

]|

it) oA 4+ BB es autoadjunto acotado Va, 8 € R

ii1) AB es autoadjunto acotado < [A,B] =0

w) [[A™] = []A

e Operador isométrico

"

T:D(T)C H— H/||Txz|| = ||z||, Y& € D(T)

propiedad

T isométrico

Curso 2013/2014 (2° cuatrimestre)
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Operadores en espacios de Hilbert

e Operador unitario

UcAH) /U =U!

Nota:
U € A(H) isométrico < UTU = 1 [UUT — 14 R(U) = H}

U € A(H) unitario < UTU = UUT =1
« Caracterizacion de operador unitario. Sea U € A(H). Son equivalentes
i) U unitario
it) R(U) = H,{Ux,Uy) = (x,y), Ye,y € H
iit) R(U) = H,||Uz|| = ||x||, Ve € H
iv) {€q aca base ortonormal de H = {Ue, }oca base ortonormal de H

v) UT es unitario
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Operadores en espacios de Hilbert

« Proyector ortogonal

P € A es proyector ortogonal si P? = P = P!

« Teorema: Sea P proyector ortogonal, entonces

3 M subesp. lin. cerrado en H tal que P es el proyector ortogonal sobre M

e Operador normal
A:D(A) densoen H — H / D(AAT) = D(ATA), [A, AT =0

Nota: A€ A(H)= A" € A(H) = D(AA") = D(ATA) = H
A € A(H) normal & ||Av|| = ||ATv||, Vv € H

- Propiedades: A autoadjunto = A normal (AAT = ATA = A?)
A hermitico # A normal (D(AAT) #£ D(ATA))
A unitario = A normal (AAT = ATA =1)
A isométrico 7 A normal (D(AAT) # D(ATA))
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Operadores en espacios de Hilbert

e Resumen de resultados

Operador £(Hy, Hs), acotado A(H;, H>) y acotado en su dominio

Operador continuo « acotado

Teorema de extension de ops acotados con dominio denso

Operador inverso. Existencia del operador inverso (manteniendo acotacion)
Topologias uniforme, fuerte y débil en A(H)

Ejemplos de operadores (dim. finita, creacion, destruccion, numero, posicion,
derivada)

Operador adjunto
Operador hermitico, autoadjunto, isométrico, unitario, normal

Proyector ortogonal
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Teoria espectral de operadores

« Definicion: Espectro y resolvente de operadores lineales
Sea A € L(H), con dominio denso en H, espacio de Hilbert separable sobre C

« C se puede separar en los siguientes subconjuntos, seguin el comportamiento del
operador (A — \I)~*

C=pUo=pUo,Uo,Uo,, disjuntos dos a dos

AeC (A= XI)~! R(A — ) (A—=XI)~!

op(A) no existe - -

o, (A) existe no denso en H -

o.(A) existe denso en H no acotado en su dominio
p(A) existe denso en H acotado en su dominio
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Teoria espectral de operadores

* Propiedades:

« Autovectores y autovalores A € 0,(A4) < Juy # en D(A)/Avy = Avy
* Independencia lineal de autovectores con autovalores distintos
{N} Cop(A), Avi = N, Ni # A (1 # 7) = {v} L
* Propiedades topologicas de espectro y resolvente
VA € L(H) = p(A) abierto, o(A) cerrado en R?
« Espectro del operador adjunto; sea A € A(H)

i) A€ p(A) & X e p(AD)

i) A€ 0,(A) = X € o, (AN U o, (A)
iii) X € 0,.(A) = X € a,(AT)

i) X € 0.(A) & X € a.(AT)

Curso 2013/2014 (2° cuatrimestre) Métodos Matematicos de la Fisica I11

75



Teoria espectral de operadores

* Propiedades:

» Espectro operadores normales: 5¢2 A € A(H) normal
a)Av = v & Alv =
b)Av; = \jvi, Ni # X = v; L,
c)or(A) =10
« Espectro operadores unitarios (en particular normales):
U unitario = o(U) = 0,(U) Uo.(U) C {N/|\| =1}

« Espectro operadores isométricos (en general no normales):

Aisométrico = 0, (4) € (/A = 1}, [en general o(4) ¢ {|\ =1}, o, £ 0]
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Teoria espectral de operadores

* Propiedades:

Espectro proyectores ortogonales:

o(0) = {0}, o(1)= {1}, todos los demas proyectores ortogonales satisfacen
PcAH),PP=P=P',04£P#1,= od(P)=0,(P)=1{0,1}
Espectro operadores autoadjuntos; sea A € A(H) autoadjunto
1)o(A) CR, 0,.(A) =10

2) o(A) C [ inf (v, Av), sup <U,A’U>]

[[v][=1 l|v]|=1

3) Mx(A) = {v € H/Av = A} subespacio lineal cerrado

4) VA € A(H), A= A" = 3{v;} ortonormal, maximal /Av; = \;v;
(no necesariamente completo en H)
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Teoria espectral de operadores

e Definicién: A € L(H1, H>) es compacto (A € C(Hq, HQ))

si A(X) es compacto en Hy, VX C Hy, X acotado (es decir sup ||z|| < o0)
zeX
. Sidim(H)<oco— L(H)=A(H)=C(H)

 Teorema: VA e C(H)

1) ) dimM,(A) < +oo, Vk >0
AEo,/|A|>kK

2) 0,(A) es a lo sumo numerable, con 0 como tnico pto de acumulacién posible
3) € — {0} C 0,(A) U p(4)

4) 0 € o(A)

5) or(A) Uoc(A) C {0}
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