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Espacios lineales, métricos y normados

Ejercicio 1: Suma directa ‘
Demuestra que dim(M;®&M;& ... M, ) = dim(M;) + dim(My) + ... dim(M,,).

Ejercicio 2: Subespacios lineales ‘

SeaM C 2. M= {v=(a1,a,...) €I%/|m1] > |az| > ...}. ;Es subespacio lineal de I2?

Ejercicio 3: Propiedades de la distancia ‘

Sea d métrica en X. ;Para qué valores de la constante « son xd y « + d métricas?

Ejercicio 4: Propiedades de la distancia ‘

Sea d : R x R — R definida por d(x,y) = |x?> — y?|. ;Es distancia? Si no lo es, existe un
subconjunto de R para el que lo sea? Determinar el méas grande de tales subconjuntos.

Ejercicio 5: Relacion norma-distancia ‘

Sea d la métrica euclidea. Considera la funcién d : R? x R* — R definida por:

iy = { A0 Siy=AxAcR,
)= d(x,0) +d(0,y), en otro caso.

Prueba que d es una distancia y que no proviene de ninguna norma.
Ejercicio 6: Relacién norma-distancia

Demuestra que la aplicaciéon d : R x R — R definida por

gy Xyl
d(x,y) = T+ =y

es una métrica. ; Viene de una norma?

Ejercicio 7: Propiedades de la métrica

Sea la aplicacién p : R? x R> — R dada por:

, X=Y,

donde O es el origen de R? y d es la métrica euclidea. ;Es métrica en R?? ;Viene de una
norma? Demuestra que todos los puntos (salvo O son abiertos). Demuestra también que
todas las bolas abiertas B(0,r) son, a la vez, cerradas.

Ejercicio 8: Sucesiones

Da un ejemplo de sucesién en R que sea de Cauchy en alguna métrica pero no lo sea en la

métrica euclidea.
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Ejercicio 9: Sucesiones ‘

Estudia la convergencia de la sucesién {x, },en en ! = {(a1,a2,...)/ ¥, |an| < o0}, donde

A e
" K5 k=1 ’2”%1/3"%1"” .

Ejercicio 10: Sucesiones

Sea {x;, }neN una sucesion en un espacio métrico X. Demuestra que:
e Si x, — x, entonces toda sub-sucesion {x,, }ren de {x, }nen converge a x.

e Si {x,},en es de Cauchy y tiene alguna sub-sucesion convergente, entonces {x, }neN
converge al mismo limite que dicha sub-sucesion.

e Da un ejemplo de una sucesién no convergente que tenga sub-sucesiones conver-
gentes.
Ejercicio 11: Cerrados en espacios métricos ‘

Demuestra que si X es espacio métrico, A C X yr > 0, entonces V;(A) = {x € X/d(x,A) <
r} es cerrado.

Ejercicio 12: Continuidad de la métrica
Demuestra que si v, — v, w, — w se cumple d(v,, w,) — d(v, w).
Ejercicio 13: Bolas cerradas en espacios normados

Demuestra que, en todo espacio normado, B(x,7) = B(x,r). ;Y en espacios métricos?

Ejercicio 14: Subespacios cerrados en espacios normados

Sea (X, ||.||) espacio normado y S un subespacio de X. Demuestra que:
e S es subespacio de X.
e Si X es completo, S es también completo.

e SiS#X, intS=0Q.



