Series en el plano complejo

Sucesion convergente de numeros complejos

Wy, — w <= Ve >0, dng / |w, —w| < eVn >ng

Sucesion de Cauchy

Ve >0, dng / |wpim —wn| <€, Yn>ng,m €N

Teorema: C es completo

Sucesiones de funciones
« Convergencia puntual Ye >0, 3no(z,€) / |fu(2) — f(2)] <€ Yn >mng
« Conv.UniformeenD Ve >0, 3ng(e) / |fu(2) — f(2)| <€, Vn>mng, Vz€ D
e Suc. de Cauchy Ve >0, 3ng(e) / |fatm(z) — fa(2)| <€ Yn>ng,Vz € D,Ym € N

 Conv. Normal: si hay c. u. en todo compacto contenido en D
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Series en el plano complejo

Teorema {f,} conv unif en D < {f,,} Cauchy en D

Teorema f, continuas conv. unif. a f en D = f continua en D

Teorema: Sea C contorno y f, continuas en C
{fn} conv. unif. a f en C = lim fn dz_/ f(z

n—oo

Teorema: sean f, analiticas en un dominio D
{fn conv. norm. a f en D = f analiticaen D, lim f (z2)= f'(z2)

n
n—oo
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Series en el plano complejo

n—oo n—oo

oo mn
Definicion: Series de numeros complejos Zwk = lim Zwk = lim S,

Zwk =S & lim S, =95 < {S5,} Cauchy

n— 00
k=1

Criterio necesario (no suficiente) de convergencia
®.@)

Zwk convergente = lim wg =0

L] [l LI 4 k%m
* Definicion:  F=1
Z wy absolutamente conv. < Z |wyg,| conv. [ = Z Wy CONV. ]
k k k

Definicion: limites superior e inferior

lim{z,} = sup{ im{z, ()} / Ts(n) conv.}

lim{x,} = inf{ im{zy,(n)} / To@m) conv.}
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Series en el plano complejo

« Criterios de convergencia de series

. . . ra— wn—l—l
e Criterio del cociente M = lim ”
n
. w 1
m = lim nt
wn

e (Criterio de la raiz

M < 1= conv. absoluta
m > 1= diverge

m <1 < M no se sabe

M <1 = conv. abs.

M :E\wn\l/n M >1 = diverge
M =1 = no se sabe

» Criterio de sumar por partes

lim a,, =0 E lar — agr1| conv.

> bkl <M, M >0,¥n €N
k=1

- Z arbr conv

Curso 2016/2017 (1er cuatrimestre) Métodos Matematicos de la Fisica I

49



Series en el plano complejo

« Serie convergente de funciones
Zwk(z) conv. unif. a S(z) en D < Ve > 0, Ing(e) / |Sn(z) — S(2)| <€, Vn >ng, Vz € D
k=1

« Teorema: Zwk(z) conv. unif. en D < Zwk(z) Cauchy en D

e Teorema:

Zwk(z) conv. unif. a S en D

== S ten D
wy(z) cont. en D (2) cont en

e Teorema

Zwk(z) conv. unif. a S(z) en C' cont. simple

wy(z) cont. en C = /CS('Z) = zk:/(jwk(z)

Curso 2016/2017 (1er cuatrimestre) M¢étodos Matematicos de la Fisica | 50



Series en el plano complejo

e Teorema

Zwk () conv. normalm. a S(z) en D dominio S(z) holomorfa en D
wy(z) holomorfas en D S'(z) = Y wy(2) conv normal

 Teorema: criterio de la mayorante o test M de Weierstrass
wi(z) definidas en D M, € R / |wg(2)| < My, Vz € D

Z My, conv. = Z wi(z) conv. absoluta y unif.
k k
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Series en el plano complejo

o0
« Definicion: series de potencias, en torno z0: E ak(z — Zo)
., . . k=0
« Definicion: Radio de convergencia
1
p— —_— l
lim|ag|*

 Teorema: Sea una serie de potencias con radio de convergencia R

Zakzk conv. norm. en |z| < R a f(z) holomorfa en |z| < R con f¥)(2) = ak!
k

 Teorema: Desarrollo de Taylor. Sea f(z) holomorfa en z=0, entonces

f(z) = i f(k)(o)z’“ conv. a f(z)en |z| < R

k!
K=0 R=distancia de z=0 al pto en que f deja de ser holomorfa
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Series en el plano complejo

* Definicidon: f holomorfa en z0 tiene un cero de orden n en z0 si
f(z0) = f'(z0) = ... = f" " (20) = 0, f"(20) #0
« Teorema: sif tiene un cero de orden n en z0 entonces

f(z) =(z—20)"g(2) g(z) holomorfa en z
36 >0/ g(z) #0, V—2z-20| < ¢

e Teorema: sea f analitica en un dominio D

Hz b1 CD /) zn=2mSn=m )

lim z, € D, f(z,) =0,n €N = f(2)=0,VzeD

n—oo J
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Series en el plano complejo

« Definicion: Elemento de funcion analitica (f,D) es un par formado por
una funcion analitica y su dominio de definicion.

» Definicion: (f2,D2) es prolongacion analitica de (f1,D1) si
DIND2+#0, f1= (2 Vze D1lND2

 Teorema: Sean (f2,D2) y (f3,D3) prolongaciones analiticas de (f1,D1)
tales que D2N D3 # () es conexo y D1 N D2 N D3 +# ()entonces

f2=f3, V2ze D2N D3
« Definicion: Una funcion analitica completa es la coleccion de todos

los posibles elementos de funcion analitica que se generan a partir
de uno dado por prolongacion analitica.
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Series en el plano complejo

« Definicion: singularidad de funcion analitica completa es un pto que
es pto limite del dominio de uno o0 mas elementos sin estar en el
dominio de ningun otro elemento.

 Teorema de Monodromia: Sean z1 y z2 dos ptos distintos y C1y C2
dos curvas simples de Jordan uniendo z1 y z2 tales que C1-C2 es
una curva cerrada simple de Jordan. Sea (f,D) un elemento de
funcion analitica con z1 en D. Si prolongamos (f,D) analiticamente
mediante series de potencias hasta z2 con elementos cuyo centro
esta respectivamente en C1y C2 y la funcion analitica completa a
partir de (f,D) no tiene singularidades en el interior de C1-C2
entonces fc1(22) = fc2(22)

« Teorema: principio de reflexion de Schwarz. Sea f(z) analitica en
dominio D1 acotado en parte por el intervalo real 1=(a,b). Si f es
continua en D1 U Iy f(x) es real entonces f(Z) es la prolongacién
analitica de fa D2 = D1
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Series en el plano complejo

« Teorema de la funcion inversa: Sea w=f(z) analiica en z0 con f'(z0) # 0
entonces existe un entorno de w0=f(z0) en el que la funcién inversa
z=g(w) existe y es analiticay ¢'(wo) = 1/f'(20)

e Teorema: desarrollo en serie de Laurent.
Sea f analitica en R; < |z — 20| < R2, entonces

oo

f(z) = Z an(z —20)", VR1 < |z — 20| < Ry

n=—oo

1
Ay = —— f(2) dz
211 Jor (2 — z9)n
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Series en el plano complejo

« Definicion: singularidad aislada. f tiene una singularidad aislada en z0
si no es analitica en z0 perod4) > 0, / f es analitica en 0 < |2 — 29| < &

« Definicion: parte principal del desarrollo de Laurent. Términos del
desarrollo con potencias negativas de (z-z0).

« Definicion: clasificacion de singularidades aisladas

« Singularidad evitable: ax =0, Vk <0
 Polo orden m: Im <0 / am # 0,a, =0, Vn < m
- Singularidad esencial: Vn €N, Im >n /a_,, #0

 Teorema: caracterizacion de singularidad evitable. Sea f con
singularidad aislada en z0. La singularidad es evitable si y solo si

AR, M >0/ |f(2)| <M, VO0<|z—2)| <R
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Series en el plano complejo

Teorema: Si f(z) tiene un polo de orden m en z0 entonces

1/f(z) tiene un cero de orden m en zy y

A B
< z2)| <

Teorema: Sea f(z) con singularidad aislada en z0

de, A,B >0/ —, VO <|z—2] <e¢

lim f(z) = 0o = f(z) tiene polo en z

Z—> 20
Teorema: Si f(z) tiene una singularidad esencial en z0 entonces

Voe>0, VweC, 32€C /|z—2z| <6, |f(z) —w|<e€

Teorema (pequeno de Picard): Si f tiene una singularidad esencial en
z0, la funcion toma en todo entorno de z0 todos los valores
complejos con la posible excepcion de uno.
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Series en el plano complejo

« Descomposicion del cociente de polinomios en fracciones simples

O (@) cociente de polinomios sin raices comunes, n > m
x
m

P,(x)

—aptaiz+...+tapn_mz"" """+ Ry (2) p<m-—1<m
Qum () Qm(x) ~ ~

 Teorema de descomposicion en fracciones simples
Rp(Z) o aii a9

Qm(z) z—2zn1 (z—21)2 = (z—z21)  z—zx (22— zp)¥

Qm(z)=(z—21)" ... (2 —2)*, a1+ ...+ ap =m

1 d (2 )M Ry(2)
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Series en el plano complejo

 Resumen:

Sucesiones y series de funciones

Convergencia de series y continuidad, integracion, analiticidad
Series de potencias, radio de convergencia

Desarrollo de Taylor (Holomorfa=Analitica)

Ceros de funciones analiticas

Prolongacion analitica

Singularidades: teoremas de monodromia y reflexion Schwarz
Teorema funcion inversa y desarrollo de Laurent
Singularidades aisladas: evitables, polos, esenciales

Descomposicion en fracciones simples
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