Funciones de Variable Compleja

. f: D(f) cC™ — R(f) cC™
z=x+iy — f(z) =u(z) +iv(z)
» fes univaluada (multivaluada) si f(z) es unico (multiple)
» Funciéninversa: f~!': R(f) — D(f)
f7Hw) =2, w=f(2)

e Limite de una funcion: zy pto acumulacién de D(f)

: | L f(z)—L| <e

zlgﬂlof(z)_{ - @VG>OEI5>O/V7;€D(f),O<|z—z0|<(5{ o(2 = 00) < €
oo pto acumulacién de D( f

[f(2) = L] <e

lim f(z):{ fo <:>V6>OE|5>O/‘V’z€D(f),O<p(z,oo)<5{

zZ—> 00

p(f(z),00) <€
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Funciones de Variable Compleja

I I . I 0
 Lema 1 ST T Jm ==
* Lema2 lim h(z) =29, lim f(z) =L = lim
z2—21 Z—20

e (Caracterizacion de limites infinitos

lim f(z) =

Z—> 00

TR =

)=
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Funciones de Variable Compleja

f(z) =u(z,y) +iv(z,y)

20 = xo + 1Yo w = Ug + 1

Propiedades involucrando limites:

lim f(z) =w < { lim(x,y)—%azo,yo) u(x,y) = ug
Z2—20 hm(fﬁ,y)%(iEo,yo) ’U(Qj’ y) = V0

limz_>20 (fl + fg)(Z) = W1 + (10))
= lim, ., (f1- f2)(2) = w1 - w2
lim; 2, 7 (2) = 5 (siwz #0

limz—>zo fl (Z) w1
limz—>zo fZ(Z) = W2

Unicidad del limite: el limite de una funcidn, si existe, es unico.
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Funciones de Variable Compleja

» Definicion: f es continua en zg € D(f) si

f(z0) # o0
Ve > 036 > 0/Vz € D(f) N B(z0,0) = f(2) € B(f(20),€)

« Caracterizacion cuando 2o es pto de acumulacion de D( f)
f cont en zy < li_>m f(z) = f(z0) # ¢
- / es continuaenS c D(f) sies continua Vz € S

* La suma, resta, producto, cociente y composicion de funciones
continuas es continua (donde no se anule el denominador)

« Definicién: f es uniformemente continua en.S C D(f) si

Ve > 0d0(e) >0/Vz1,20 €S, |z1 — 22| <= |f(z1) — fz2)] < e
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Funciones de Variable Compleja

» Definicion: f es derivable en zo € int D(f), zo # oo si

F(20) # o 3 lim f(z) — f(ZO) _ f/(Zo)

Z—>20 z — ZO

« Teorema: f derivable en zy = f continua en z
* Reglas de derivacion:
. (¢))=0 (c constante)
. (f£9)(2)=f(2) £4'(2)
L (19)(2) = F(2)a() + 12 (2
-(7) 0= 70
+ F(2) =f(9(2), F'(2)=f"(9(2))d'(2)
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Funciones de Variable Compleja

Z2=x+1Y
» Ecuaciones de Cauchy-Riemann: F(2) = u(z,y) +iv(z,y)

! (o, Y0) = vy (%0, Yo) "(20) = uz (2 10z (20) = vy (20) — T uy,(2
3f (2z0) = uy(xo,yo) = —v, (70, Yo) f'(20) z(20) + 1 vz (20) y( 0) y( 0)

* Teorema (condicion suficiente de derivabilidad)
sea f(z) = u(x,y) +iv(x,y) definida en un entorno de zg = xg + 7 Yo

Uy, Uy, Uz, Uy continuas en un entorno de zp )
uz(20) = vy(2o) > = 3f'(20) = uz(20) + i vz(20)
uy(20) = —vz(20)
/
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Funciones de Variable Compleja

» Definicion (funcién holomorfa):
f holomorfa en zy < 3r > 0/ f derivable en z, Vz € B(zp,7)
» f holomorfaen S C D(f)siloes Vz € S
* f entera si es holomorfa en C
. [ holomorfa en co < f (%) holomorfa en 0
of _
* f holomorfa = 52 =0
« Sea f holomorfa en S dominio (abierto y conexo)
e f'(2)=0Vze S = f(z)=cte

. Son equivalentes: @) fe(f) = cteen S d) f=cteen S
b) Im(f) =cteen S
e) |f| =cteen S

¢) f holomorfa en S
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Funciones de Variable Compleja

* Definicion (funciéon harmonica): H(x,y) funcion real de dos
variables reales es harmodnica si tiene derivadas parciales hasta
segundo orden continuas y satisface 4, + H,, =0

e Teorema:

f(z) =u(x,y) +iv(zx,y) holomorfa en D dominio = u,v armdnicas en D

» Definicion: v es armonica conjugada de u en D (dominio) si
U,V armonicas, Uy, = Uy, Uy = —Ug

e Teorema: f = u—+ iv holomorfa < v armén. conj. de u

« Teorema: familias de curvas ortogonales f =u +iv

U(QE, y) — (1

o(z.1) = son ortogonales Vz / f'(z) # 0

Las curvas
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Funciones de Variable Compleja

* Punto de ramificacion: Puntos especiales en los que una funcion
multivaluada no vuelve al mismo valor al rodearlos con un
contorno cerrado

e Rama de una funcion multivaluada: restriccion de la funcion de
manera que sea univaluada en su dominio

» Corte de rama: curva en el plano complejo que separa las
distintas ramas de una funcion multivaluada

 Hojas de Riemann: extension del dominio de una funcion
multivaluada para que sea continua y univaluada en su dominio
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Funciones de Variable Compleja

« Funcion exponencial: f(z) = €*funcién entera que satisface
flx)=¢e" Ve R
f'(z) = f(2),Vz € C

* Propiedades:
- e #0,VzeC

U pFitEr _ o717

M1 — o1 e

- 1/ef=¢e"7

- (*)f =ef* V2 e C,Vk € Z

et =e2 Sz =29+ 2Tke, kEZ

_ (62)* — 62
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Funciones de Variable Compleja

* Funciones trigonometricas

eiz . e—iz eiz + e—iz
Sin 2 = _ COS 2 = Enteras
21 2
* Propiedades:
sin? z + cos® z = 1 sin(z + 2m) = sin(z)
sin(—z) = — sin(z) cos(z + 2mw) = cos z
cos(—z) = cos(z) sin(z +7) = —sin z
(cos 2)’ = —sin cos(z + m) = —cos z

(sin z)" = cos z sin(z 4+ 7/2) = £+ cos 2

cos(z1 + 2z9) = COS 21 COS 2o — sin 21 Sin 2
sin(z1 + z2) = sin 21 cos 29 + €os 27 sin 2o

Curso 2016/2017 (1er cuatrimestre) Métodos Matematicos de la Fisica I
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Funciones de Variable Compleja

* Propiedades:
cosz = cosx coshy — ¢ sinx sinhy

sin z = sinx coshy + ¢ cosx sinhy

(cos z)* = cos(z™)

(sin z)* = sin(z")

| sin z|? = sin® z + sinh® y

| cos z|? = cos? x + sinh? y
sing =0& z=km, ke

cosz=0z2=(k+1/2)m, ke Z
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Funciones de Variable Compleja

» QOtras funciones trigonometricas:

f(2) f'(2)

sSin 2 2
tan z = Holomorfa en z # (k+1/2)m, k€ Z  SeCc” z
COS 2
1 2
cot z = Holomorfa en z # kw, k € Z —csc” z
tan z
1 sin 2
S€C 2 = oS 2 Holomorfa en z # (k+1/2)m, k€ Z 2,
1 COS 2
CSC 2 = — Holomortfa en 2z # km, k € Z ——
sin 2 sin” z
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Funciones de Variable Compleja

* Funciones hiperbdlicas: Enteras

sinh z = e _26_2 = —sinh(—2) (sinh z)" = cosh 2

cosh » — e +2€_Z — cosh(—2) (cosh z)" = sinh 2
sinh z = —17 sin(iz) = cosy sinh x + ¢ siny cosh x

cosh 2z = cosy coshx + 7 siny sinh x

cosh? z — sinh® z = 1

sinh(z1 4+ z2) = sinh 21 cosh z5 + cosh z; sinh 25
cosh(z1 + 2z2) = cosh z; cosh 25 + sinh 27 sinh 25

(sinh 2)* = sinh(z") (cosh z)* = cosh(z")
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Funciones de Variable Compleja

sinhz=0«% z=kmi, Vk € Z
coshz=0< 2= (k+1/2)mi, Vk € Z

« Otras funciones hiperbdlicas

f(z)

sinh z
tanh z =
cosh z
1
coth z =
tanh z
1
sech z =
© cosh z
1
h z =
CHERL < sinh z
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Funciones de Variable Compleja

* Logaritmo: Inz={we C/z=¢e"}
Inz =1In|z| +iarg z
» Valor principal del logaritmo: Lnz = In |z| + ¢ Arg 2
* In z es (infinitamente)-multivaluada
« Ptos de ramificacion en: z = 0, o0
 Holomorfa salvo en ptos de ramificacion y cortes de rama
e Inz120o =1Inz; +1nz2o

P Cuidado con el significado
e In cl Inz; — In 2 de estas igualdades !!!

<2
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Funciones de Variable Compleja

Exponentes complejos 2¢ = e“"? 2 e C— {0}, ceC
Multivaluada (como el logaritmo)
Propiedades:

2 ¢=1/z°

(2°) =z, (2| > 0, < argz < a + 27)

eclnz’ Z#O,
2c=< 0, z=0, Rec >0,
00, z2=0, Rec <0

Exponencial base ¢: ¢ = e* ¢

rama del In)

entera para c fijo (fijada una
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Funciones de Variable Compleja

* Funciones trigonomeétricas e hiperbdlicas inversas

arccos z = —i In(z + /22 — 1)

arcsin z = —¢ In(t 2z + V1 — 22)
1. 1+ 2
arctan z = — In -
i — z

arccosh z =In(z + /22 — 1)

arcsinh z = In(z + v 22 + 1)

1. 1
arctanh z = — In T2

1l — 2z
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Funciones de Variable Compleja

e Resumen:

- Funcion multivaluada: corte de rama, pto ramificacion
- Limites de funciones complejas
- Continuidad de funciones

- Diferenciabilidad: funciones holomorfas y condiciones de
Cauchy-Riemann, funciones armaonicas

— Funciones trascendentes:

« Exponencial

Funciones trigonomeétricas

Funciones hiperbdlicas

Logaritmo

Funciones trigonomeétricas e hiperbodlicas inversas
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