Métodos Matematicos de la
Fisica | (Variable Compleja)

* Profesores:
« José Santiago: Teoria (jsantiago @ugr.es)
— Tutorias: Xy J (14:00-17:00) despacho AO3.
e Juan Antonio Aguilar-Saavedra: Problemas (jaas @ugr.es)

— Tutorias: L, M (16:00-19:00) despacho 20
» Detalles del temario, informacion, apuntes en:

- www.ugr.es/~jsantiago/Docencia/MMI/
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» Notas de clase muy esquematicas: ejemplos, demostraciones y comentarios

importantes en pizarra o de viva voz (tomad apuntes)
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Esquema del curso

 Numeros complejos y topologia del plano complejo
* Funciones de variable compleja

 Teorema de Cauchy y aplicaciones

» Series en el plano complejo

» Series de Fourier y transformadas integrales

 Teorema de los residuos y aplicaciones
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¢,Por qué numeros complejos?

« Surgen de forma natural como soluciones a ciertas ecuaciones
2
z+1=0

* Tienen propiedades esenciales para entender mejor algunos
fendmenos fisicos: fendmenos cuanticos de interferencia,
particulas fermionicas, ...

« Los inversos de las operaciones “naturales” en N requieren
extenderlos:

e +2=0=xc7Z
e« 2r=1=2z€Q
. 7 =2=zcR 1’ =-2=72¢cC
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Numeros complejos

Sea ¢ un nimero que cumple i = —1. Llamamos numero
iImaginario a cualquier multiplo real de 72 y numero complejo a la
suma de un numero real y uno imaginario

z=x+1iyecC, (xr,yeR)
Suma y producto de numeros complejos:
21+ 29 = (21 +22) +i(y1 + y2)
21+ 22 = (L1202 — y1Y2) + i(T1Y2 + Y172)

Con estas operaciones (C, +, -) es un cuerpo
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Numeros complejos

« Existe un isomorfismo entre Cvy R?, compatible con las
operaciones que hemos definido ({1, 7} son la base euclidea)

C R?
z=x+ 1y — (x,y)

« R e C peroen C NO HAY RELACION DE ORDEN

e Producto por escalares de chompatible con producto en C
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Forma polar de numeros complejos

C hegeda la topologia y propiedades de espacio metrico y vectorial
de R

Médulo de z (es norma)  |z| = |(x, y)| = /22 + y?
- Propiedades:

* |zz2| = [z ][22 y
* flea] = feall < 21 - 22 P

Argumento de z (forma polar) -

z = |z|(cosf + isend)

Un n® completo tiene infinitos argumentos
arg(z) = {0 + 2mn,nZ}

Argumento principal: Arg(z) € arg(z)N] — m, 7]
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Operaciones en C

 Conjugacion compleja: 2 = x — 1y
* Propiedades:

R T A ) R Ll

22 2

* Producto y cociente en forma polar:
o 2120 = |21H22|(COS(01 + 05) + isen(f; + 92))

° 21/22 |Zl|/|22| (COS(91 (92) -+ isen(91 — (92))
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Operaciones en C

 Potencias: |zT"| = |z|T", arg(z®") = tnarg(z)

* Raices (sean p y q enteros sin divisores comunes)
w|? = |z[?,

w:zp/q@wq:zpﬁ{
q arg(w) = p arg(z),

’Zp/q‘ _ ‘Z’p/q

arg(zp/q) — ]—jArg(z) + ]—?27'(']{, k=0,1,...,qg—1
q q

Distintos valores de k corresponden a distintos numeros
complejos (un numero complejo tiene q raices g-ésimas
diferentes)
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Propiedades topologicas de C

B(zp,6) ={2€ C / |z — 20| < €}

[ ] - I 2 S
|dénticas a las de R Blzo.6) = {2 €C / |z — 20| <)
2o pto interior de S < de >0 / B(zp,€) C S

2o pto de acumulacién de S < Ve >0 3dz # 29 / 2 € B(z9,€) NS
2o pto de adherencia de S < Ve > 0 B(zp,€) NS # ()

2o pto frontera de S < Ve > 0, B(zg,6) NS # 0y B(zg,e) NS # ()

Interior deS : int.S = {z € C / z interior de S}

Cierre de S: S = {2z € C / z pto de adherencia de S}
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Propiedades topologicas de C

B(zg,€) ={2z € C / |z — z| < €}

. .y 2 _
ldénticas a las de R B(zo,€) ={2€C / |z — 20| < ¢}

S es abierto < S = intS
S escerrado & S=8 S cerrado < S¢ abierto

S acotado < de >0 / S C B(0,¢)

S compacto < S cerrado y acotado (en R™)

S es compacto si todo subconjunto de S con un numero infinito de puntos
tiene al menos un punto de acumulacién en S.
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Plano complejo extendido

* C no es acotado y por tanto no es compacto, pero podemos
cambiar de métrica y compactificar C

* Proyeccion estereografica (esfera de Riemann) ,.2 _ .2 | e

r
& ZE:% X:1—2|_£Cr2
2
y:% Y:1+y7“2
' erj—l
re+1
p(z1,22) = 2 21— 7

V121214 |22

Curso 2016/2017 (1er cuatrimestre) Métodos Matematicos de la Fisica I

12



Plano complejo extendido

El plano complejo extendido, C* es el plano complejo mas el
punto del infinito (el polo norte de la esfera de Riemann)

« p(21,22)es métrica en C* (compacto con dicha métrica)
2

800 =

e Sea S un subconjunto acotado de C y M su cota. Entonces
p(z1,22) < 2|21 — 22| < (1 + M2)0(21,Z2), V21,20 € S

Todas las propiedades topologicas en S son idénticas con ambas métricas

« Usando la métrica cordal podemos caracterizar el infinito como el
iInverso del zero.
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Resumen

Numeros complejos: definicion y representaciones

Operaciones en (C :suma, producto, conjugado, modulo

Potencias y raices en C

Propiedades topologicas en C : plano complejo extendido C*
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