Temas 7 y8. Estimadoresy sus distribuciones. 1

Problemas resueltos Temas 7y 8.

1- En una poblacion se presenta una dteracion leve en una cierta proporciéon P delos
individuos que la componen. Definimaos una varigble aegtoria X que vale 1 paralosindividuos
ateradosy O paralos no aterados.

a) Escribaladigtribucion poblaciona de esta varigble degtoria

b) S p eslaproporcidn de veces que aparece € vaor 1 en muestras aeatorias Smples de
tamafio 3. Cacule ladistribucion en d muestreo de p, suponiendo que P esigud a0,2.

¢) Demuestre que en este caso p es un estimador insesgado de P.

d) Repitalos pasosb) y ¢) de forma general paraun vaor cuaquierade P.

Solucion:
Lasolucién del apartado a) aparece en la Sguiente tabla:

Xi Pi
0 0,8
1 0,2

Pararesolver € apartado b) comenzamos con una tabla donde aparecen todas las
posibles muestras de tamafio 3, la probabilidad de estas muestras y € vaor de la proporcion
muestral en cada unade éllas

Muestra Prob. p Didtribucién de p:

(0,0,0) 0,512 0

(1,0,0) 0,128 1/3 p Prob.
(0,1,0) 0,128 1/3 0 0,512
(0,0,2) 0,128 1/3 1/3 0,384
(1,1,0) 0,032 2/3 2/3 0,096
(1,0,1) 0,032 2/3 1 0,008
(0,1,1) 0,032 2/3

(1,11 0,008 1

por consiguiente la esperanza matemética sera
E[p]=0-0,512+ 1/3-0,384 + 2/3- 0,096 + 1 - 0,008 = 0,2

y quedaresuelto € apartado c). Para d apartado d) escribimos la distribucion de p en € caso
genérico que sera

p Prob.
0 Q3
1/3 3PQ2
2/3 3P2Q
1 P3

y laesperanza mateméticade p ser&
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E[p| = PQ? +2P?Q + P* = P(Q? +2PQ+P?) = P(Q+P) = P

2- Unavariable deatoria puede tomar los valores 1, 2 'y 3 con probabilidades 0,25 0,5y 0,25
respectivamente. S para estimar la media de esta variable deatoria extraemos muestras
deatorias Imples de tamafio 3y utilizamos como estimadores la media muestra y lasemisuma
delos valores extremos. Queremos confirmar que:

a) Los dos estimadores son insesgados y b) La media muestral es mas eficiente

Realice los ca culos necesarios para verificar estos dos puntos.

Solucion:
En la sguiente tabla damos todas |as muestras posibles de tamafio 3, sus
probabilidades y los vaores que tomarian ambos estimadores en esas muestras.

Muestra Prob. Media Semisum.

(1,1,1) 0,015625 1 1
(211 003125  4/3 15
(1,21) 003125 43 1,5
(112) 003125  4/3 15
(311 0015625  5/3 2
(1,31) 0015625  5/3 2
(1,1,3) 0015625  5/3 2
(222) 0,125 2 2
(322)  0,0625 7/3 25
(232)  0,0625 7/3 25
(223)  0,0625 7/3 25
(1,22)  0,0625 5/3 15
(212)  0,0625 5/3 1,5
(221)  0,0625 5/3 15
(333) 0015625 3 3
(233) 003125 83 25
(323) 003125 83 25
(332 003125 83 25
(1,33) 0015625  7/3 2
(313) 0015625  7/3 2
(331 0015625  7/3 2
(1,23) 003125 2 2
(1,32) 003125 2 2
(231 003125 2 2
(21,3) 003125 2 2
(312) 003125 2 2
(321) 003125 2 2

Por consiguiente la distribucion de lamedia muestra sera
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Media 1 4/3 5/3 2 713 8/3 3
Prob. 0,015625 0,09375 0,234375 0,3125 0,234375 0,09375 0,015625

y ladigtribucion de la semisuma de los valores extremos ser&

Semisuma 1 15 2 25 3
Prob. 0,015625 0,28125 0,40625 0,28125 0,015625

por consiguiente las esperanzas de estos dos estimadores serian:

E[Media) =1 -0,015625 + 4/3 - 0,09375 + 5/3 - 0,234375 + 2 - 0,3125 +
7/3 - 0,234375 + 8/3 - 0,09375 + 3 - 0,015625 = 2

E[Semisuma] =1 - 0,015625 + 1,5 - 0,28125 + 2 - 0,40625 + 2,5 -0,28125 +
3-0,015625 = 2

luego ambos estimadores son insesgados. Las varianzas respectivas serian:

Var[Media] =1 -0,015625 + 16/9 - 0,09375 + 25/9 - 0,234375 + 4 - 0,3125 +
49/9 - 0,234375 + 64/9 - 0,09375 + 9 - 0,015625 - 4 = 0,167

Var[Semisuma) =1 - 0,015625 + 2,25 - 0,28125 + 4 - 0,40625 + 6,25 - 0,28125 +
9.0,015625-4= 0,172

por consguiente lamedia es en ete caso un etimador més eficiente que la semisumade los
vaores extremos.

3- Las puntuaciones en la Escda de Inteligencia para Adultos de Wechder (WAIS) sguen en
una poblacion una distribucién Norma de media 100 y desviacion tipica 16. S extraemos de
esa poblacion una muestra deatoria Smple de 25 individuos

a) ¢Cud eslaprobabilidad de que la media de esos 25 individuos seainferior a 95?

b) ¢Cud esla probabilidad de que esa misma media esté comprendida entre 98 y 102?

Solucion:
De acuerdo con € teorema de Fisher:

s 0
X ® Ngm\/_!a
Por |o que en nuestro caso:
X ® Ngioo 9 - N0, 32)
258
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Entonces @ apartado a) se resudve en laforma siguiente:

Pr(x£95) = Prg32£% = Pr(Z£-156) = 0059

y € gpartado b) quedara resudto de la siguiente forma:

102- 1000 a% 98- 1000
32 &

Pr(98< X £102) = Pr(x£102)- Pr(x£99 = Pr§%£

= Pr(Z£062)- Pr(Z£-062) = 0,7324- 02676 = 04648

4- Las puntuaciones obtenidas en la escala de Locus de Control de James por |os sujetos
depresivos, siguen una distribucion Norma de media90 y desviacion tipica12. S se extraen
muestras aeatorias Smples de 30 sujetos depresivos ¢, Por debgo de que cantidad se
encontrara el 90% de las veces d valor de lavarianza de la muestra?

Solucion:
En virtud del teorema de Fisher sabemos que:

ns? 5
s ® c,

Por tanto en € problema que nos ocupa se verificara

2
0 o

De las tablas de la Ji-cuadrado obtenemos,

P(c2£x) = 09 P x = 39,09

Por consiguiente:
0 s00eP-09 b P E MQ =09 b Pr(s*£187,63 =09
& 144 e & 30

Por tanto, € valor pedido es 187,63.



