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Presentacion

Estas notas son una elaboraciéon de los contenidos de un curso cuatrimestral
de seis créditos, impartido por el autor, en el segundo ciclo de la licenciatura de
Matematicas de la Universidad de Granada durante los cursos académicos 2004-
05, 2005-06.

El curso es una introduccién a la teoria de conjuntos convexos en el espa-
cio Euclideo, en el que se intentan resaltar los aspectos geométricos de la teorfa.
Debido a las limitaciones de tiempo se han seleccionado algunos tépicos, se han
descartado otros, y algunos se han tratado de forma breve con objeto de construir
un curso coherente. Por ejemplo, la teoria de voltimenes mixtos es interesante pa-
ra definir medidas de curvatura sobre el borde de un conjunto convexo arbitrario.
Nosotros la hemos introducido tnicamente para dar una definicién rigurosa del
drea o contenido de Minkowski de un conjunto convexo. Al no existir en la licen-
ciatura un curso posterior que contintie el desarrollo del tema, se proporciona una
bibliografia selecta a los alumnos interesados que deseen continuar con el estudio
de estos topicos.

El curso se ha organizado en tres temas.

En el primero se presentan los conceptos basicos de la teorfa: definiciones basi-
cas, proyecciones sobre conjuntos convexos, dimensién, separacién e hiperplanos
soporte, envolvente convexa, funciéon soporte y dualidad, los Teoremas de Helly y
Caratheodory, y algunos conceptos geométricos como inradio y circunradio.

En el segundo tema se estudiara la métrica de Hausdorff sobre el espacio de
cuerpos convexos. El objetivo es llegar a probar al Teorema de Seleccién de Blasch-
ke, que se empleard en el siguiente tema para probar la desigualdad isoperimétrica
para conjuntos convexos. En este tema también se estudia la continuidad de de-
terminados funcionales, como el volumen, el circunradio y otros, para la distancia
de Hausdorff, y algunos resultados de aproximacién y densidad en el espacio de
cuerpos convexos con la métrica de Hausdorff.

En el dltimo tema se tratard la desigualdad isoperimétrica para conjuntos con-
vexos. En primer lugar se define el contenido de Minkowski o drea para conjuntos
convexos. A continuacién se estudia la simetrizacién de Steiner y sus propiedades
bésicas. Por tltimo se demuestra la desigualdad isoperimétrica y, a continuacién,
la isodiamétrica.

Con respecto a la bibliograffa, el curso se basa esencialmente en los libros
de Bonnessen-Fenchel [BF], Eggleston [E], Schneider[Sch], Chavel [Ch], Burago-
Zalgaller [BZ].






CAPITULO 1

Introduccion

1. Conceptos basicos

En estas notas trabajaremos en el espacio Euclideo R". Dados x, y € IR", el
segmento que une x e y es el conjunto [x,y] := {Ax + (1 —A)y; A € [0,1]}. Dire-
mos que un conjunto no vacio A C R” es convexo si para cualquier par de puntos
x,y € A, se tiene que [x,y] C A.Si A C R" es convexo, una funcién f : A — R
es convexa si se tiene f(Ax + (1 —A)y) < Af(x)+ (1 —A) f(y), para todo par de
puntos x, y € A,y todo A € [0,1]. Una funcién f es céncava si —f es una funcién
convexa.

La bola abierta B(x,r) C R" de centro x € R" y radio r > 0 es un conjunto
convexo de R”. También lo es la unién de B(x, r) con cualquier subconjunto de la
esfera S(x,r). En particular, lo es la bola cerrada B(x, ). El epigrafo de una fun-
ci6én convexa f : A — R, definido por epi(f) := {(x,y) € AXR; y > f(x)}, es
un conjunto convexo de R"*!. En el siguiente resultado se explica como obtener
conjuntos convexos a partir de otros dados.

PROPOSICION 1.1.

1. Si {A;}ier es una familia de conjuntos convexos, entonces ﬂ Aj es o vacia o
convexa. el

2. Si f : R" — R™ es una aplicacién afin, y A C R", B C R son conjuntos
convexos, entonces f(A) es un conjunto convexo, y f ~*(B) es 0 vacio o convexo.

3. Si A, B C R" son convexos y A € R, entonces A+ B y AA son conjuntos
convexos.

4. Si A C R" es convexoy A, p > 0, entonces (A + p)A = AA + pA.

DEMOSTRACION. Ejercicio O

Sea A C R" convexo, y sear > 0. Se define:
UAr):={xeR";d(x,A) <r}.
Al conjunto U (A, r) se le denomina entorno tubular abierto de A de radio r.
PROPOSICION 1.2. El conjunto U(A,r) es convexo.
DEMOSTRACION. Sean x, y € U(A,r). Tomamos ay, a, € A tales que d(x, ay),

d(y,ay) < r.Para cualquier A € [0,1] se consideran los puntos z = Ax + (1 — A)y,
y az = Aay + (1 — A)ay. Este Gltimo pertenece a A por la convexidad de A. Se tiene
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entonces:
d(z,a:) = |z —az| = [A(x —ax) + (1= A) (y —ay)|
SAx—ay|+ (1 -A)|y—ay| < Ar+(1-A)r=r,
de modo que z € U(A, r). Esto implica la convexidad de U (A, ). O

Recordemos que A = {p € R"; d(p, A) = 0}. Entonces se tiene que A =
Nr>oU(A,r). De esta igualdad y de las propiedades anteriores se sigue inmedia-
tamente:

COROLARIO 1.3. Si A C R" es convexo, entonces A también es convexo.

Sean x, x1, ..., xx € R". Diremos que x es combinacion lineal convexa de x1, .. .,
X si existen escalares Aq, ..., Ay > 0 tales que Z?:l Ai=lyx= Z?:l Aix;.

Por ejemplo, x es combinacion lineal convexa de x1, x; si y s6lo si x € [x1, x3].
Las posibles combinaciones lineales convexas de tres puntos afinmente indepen-
dientes forman un tridngulo, incluyendo su interior. Las combinaciones lineales
convexas de cuatro puntos afinmente independientes forman un tetraedro sélido.

Sea A C R" un subconjunto no vacio. La envolvente convexa de A, conv(A), es
el conjunto de todas las combinaciones lineales convexas que se pueden formar a
partir de familias finitas de puntos de A.

Tomando combinaciones convexas de un tinico elemento tenemos que A C
conv(A).Si A C B, se tiene que conv(A) C conv(B).

TEOREMA 1.4. Se verifica:

1. Si A C R" es convexo, entonces A = conv(A).

2. conv(A) es la interseccién de todos los conjuntos convexos que contienen a A.
En particular, conv(A) es un conjunto convexo.

3. Sean A, C R" arbitrarios. Entonces:

conv(A) + conv(B) = conv(A + B).

DEMOSTRACION. Veamos el primer apartado. Como siempre se tiene que A C
conv(A), basta probar la inclusién opuesta. Sea x € conv(A). Sabemos que x es
combinacién lineal convexa de k puntos de A. Si k = 2, entonces x pertenece a un
segmento de extremos en A y, por tanto, x € A por ser A convexo. Supongamos
por induccién que todo punto que sea combinacién lineal convexa de menos de k
puntos de A pertenecea A,y que x = 2?21 Aix;, con 25:1 A =1, A; 2 0. Podemos
suponer que Ay # 0, 1. Entonces:

Ak_1
1— A

X1 +...+

X = /\1x1+...+/\kxk = (1—)\]{)( xk1> —|—Akxk.

M
1—Ag
El punto definido entre paréntesis es combinacién lineal convexa de menos de k
puntos de Ay, por tanto, pertenece a A por hipétesis de induccién. En consecuen-
cia, x € A por ser combinacién lineal convexa de dos puntos de A.

Veamos ahora el segundo apartado. Es fécil comprobar que conv(A) es un
conjunto convexo, pues una combinacién convexa de dos puntos de conv(A) es
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de nuevo un punto de la forma 2;‘:1 piXi, con Zile pi =1,0; 2 0, x; € A. Defini-
mos:
D(A) := ﬂ{C; C convexo, A C C}.

Como conv(A) es un conjunto convexo que contiene a A, se tiene que D(A) C
conv(A). Para probar la inclusién opuesta, sea C un conjunto convexo arbitra-
rio tal que A C C. Entonces conv(A) C conv(C) = C vy, por ser C arbitrario,
conv(A) C D(A).

Veamos el ultimo apartado. Sea x € conv(A + B). Existen entonces a; € A,
bije Byparai=1,...,k,y Ay, ..., Ak 2 Oconzg‘:l)\i =1 tales que:

x=M(a1+b1)+ ...+ A(ap + b)) = (Mag + ...+ Agag) + (Aby + .o+ Agdy).

Basta tener en cuenta que los dos tltimos puntos pertenecen a conv(A) y a conv(B)
para concluir que x € conv(A) + conv(B). Sea ahora z € conv(A) + conv(B). Exis-
tenay,...,ap € A, by,...,bp € B, Aj, i = 0, con Zi-‘zl A= Z?:l ui = 1, de modo
que:

k k
z=Y A+ Y pibi =
i=1 i=1

~(Bm)(Eve)+ (52 (5m)

= Aitj (i +bj).

i=1,j=1

Como a; +b; € A+ B, Aipj =2 0y L;jAip; = Y;Y,Aipj = 1, se tiene que
z € conv(A + B), lo que prueba el resultado. g

Probamos ahora el Teorema de Caratheodory, que demuestra que todo punto
de conv(A) es combinacion lineal convexa de menos de n + 1 puntos de A.

TEOREMA 1.5 (Caratheodory). Sean A C R", x € conv(A). Entonces x es com-
binacion lineal convexa de una coleccion de puntos afinmente independientes de A.

En particular, x es combinacion lineal convexa de, a lo sumo, n + 1 puntos de A.

DEMOSTRACION. Sabemos que existen xi,...,xx € A, Aj,...,Ax > 0 con
Zi-;l Ai = 1 tales que x = Zile Aix;. Podemos elegir dicha combinacién de mo-
do que k sea lo menor posible. Esto implica que A; > 0 para todo i.

Razonamos por contradiccién. Supongamos que x1, ..., X, 1o son afinmente
independientes. Existen entonces &1, ..., ax € IR no todos nulos, tales que:

k k
thixi:O, Z‘xi:Q
i=1 i=1

Supongamos que A/ = min{A;/a;;a; > 0}. Entonces:

k-1 Ak
_ J VRN VR
X Z ( i o 0‘1) Xis

i=1
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ya que ¥, a;x; = 0. Por una parte tenemos que Zf;ll Ai— (M/og) g = XK A —
(A /o) a; = Zile A; = 1. Por otra parte, por la elecciéon de Ay /aj siempre se tiene
que A; — (Ax/ay) a; > 0. Por tanto x es combinacién lineal convexa de, a lo sumo,
k — 1 puntos de A. Esto contradice la eleccién de k como el menor niimero posible
de puntos de A para los que existe una combinacién lineal convexa iguala x. U

LEMA 1.6. Sea A C R" un conjunto convexo, x € int(A), y € A. Entonces
[ey) = [x,y] = {y} C int(A).

DEMOSTRACION. Distinguiremos dos casos. Supongamos en primer lugar que
y€ A Seaz € [x,y),ysea) € (0,1] tal quez = (1 —A) y + Ax. Como x es pun-
to interior de A, existe p > 0 tal que B(x,p) C A. Veamos que B(z,Ap) C A.
Tomamos w € B(z,Ap). Se tiene que w = z + Au, con u € B(0,p). Observamos
que:

w=1-ANy+Ax+Au=1-A)y+A(x+u)

y, como x +u € B(x,p) C A.Por ser A convexo, se tiene que w € A. De esta forma
se tiene que B(z,Ap) C Ay z € int(A).

Supongamos que y € A — A. Veamos que [x,y) C A. En tal caso, por la pri-
mera parte de la demostracidn, se tendria que [x,y) C int(A).Seaz € (x,y), y sea
A€ (0,1)conz = (1—-A)y+ Ax.Sea p > 0 tal que B(x,p) C A. Consideramos
B(y, A(1 — A)"!p). Por ser y un punto adherente de A, existe a € AN B(y, A(1 —
A)~1p). Se tiene entonces que a =y + A(1 — A) 1 u, con u € B(0, p). Entonces:

z=1-ANy+Ax=(1-A)a+A(x—u) €A,

yaque x —u € B(x,p) C Ay A es convexo. Como z es arbitrario, esto prueba el
resultado. O

Resumimos unas propiedades generales de los conjuntos convexos en el si-
guiente resultado. Algunas de ellas se obtienen del lema anterior.

TEOREMA 1.7.

Si A es convexo, entonces int(A), A son convexos (si int(A) # @).
Si A es abierto, conv(A) es abierta.

Si A es acotado, entonces conv(A) es acotada.

Si A es compacto, entonces conv(A) es compacto.

Si A es un conjunto convexo de interior no vacio, entonces:

SUESBO .

int(A) = int(A), int(A) = A.

DEMOSTRACION. En el primer apartado, el hecho de que int(A) sea convexo
si A lo es se sigue del lema anterior. Que A sea cerrado ya se ha demostrado.

Para el segundo apartado, sea A abierto. Si z € conv(A), existen xq,...,x; €
A, A; > 0con Zﬁ-‘zl Aj =1talesquez = Zi-‘:l A;x;. Como A es abierto, existe r > 0
tal que B(x;,7) C A para todo i. Veamos que B(z,r) C conv(A). Seay € B(z,r).
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Entonces y = z+ u, con u € B(0,r). Observemos que:

k
y=z+u= (/\1x1+...+/\kxk)+<2/\i>u
i=1

=M(x1+u)+...+ A (2 +u) € A

Como y es arbitrario obtenemos que B(z,7) C conv(A). Por tanto, conv(A) es
abierto. Observemos que acabamos de demostrar que:

B()\1X1 +...+ )kak,r) C /\1B(x1,r) +...+ )LkB(xk,r).

Para el tercer apartado, si A es acotado, existe una bola B(0, ) que contiene a
A. Se tiene entonces que conv(A) C B(0,r).

Para el cuarto apartado, usaremos el Teorema de Caratheodory. Sea:
n+l
A= {()\1,. . .,)\nJrl) ; )\i >0, Z )\i = 1} C ]R”Jrl‘
i=1
Dado A C R" compacto, consideramos la aplicacién f : A x A" — R" dada
por:

n+l
(()\1!‘ . '/)‘n-l—l)/xl/ s rxn+1) = Z )\ixi'
i=1

La aplicacién f es continua y, por el Teorema de Caratheodory, su imagen es la
envolvente convexa de A. Como A x A" es compacto, concluimos que conv(A)
es un conjunto compacto.

Probamos por tiltimo el quinto apartado. Para la segunda igualdad, siempre se

tiene que int(A) C A. Veamos la inclusién opuesta. Sea z € A y sea xg € int(A).
Sabemos que [z,xp) C int(A). Por tanto, z el limite de puntos de int(A). Luego

z € int(A). Para la primera igualdad, siempre se tiene que int(A) C int(A). Para
probar la inclusién opuesta, se toma z € int(A) un punto distinto de x(. Exis-
te entonces r > 0 tal que B(z,7) C A. Sea xy € int(A). Consideramos el punto
w:=z+ (r/2)(z — x0)/|z — x|- Observamos que w € B(z,r) C Ay z € [xo,w).

Como xg € int(A) yw € A obtenemos que z € int(A) ya que [xp, w) C int(A). O

En general no es cierto que si A es cerrado, la envolvente convexa de A sea
un conjunto cerrado. Se puede tomar como A la unién de una recta y un punto
exterior o, por ejemplo, se puede tomar A = {(+n,1/n) : n € N}.

2. Proyeccién sobre un conjunto convexo

En todo este apartado supondremos que A es un conjunto convexo cerrado.

PROPOSICION 1.8. Sea A C R" un conjunto convexo cerrado. Para cada x € R",
existe un tinico punto pa(x) € A tal que d(x, pa(x)) = d(x, A).

DEMOSTRACION. Sea r > 0 tal que B(x,7) N A es un conjunto compacto no
vacio. La funcién dy(z) := d(x,z) es continua y alcanza un minimo en dicho con-
junto compacto. Existe z € B(x,r) N A tal que d(z,x) < d(x,y) para cualquier
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y € B(x,7) N A. Se tiene entonces que z es el minimo de la funcién d, en A, ya que
siy € A— B(x,r), entonces d(x,y) > r > d(x,z).

Para ver la unicidad, supongamos que existen z1, zp € A tales que d(z1,x) =
d(zp,x) = d(x, A). El punto medio z de z; y z, pertenece a A por la convexidad de
A. Tenemos entonces que:

(z1 —zp,x — % (z14+22)) = % (x—z2) = (x—2z1), (x —z1) + (x —22))
- % (|x —z1[* =[x = z2*) =0,
ya que d(x,z1) = d(x,zp). Por el Teorema de Pitagoras:
|x =z 4 |z — z2)* = |x — z2/?,
de modo que:
lx —z|* < |x — 2%,

y la igualdad se da siy sélo si z = zj, lo que implica que z; = 2. O

Dado un conjunto convexo cerrado A, definimos la aplicacién p4 : R" — A
como la que asocia a cada punto x € R” el inico punto de A que estd a minima
distancia de x. A la aplicacién p 4 se le llama proyeccién métrica sobre A. Es trivial
comprobar que p4(x) € 0A para todo x € R" — A.

La proyeccién métrica verifica por definicién que d(x, pa(x)) = d(x, A).
PROPOSICION 1.9 (Propiedades de la proyeccién métrica).

1. x € Asiysdlosi pa(x) = x.
2. d(pa(x),paly)) < d(x,y). Es decir, p 4 es Lipschitziana.

DEMOSTRACION. La primera propiedad se verifica por ser A cerrado: x € A
siysolosid(x, A) = 0.

Para probar la segunda propiedad, podemos suponer que pa(x) # pa(y).
Sea u := pa(x) — pa(y). Consideramos los hiperplanos Hy, H, que pasan por
pa(x), pa(y), respectivamente, ortogonales a u. Los puntos x e y no pueden estar
en la banda determinada por los hiperplanos Hy, Hy. En tal caso, se proyectarfan
a puntos del segmento [pa(x),pa(y)] C A, que estarian a menor distancia de
las correspondientes proyecciones. Tenemos entonces que d(x,y) > d(Hy, Hy) =

d(pa(x),paly))-

Sea A C R” un subconjunto convexo y cerrado. Sea x € R” — A. Definimos:
x—pa(x)
up(x) = ————+,
[x = pa(x)|
y la semirrecta:
Ra(x) = {pa(x) + Aua(x): A >0}

LEMA 1.10. Sea A C R" un subconjunto convexo y cerrado, x ¢ A,y € Ra(x).
Entonces pa(x) = pa(y).
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DEMOSTRACION. Supongamos en primer lugar que y € [pa(x), x|. Entonces:
d(x,paly)) <d(x,y) +d(y, pay)) < d(xy) +d(y,pa(x)) = d(x, pa(x)).
De la definicién de p4(x) se tiene que pa(x) = pa(y)-

Supongamos en por dltimo que y ¢ [x, pa(x)], es decir, que x € [pa(x),y].
Podemos encontrar g € [pa(x),pa(y)] de modo que la recta gx sea paralela a la
recta pa(y)y. Observamos que existe una homotecia de centro p4(x) que lleva g
en pa(y) y x en y. Dicha homotecia preserva la razén de las longitudes de los

y

pa(x)
q
(

ra(y)

segmentos [y, pa(x)], [x, pa(x)] v [y, pa(y)], [x,q]. Se tiene entonces:

d(y,pa(x)) _ d(y,pa(y))
d(x,palx)) d(x,q) '

de donde se obtiene:

d(y, pa(y))
d(x,qg) =d(x, X)) 2 L d(x, x)),
ya que d(y,pa(y)) < d(y,pa(x)). La desigualdad estricta no puede darse en la
anterior desigualdad por la definicion de p4(x). Tenemos entonces que p4(x) =

pay)-

LEMA 1.11. Sea S una esfera que contiene a un conjunto convexo y cerrado A en su
interior. Entonces p4(S) = 9A.

DEMOSTRACION. Si x € S es tal que pa(x) € int(A), entonces existe ¥ > 0
tal que B(pa(x),r) C A. En tal caso, podemos encontrar z € B(pa(x),r) que
estd a menor distancia de x que p4(x), lo que es imposible. Esto demuestra que
pA(S) C JA.

Sea x € dA. Llamamos B a la bola cuya frontera es S. Existe {x;};cy C B— A
tal que d(x;, x) < 1/i. Entonces
1
d(paxi x) = d(pa(xi), palx)) < d(xi,x) < -

Tomamos la semirrecta R 4 (x;). Para cada 7, la interseccién R 4 (x;) es un tinico pun-
to z;. Como S es compacta, existe una subsucesion de {z;};cN que converge a un
punto z € S. Por la continuidad de p4 se tiene que p4(z) = x. U

TEOREMA 1.12. Sea A C R" un conjunto convexo compacto con interior no vacio.
Entonces 0 A es homeomotfo a una esfera.
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DEMOSTRACION. Sea xg € int(A). Existe r > 0 tal que B(xq,7) C int(A). Sea
S := dB(xo, r). Consideramos pg : A — S. Dicha aplicacién es continua.

Veamos que es sobreyectiva. Tomamos z € S, y sea {z; };en C int(A) — B tales
que {z;}ien — z. Por la eleccién de los puntos de la sucesion, pp(z;) # z; para
todo i. Podemos considerar las semirrectas:

R(z;) = {pg(zi) + Aug(zi); A > 0}.
Para cada i, la semirrecta R(z;) corta a dA en un unico punto w;. La sucesion
{w;}ieN estd contenida en el conjunto compacto dA. Podemos extraer una sub-

sucesion convergente a un punto w € JdA. Por la continuidad de la proyeccion,
pg(w) = z, 1o que demuestra que py es sobreyectiva.

Para comprobar que pz es inyectiva s6lo hay que tener en cuenta que si z,
z' € dA tienen la misma imagen por pg, estdn en la misma semirrecta, lo cual es
imposible.

Como la aplicacion pg es cerrada por ser dA compacto y S Hausdorff, conclui-
mos que es un homeomorfismo. O

Observamos que la aplicacion inversa de pg : )A — Seslaqueacadaz € S
le asocia el tinico punto de corte de la semirrecta {xg + A (z — xp); A > 0} con JA.

COROLARIO 1.13. Sea A C R"™ un conjunto convexo compacto con interior no
vacio. Entonces A es homeomorfo a una bola cerrada.

DEMOSTRACION. Sean pg € int(A), r > 0 tal que B(pg,r) C int(A). Sea
f S — 0A lainversa de la aplicaciéon py : 0A — S. Sabemos que f(z) es el
unico punto de interseccion de {xp + A (z — xp); A > 0} con 0A.

Construimos ahora una aplicacion g : B(xp,7) — A de manera que el segmen-
to [0,u], si u € 9B, se transforme linealmente en el segmento [xg, f(u)]. Definimos
g(x0) = x0y:

1 X — Xp X —Xp
x) 1= x9+ |x —xp d< <x0+r,xo>) —_—
gt = s kbl a1 ) ) e
Es facil comprobar que la aplicacién asi definida es un homeomorfismo. O

Para terminar esta seccién enunciamos sin demostracién el siguiente resulta-
do:

TEOREMA 1.14. Sea A C R" un subconjunto cerrado tal que, para todo x € R",
existe un tinico punto de A que estd a minima distancia de x. Entonces A es convexo.

3. Dimensién de un conjunto convexo

Dado A C R", denotaremos por aff(A) al menor subespacio afin de R" que
contiene a A. La dimensién de A, dim(A), es la dimensién de aff(A). Llamaremos
interior relativo de A, rel int(A), al interior de A en aff(A). La frontera relativa de
A, rel fr(A), es la frontera de A en aff(A). Como aff(A) es un subconjunto cerrado
de IR", la clausura relativa de A coincide con la clausura de A en R”.

TEOREMA 1.15. Si A C R" es un conjunto convexo, entonces rel int(A) # @.
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LEMA 1.16. Sea A C R”". Se tiene que dim(A) es el mayor entero no negativo r tal
que existen r puntos x1, ..., x, € A afinmente independientes.

Si x1,...,%, son generadores afines de aff(A), entonces todo x € aff(A) se puede

escribir como:
T r
x:Z)\ixl-, Z)\zzl
i=1 i=1

Si ademds los puntos x1, ..., xr son afinmente independientes, entonces se tiene que los
escalares A1, ..., A, son 1inicos.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA. Sean xi,...,x, € A puntos afinmente inde-
pendientes que generan aff(A). Sabemos que todo x € aff(A) se escribe de forma
tnica como x = )}/ ; A;xj, con Y/ ; A; = 1. En general, A; = A;(x) son las coorde-
nadas afines de x. Observemos que A1(x), ..., A;(x) son funciones continuas de x
(se obtienen resolviendo un sistema lineal).

El punto xg := (x1 + ...+ x;)/r € A por ser A convexo. Como A;(x) son fun-
ciones continuas de x y A;(xg) = 1/r, existe p > 0 tal que si x € B(xq,p) Naff(A),
entonces A;(xp) > 0 (y Ap(x) +...+ A (x) = 1). Cada x € B(xp,p) Naff(A) per-
tenece entonces a A. Por tanto B(xg,p) Naff(A) C A. Concluimos que xy es un
punto interior de A en aff(A) y, por tanto, rel int(A) # @. O

PROPOSICION 1.17. Sean x1, ..., x, puntos afinmente independientes de R". En-
tonces:

T T
rel int(conv{xy,...,x,}) = { )} Aix;, Y A =1, A; >0}
i=1 i=1

COROLARIO 1.18. Sea A C R" un conjunto convexo. Entonces:

1. rel int(A) = rel int(A).
2. relintA = A.

4. Hiperplanos soporte

Sea A C R", H C R" un hiperplano, y H", H™ los subespacios cerrados que
determina H. Diremos que H es un hiperplano soporte de A en xy € A (o bien que
H soportaa Aenxygsixp € ANH,y A C H" obien A C H™. Diremos que H
es hiperplano soporte de A si existe xg € A tal que H soporta a A en xp. Si H es
hiperplano soporte de A en xg y A C H™, diremos que H™ es un semiespacio so-
porte de A. Sea Hy n := {x € R"; (x,u) = a},dondeu € R"— {0} ya € R,y
sea H,, := {x € R"; (x,u) < a}.Si H es un hiperplano soporte de A en x y
A C H,,, diremos que u es un vector normal exterior a A en x.

LEMA 1.19. Sea A C R" convexo y cerrado. Sea x € R — A. El hiperplano H que
pasa por p A (x) ortogonal a u 4 (x) es un hiperplano soporte de A en p (x).

Ademds, 14 (x) es un vector normal exterior a A en p 5 (x).
DEMOSTRACION. Sea H := p4(x) + L(ua(x))*, donde L(ua(x)) = {Aua(x);
A € R}. Podemos escribir:
H={y e R (y—pa(x) ua(x)) = 0}.
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Llamamos H™ = {y € R"; (y — pa(x),ua(x)) < 0}. Veamos que A C H™. Su-
pongamos que esto no es cierto, y que existe z € A tal que (z — pa(x),us(x)) > 0.
Seaz; := pa(x) +1t(z— pa(x)). Definimos:

F(8) = d?(x,z:).

Observamos que:
f1(0) = —2(d(x, A)ua(x),z — pa(x)) <O0.
Entonces f es estrictamente decreciente en 0. Por tanto, existe ¢ > 0 tal que:
d*(x, pa(x)) > d*(x,z),
paraz € (0,¢) y z; € A, lo que nos da una contradiccion. O

COROLARIO 1.20. Todo subconjunto convexo y cerrado A es la interseccién de sus
semiespacios soporte.

DEMOSTRACION. Sea S el conjunto de los semiespacios soporte de A. Se tie-
neque A C (NgesS-Six € Nges S pero x € A llegamos a contradiccion pues en
dicho caso existe un semiespacio soporte de A que no contiene a x. 0

TEOREMA 1.21. Sea A C R" convexo y cerrado. Para cada x € 0A, existe un
hiperplano soporte de A en x.

Si A es acotado, entonces para cada u €€ R" — {0}, existe un hiperplano soporte a
A con vector normal exterior u.

En general, si A no es acotado, la segunda afirmacién no es cierta. Basta con-
siderar el conjunto A = {(x,y,z); z > x*> + y?}, acotado por el paraboloide z =
x? + 2. El conjunto de los vectores u € S? para los que existe un hiperplano sopor-
te con vector normal exterior u el la semiesfera abierta {u € S%; (u,(0,0,1)) < 0}.

DEMOSTRACION. Supongamos en primer lugar que A es acotado. Existe en-
tonces una esfera S que contiene a A en su interior tal que p4(S) = 0A.Siz € 94,
existe entonces x € S tal que z = p4(x). El lema anterior nos garantiza entonces
que H = pa(x)+ L(ua(x))* es un hiperplano soporte de A en z = p4(x). Esto
prueba la primera parte del enunciado cuando A es acotado.

Supongamos ahora que A no es acotado. Dado x € dA, consideramos el con-
junto convexo cerrado y acotado AN B(x, 1). Se tiene que x € (AN B(x,1)). Porla
primera parte de la demostracién, existe un hiperplano soporte H de A N B(x, 1)
en x. Veamos que H es hiperplano soporte de A en x. Sea H™ es el subespacio
cerrado determinado por H que contiene a A N B(x,1). Si existieraz € A— H™,
entonces (x,z] C R" — H™ puesto que x € H = dH . Pero claramente (x,z] N
(ANB(x,1)) # @, yaquex,z € A. Como ANB(x,1) C H™, esto contradice que
(x,z] C R" — H™. Esto concluye la demostracion de la primera parte del enuncia-
do.

Para probar la segunda parte, suponemos que A es acotado. Tomamos u €
R" — {0}, y consideramos la funcién continua f,(x) := (x,u). Como A es com-
pacto, f,, alcanza un maximo absoluto g en xg € A. Es decir, (x, 1) < (xo,u) = ag
para todo x € A. Sea ahora H, o, = {x € R"; (x,u) < ag}. Por la definicién de x,
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se tiene que A C H,, .. En consecuencia, Hy, 4, €s un hiperplano soporte de xg € A
y u es un vector normal exterior a A en xg. O

Siint(A) = @, entonces dim(A) < ny A estd contenido en un hiperplano que
es hiperplano soporte de cualquiera de los puntos de A. Una tltima observacién
elemental es que por un punto interior a A no puede pasar ningtin hiperplano
soporte.

TEOREMA 1.22. Sea A C R" un conjunto cerrado con int(A) # @ tal que, para
cada punto de dA, existe un hiperplano soporte de A. Entonces A es convexo.

En caso de que int(A) = @ no es cierto el teorema. Para obtener un contraejem-
plo basta tomar como A un subconjunto no convexo contenido en un hiperplano.

DEMOSTRACION. Si A no es convexo, existen x, y € A de modo que existe
z € [x,y] — A. Tomamos a € int(A). El segmento (a,z) contiene un punto b € 0A.
Sea H un hiperplano soporte de A en b, y sea H™ el semiespacio determinado por
H que contiene a A.

Se tiene que a ¢ H (a € int(A)). Comoa € H- — Hy b € H, la recta que pasa
por ay por b corta transversalmente a H. Por tanto, z ¢ H™.

Por otro lado, como x,y € A C H™ y H™ es convexo, [x,y] C H~, de donde
z € H™. Esta contradicciéon demuestra el resultado. O

Observemos que, dado A acotado, no necesariamente convexo, para cada u €
R" — {0}, hay un hiperplano soporte de vector normal exterior u. Basta tomar el
méximo de la funcién f,(x) = (x,u). Lo que no es cierto es que para cada punto
de dA exista un hiperplano soporte.

5. Separacion

Dados A, B C R", y H C R" hiperplano, diremos que A y B estan separados
por H (o bien que H separna AyaBsiAC H" yBC H-,donde H", H™ son los
semiespacios cerrados determinados por H. Diremos que A y B estan estrictamente
separados por H (o bien que H separa estrictamente a Ay a B) si A C int(H™),
B C int(H ™). Diremos que A y B estan separados fuertemente por H = H, , (0 bien
que H separa fuertemente a Ay a B) si existe ¢ > 0 talque A C H,,_., B C H;/

Hiyave

u,x—e’r u,n+e*
Hu,,x

Es facil dar ejemplos de estas definiciones.
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TEOREMA 1.23. Sea A C R" convexo, x € R" — A. Entonces Ay {x} se pueden se-
parar por un hiperplano. Ademds, si A es cerrado, Ay {x} se pueden separar fuertemente
por un hiperplano.

DEMOSTRACION. Supongamos en primer lugar que A es cerrado. Dado x €
R" — A, sabemos que p4(x) + L(u4(x))* es un hiperplano soporte de A en p 4 (x).
Entonces es claro que el hiperplano:
x+pax)

2
separa fuertemente a {x} y a A tomando ¢ = d(x, A)/2.

H = T L(ua(x)

Supongamos ahora que A es arbitrario, no necesariamente cerrado, y que
x ¢ A.Six ¢ A, utilizamos la primera parte de la demostracion para concluir
que existe un hiperplano H que separa fuertemente a A y a {x}. Dicho hiper-
plano separa fuertemente A y {x}. Si x € A, entonces x € dA. Existe entonces
un hiperplano soporte H de A en x, que separaa A de x, yaque A C H™ y
xe HCHT. O

LEMA 1.24. Sean A, B C IR" no vacios. Entonces A y B se pueden separar (fuerte-
mente) si y sélo si A — By {0} se pueden separar (fuertemente).

El lema anterior no es cierto para la separacién estricta.

DEMOSTRACION. La haremos s6lo para la separacion fuerte. Para la separa-
cién simple basta tomar € = 0 en lo que sigue.

Supongamos que A y B se pueden separar fuertemente. Existen entonces u €
R" - {0} ya € R, e > Otalesque A C H, , ., B C Hyate.Sia € A, b € Besto
significa que:

(a,u) <a—ce, (bu) za+e.
Six € A— B, entonces x =a—b,paraa € A, b € B. Por tanto:
(x,u) = (a,u) — (bu) < (a —¢) — (a +¢) = —2e.

Entonces el hiperplano H,, ¢ separa fuertemente a A — By {0}, yaque A— B C
Hy ¢ .= Hu,—2€ y 0e HI,O = H:Lr,ngrg-

Reciprocamente, supongamos ahora que A — By {0} se pueden separar fuer-
temente mediante un hiperplano H, ;. Existe entonces ¢ > 0 de manera que (x, u) <
& —eparatodox € A—B,y (O,u) > & +e.

Llamemos —26 = & — ¢. Entonces se tiene que (x,u) < —26 parax € A — B.

Sean ahora « := sup, 4 (a,1), B := infycp (b,u). Dado x € A — B, podemos escri-
birx =a—0b,cona € A, b € B. Entonces obtenemos:

(a,u) — (b,u) = (x,u) < —20.

Tomando supremo cuando a € A, e infimo cuando b € B obtenemos que ambos
son finitos y ademads que f — a > 25 > 0. Por tanto:

ACH , BCHT ,
u, 55 w545

y, por tanto, A y B se pueden separar fuertemente. O
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Algunas propiedades sencillas de la diferencia de conjuntos son las siguientes:
ya sabemos que si A y B son convexos, entonces A — B es un conjunto convexo.
Si A es compacto y B es cerrado, entonces A — B es cerrado (esta propiedad no es
cierta si A y B son tnicamente cerrados). Una tltima propiedad es que ANB =@
siysblosi0 ¢ A—B.

Estas propiedades nos permiten aplicar los resultados anteriores y obtener de
manera inmediata el siguiente corolario:

COROLARIO 1.25. Sean A, B dos conjuntos convexos disjuntos, con A compacto y
B cerrado. Entonces A y B se pueden separar fuertemente por medio de un hiperplano.

Este resultado no es cierto si A no es compacto. Es decir, dos conjuntos conve-
xos cerrados disjuntos no pueden separarse fuertemente en general. Por ejemplo,
los conjuntos convexos A = {(x,y) € R%;, x >0,y > 1/x}, B = {(x,y) € R? x >
0,y < —1/x} son cerrados y disjuntos y no se pueden separar fuertemente, pues
d(A,B)=0(siACH,, .,BCH,,,. entonces d(A, B) > 2e).

En este ejemplo A y B estdn separados estrictamente por el eje x, pero A — By
{0} no pueden separarse estrictamente. Para ello basta comprobar que 0 € A — B.
Observemos que 0 ¢ A — B por ser disjuntosy A — B C {(x,y) € R% y > 0}.
Consideramos los puntos (n,1/n) € A, (n,—1/n) € B para cada n € IN. Entonces
(0,2/n) = (n,1/n) — (n,—1/n) € A — B para todon € IN. Por tanto 0 € A — B.

6. Envolvente convexa

Dado A C R", recordemos que su envolvente convexa, conv(A), es la inter-
seccién de todos los conjuntos convexos que contienen a A.

TEOREMA 1.26. Sea A C R" un subconjunto compacto. Entonces conv(A) es la
interseccion de todos los semiespacios cerrados que contienen a A.

Observemos que si A es cerrado y no compacto, el resultado no es cierto, ya
que nada asegura que conv(A) sea cerrado mientras que la interseccién de semi-
espacios cerrados siempre es cerrada.

DEMOSTRACION. Sea S la familia de los semiespacios cerrados que contienen
aA.SiS € S, entonces conv(A) C Sy, por tanto, conv(A) C Nges S. Para probar
la inclusién opuesta, supongamos que x ¢ conv(A). Como conv(A) es compacto
por el Teorema de Caratheodory, podemos separar fuertemente conv(A) y x por
medio de un hiperplano H. Uno de los semiespacios cerrados determinados por
H contiene a conv(A) y no contiene a x, Por tanto x € Nscs S, de lo que se sigue
el resultado.

Si A C R", el didgmetro de A, diam(A), es diam(A) := sup{d(x,y); x,y € A}.
El conjunto A es acotado si y s6lo si diam(A) < co. Si el didmetro de A es finito y
r > diam(A), entonces A esta contenido en una bola abierta de radio 7.

TEOREMA 1.27. Sea A C RR". Entonces:
diam(A) = diam(conv(A)).
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DEMOSTRACION. Como A C conv(A), se tiene diam(A) < diam(conv(A)).
Si A no es acotado, conv(A) tampoco es acotado y diam(A) = diam(conv(A)) =
co. Supongamos entonces que diam(A) es finito. Sea r > diam(A), y € conv(A),
a € A.Por la observacion anterior A C B(a, r). Por tanto, conv(A) C B(a,r). Como
y € B(a,r),sesigue quea € B(y,r). Comoa € A es arbitrario, obtenemos que A C
B(y, r). En consecuencia, conv(A) C B(y,r).Siy’ € conv(A), entoncesy’ € B(y,r)
yd(y,y") < r.Como y € conv(A) es arbitrario, tenemos que diam(conv(A)) < r
para todo r > diam(A). Por tanto, diam(conv(A)) < diam(A). O

Sea A un conjunto convexo. ;Es posible encontrar Ay C A lo mds sencillo
posible de modo que A = conv(Ay)?

Sea A C IR" convexo. Diremos que x € A es un punto extremo de A si no exis-
ten x1, x, € A distintos tales que x € (x1,x7). Un punto extremo de A no puede
ser interior. Al conjunto de los puntos extremos de A lo denotaremos por ext(A).
Si A es convexo, entonces x € ext(A) siy s6losi A — {x} es convexo. El conjunto
de puntos extremos de C puede ser vacio: por ejemplo un semiespacio no tiene
puntos extremos.

TEOREMA 1.28. Sea A C R" un conjunto convexo compacto. Cualquier hiperplano
soporte de A contiene al menos un punto extremo.

DEMOSTRACION. Sea H un hiperplano soporte de A. Afirmamos que:
ext(A) NH = ext(AN H).

La inclusién ext(A) N H C ext(A N H) es sencilla. Probemos la opuesta. Tomemos
x € ext(AN H) tal que x ¢ ext(A). Existen entonces xq, x € A con x € (x1,x7).
La recta determinada por x; y x, estd contenida en H (en caso contrario H no
serfa hiperplano soporte de A). Esto nos lleva a contradiccién pues entonces x ¢
ext(A N H). Concluimos que ext(AN H) C ext(A) N H. O

Sea A C R" un conjunto convexo. Diremos que x € A es un punto expuesto si
existe un hiperplano soporte H de A tal que H N A = {x}. Al conjunto de puntos
expuestos de A lo denotaremos por exp(A).

Se tiene que exp(A) C ext(A). La inclusion contraria no es cierta. En la figura,
X es un punto extremo que no es expuesto.

El conjunto de puntos expuestos es importante. Se puede probar que, salvo
para un conjunto de medida nula de $"~! C R”, todo vector u € S"~! es el vector
normal exterior de un hiperplano soporte de A que corta a A en un punto expues-
to.

TEOREMA 1.29 (Minkowski). Sea A C R" un subconjunto convexo y compacto.
Entonces A = conv(ext(A)).

Un resultado mds débil con una demostracién mas sencilla es el siguiente:

TEOREMA 1.30. Sea A C R" un subconjunto convexo y compacto. Entonces A =
conv(ext(A)).

Este resultado es cierto en un espacio de Banach de dimensién arbitraria y se
conoce con el nombre de Teorema de Krein-Milman.
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DEMOSTRACION. Como A es convexo y cerrado, y ext(A) C A, tomando su-
cesivamente envolvente convexa y clausura, obtenemos que conv(ext(A)) C A.
Para probar la inclusién opuesta sea x € A. Supongamos que x ¢ conv(ext(A)).
Existe entonces un hiperplano H, , que separa fuertemente conv(ext(A)) y {x}.
Supongamos que conv(ext(A)) C H,,,. Entonces (x,u) > a.

Como A es un conjunto convexo y compacto, existe H, g hiperplano soporte
de A con vector normal exterior u. Esto significa que A C H, B Concluimos que
x < PB.

Como A es convexo y compacto, ext(A) N H, g # @. Pero tenemos que ext(A)
C conv(ext(A)) C Hy,y HypNH,, = @yaquea < B, lo que contradice que
ext(A)NH,pz = @. O

7. Funcién soporte de un conjunto convexo

En toda esta seccion supondremos que A C R" es un conjunto convexo y
cerrado.

Sea A C RR”" en las condiciones anteriores. Para todo u € IR" definimos la
funcién:
h(A,u) = ha(u) := max{(x,u); x € A}.
El valor h4 (1) puede ser infinito. El dominio de /14 es el conjunto:
domhy :={u € R"; ha(u) es finito}.
Diremos entonces que h4 : domhy — R es la funcién soporte de A.
Para u # 0, consideremos los siguientes conjuntos:
H(Au) :={x eR"; (x,u) =ha(u)},
H™(Au) :={x e R"; (x,u) <hu(u)},
F(Au):=ANH(A,u).

Diremos que H(A,u), H (A,u), F(A,u) son el hiperplano soporte, el semi-
espacio soporte y el conjunto soporte de A, respectivamente, en la direccién del
vector normal exterior u. Si F(A,u) # @ entonces H(A,u), H (A, u) son hiper-
plano y semiespacio soporte de A en cada punto de F(A, u). Por supuesto, puede
ocurrir que F(A,u) = @. Observemos que si x € A, entonces (x,u) < hy(u). Por
tanto, A C H™ (A, u).

La funcién soporte de un conjunto convexo y cerrado A satisface las siguientes
propiedades:

ha(u) = (x,u) para un cierto x € R" siy s6losi A = {x}.
h(A+t,u) =h(A,u)+ (t,u),cont € R".

ha(Au) = Aha(u), para A > 0 (h4 es positivamente homogénea).
ha(u+0) <ha(u)+hy(v) (hy essubaditiva)

hao <hgsiysolosiAC A

h(AA,-) = Ah(A,-) paraA > 0.

h(—C,u) = h(C, —u).

NGk =
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Observemos que la tercera y la cuarta propiedades prueban que /14 es convexa.
Una funcién que verifica la tercera y cuarta propiedades se denomina sublineal.

Sabemos que si A es un conjunto convexo cerrado, se puede reconstruir A co-
mo la interseccién de todos sus semiespacios soporte. ;Se puede reconstruir A a
partir de su funcién soporte?

TEOREMA 1.31. Sea f : R" — R una funcién sublineal, existe entonces un tinico
conjunto convexo y compacto cuya funcion soporte es f.

DEMOSTRACION. Definimos:
K:={x e R"; (x,u) < f(u), Yu € R"}".
Veamos que K es un conjunto convexo y compacto cuya funcién soporte es hx = f.
De la definici6én de K se sigue que K = (,,crr—{0} H,, uf ()" Por tanto K es convexo
o vacfo. Ademas K es cerrado.
Debemos ver que K estéd acotado para obtener la compacidad. Para ello vamos

a utilizar que f estd definida en R". Sea {ey, ..., e, } la base usual de R". Si x € K,
entonces:

(xei) < flei),  (x,—ei) < flei).
Como f es subaditiva, 0 = f(0) = f(e; + (—e;)) < f(e; + f(—e;). Por tanto
—f(—ei) < (x,e;) < f(e;). Esto prueba que K C [T/, [—f(—e;), f(e;)]. Por tan-
to, K estd acotado y es compacto.

Queda probar que K # @ y que hg = f. Observemos que por definicién:

hi(u) = sup{(x,u); x € K} < f(u),
de modo que s6lo habria que demostrar que hg(u) > f(u).

Se define el epigrafo de f como el conjunto:

epi(f) = {(x,y) € R" x R; y > f(x)} C R"".

Como f es sublineal, es una funcién convexa, por lo que epi(f) es un conjunto
convexo. Ademas epi(f) es un conjunto cerrado (f es continua por ser convexa).
Mads aun, epi(f) es un cono (si x € epi(f), y A > 0, entonces Ax € epi(f)). Una
propiedad general de los conos es que cualqmer hiperplano soporte pasa por el
vértice del cono.

Fijamos u # 0. El punto (u, f(u)) estd en la frontera de epi(f). Como epi(f)
es convexo y cerrado, existe un hiperplano soporte H, , , de epi(f) en el punto

(1, f(u)). Como epi(f) es un cono, se tiene que « = 0.
Comprobemos que 7 < 0. Observemos que si (x,y) € intepi(f), entonces

(x,y) € int(H (o )0) Consideramos el vector e, 1 = (0,...,0,1) € R*"!. Ocurre
que:

(u, f(u)) + Aeyyq € int(epi(f)), A > 0.

1Observemos que si A es un conjunto convexo compacto, entonces A = (,crn{x € R" —

{0} (x,u) <ha(u)}
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ya que (u, f(u)) + Aeyiq = (u, f(u) +A) = f(u) +A > f(u) puesto que A > 0
lo que implica la férmula anterior. De este modo tenemos que (u, f(u) +A) €
int(H(y " o) para A > 0. Como:

int(H,,0 = {(x,0); (x,y) +np <0},

se tiene que (u,y) +nf(u) +Ay < 0 = Ay < 0 = 5 < 0, como queriamos
demostrar.

Como H, 1o = H(_y/y,~1)0, podemos suponer que = —1. El hiperplano
soporte de epi(f) en (u, f(u)) es Hy, 19 = {(x,A); (x,y) = A}, con epi(f) C
H_ ..

(17,0

Observemos ahora quesi (v, f(v)) € epi(f) C H(y 10,0
para todo v € R".

entonces (v, ) < f(v)

Esto prueba que y € Ky, por tanto, K # @.

Queda probar que g > f. Tenemos que:

h(u) = sup{(x,u);x € K} > (y,u) = f(u).

La desigualdad se sigue de y € K. La tiltima igualdad porque (y, —1) es vector nor-
mal exterior a epi(f) en (u, f(u)). Como u es arbitrario, obtenemos la desigualdad
que buscamos. Esto concluye la demostracién. O

Un cuerpo convexo en un conjunto convexo no vacio y compacto. Denotaremos
por K™ al conjunto de todos los cuerpos convexos de R". El conjunto de los cuer-
pos convexos de R” con interior no vacio lo denotaremos por K.

TEOREMA 1.32. Sean K, L € K. Entonces se tiene:

2. HK+L,-) = H(K,-) + H(L,-).
3. F(K+L,-) = F(K,-) + F(L, ).

DEMOSTRACION. Hacemos la demostracién de la primera parte. Si u = 0, la
identidad hg 1 (1) = hg(u) + hr(u) es trivial. Supongamos que u # 0. Por defini-
cion:

hiyr(u) = sup{{x,u); x € K+ L}.

Como K + L es compacto, el supremo se alcanza en algtn punto del conjunto.
Existe xy = ag + by, con ag € K, by € L. Entonces:

hir(u) = {ag + by, u) = (ag, u) + (bo,u) < hg(u) + hr (u).

Veamos ahora la desigualdad opuesta. Por la compacidad de Ky de L, tene-
mos que g (u) = (ag,u), h(u) = (bo,u), con ag € K, by € L, de manera que:

h () + hp(u) = (ag,u) + (bo,u) = {(ag + by, u) < hxyr(u),
de donde obtenemos la igualdad. O

COROLARIO1.33. SiK, L, M € K"y K+ M = L + M, entonces K = L.
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DEMOSTRACION. Si K+ M = L+ M entonces hgip = hp4p. Por el primer
apartado del teorema anterior, se tiene que hx + hyr = hy + hp1, de donde se ob-
tiene que hg = hy. Como:

K= ﬂ Hujh(K,u) = ﬂ Huih(L,u) =L
uelR" uelR”
se sigue el resultado. O

Dado u € §"!, y K € K", la anchura de K en la direccién de u es h(K,u) +
h(K, —u). Esta cantidad, que siempre es no negativa, coincide con la distancia en-
tre los hiperplanos soporte H, j,x ) Y H_; j(k,—u)- Denotaremos la anchura de K
en la direccion de u por w(K, u). Si w(K,u) = 0, entonces K estd contenido en el
hiperplano soporte H,, j,(k . y se sigue que dim(K) < n —1.5i K € K7, entonces
w(K,u) > 0 para todo u € S" 1.

Dado K € K", definimos:

D(K) := max{w(K,u); u € S"7 1},
A(K) := min{w(K,u); u € S" 1},

Dichos maximo y minimo existen porque w(K, -) : $"~! — R es una funcién con-
tinua, ya que hg es una funcién continua por ser convexa. A la cantidad A(K) se le
denomina la anchura total de K.

PROPOSICION 1.34. Para todo cuerpo convexo K, se tiene que D(K) = diam(K).

DEMOSTRACION. Como K es compacto, existen x, y € K tales que d(x,y) =
diam(K). Salvo que K conste de un tnico punto se tiene que diam(K) = d(x,y) >
0. Consideramos los hiperplanos ortogonales a x — y que pasan por x y por y:

Hy =x+L(x—y)t, Hy=y+L(x—y)"

Afirmamos que Hy, Hy son hiperplanos soporte de K. Para probarlo basta observar
que K estd contenido en el semiespacio que determina Hy donde se encuentra y, y
en el semiespacio determinado por H, donde se encuentra x. Ademas d(Hy, Hy) =
d(x,y). Como w(K, (x —y)/|x —y|) = d(Hyx, Hy), se tiene que diam(K) < D(K).

Veamos la desigualdad opuesta. Como K es compacto, existe 19 € S" ! tal que
D(K) = w(K, uo). Entonces H, j(k,uy), H—uy1(k,—uo) SO0 hiperplanos soporte de K
tales que:

d(HM(],h(K,HO)’ H*llg,h(K,*uo)) = D(K)

Sean xg € H NK,yo € H N K. Entonces

ug,h (uo) — i, (149)
diam(K) > d(xo,y0) = d(Hyyn(k,ug) H-ugn(k,—ug) = D(K),
de donde obtenemos la igualdad.
PROPOSICION 1.35. Si K, L € K", entonces:

1. diam(K + L) < diam(K) + diam(L),
2. A(K+L) > A(K) + A(L).

DEMOSTRACION. Ejercicio. O
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Diremos que K € K" tiene anchura constante si w(K, u) = ¢ € R para todo u €
Snfl' O

8. Dualidad

S5i K € K}, se define el conjunto polar de K, que denotaremos por K*, por:
K*={xeR"; {x,y) <1,Vy € K}.

En R" hay una dualidad entre vectores no nulos e hiperplanos vectoriales. Gene-
ralmente interpretaremos que los elementos de K* son un conjunto de hiperplanos
en lugar de un conjunto de vectores.

PROPOSICION 1.36. Si K C L, entonces L* C K*.
DEMOSTRACION. Ejercicio O

Es fécil comprobar que B(0,¢)* = B(0,1/¢).Siz € R" — {0}, entonces {z}* =
H_ ;.
z,1

TEOREMA 1.37. SiK € Ky 0 € int(K), entonces K* € Kj yademds 0 € int(K*).
Por otra parte, (K*)* = K (si 0 € int(K)).

DEMOSTRACION. Probemos en primer lugar que K es convexo. Dados x1,
x € K,y A € [0,1], se tiene, para cualquier z € K:

(Ax1+ (1 =A)x,z) = A{x1,z) + (1= A) (x2,2) <1,
de donde se sigue que Ax; + (1 — A) xp € K* para todo x1, x, € K* y A € [0,1].

Comprobemos ahora que K* es cerrado. Si {x;}ieny — x, con {x;}ieny C K,
entonces, para todo z € K:

(x,z) = (limx;,z) <1=x € K"
1

Veamos que 0 € int(K*) y que K* estd acotado. Como 0 € int(K) y K esta aco-
tado, existen p, ¢ > 0 tales que B(0,¢) C K C B(0,p). Calculando los conjuntos
polares en la anterior cadena y teniendo en cuenta que se invierten las desigual-
dades se tiene que:

B(0,1/p) C K* C B(0,1/¢),
lo que demuestra que K* es acotado y que 0 € int(K*).

Veamos por ultimo que K = K**. Si x € K, entonces <x,y> < 1 para todo
y € K*. Por tanto x € K**. Para probar la inclusién contraria supongamos que
x ¢ K. Existe un hiperplano Hy, , que separa fuertemente a x y a K, con K C H,,
y (x,u) > a. Como 0 € int(K) entonces 0 = (0,u) < &, de donde se sigue que
(x,u) > 0.Como (y,u) < a paratodoy € Ky a > 0, se tiene que (y,u/a) <1
para todo y € K. Por tanto u/a € K*. Por otra parte, como (x,u) > a, se tiene que

(x,u/a) >1,de donde x ¢ K**. Esto prueba la igualdad. O
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Observemos que si 0 € int(K), entonces hg (1) > 0 para cualquier u € S" 1.
De esta forma, dado u € K* — {0}, se verifica (x,u) < 1 para cualquier x € K.
Por tanto (x, hg(u) u) < hg(u) por ser hg(u) > 0. Por tanto, si K C H, ; entonces
KB ey

LEMA 1.38. Sea K € K tal que 0 € int(K). Si u # 0, entonces h' (u)u € 9K*.
Siz € 0K*, entonces H, 1 es un hiperplano soporte de K.

DEMOSTRACION. Si z = hy(u) 'u fuese un punto interior de K*, como 0 €
int(K*), [0,z] C K*,y existe A > 1 proximo a1 tal que Az € K*. Asi, (x,Az) < 1pa-
ra todo x € K. Esto es, (x,z) <1/A < 1 para todo x € K. Por tanto KN H; = @.
Pero H;1 = Hy, (,)-141 = Huyng(u) €s un hiperplano soporte que, por lo anterior,
no corta a K, lo que es imposible. Concluimos que z = hy ' (u)u € 9K*.

Probamos ahora la segunda parte del enunciado. Sea z € 0K*. Como K C H_,
basta comprobar que KN H,; # @. Supongamos que KN H,; = @. Esto quie-
re decir que (x,z) < 1 para todo x € K. Como K es compacto, existe xp € K
tal que (xp,z) = sup{(x,z); x € K} < 1. Llamamos Ay := (xp,z) Se tiene
que (x,z) < Ap < 1 para todo x € K. De nuevo Ay > 0 porque 0 € int(K).
Asi (x,z/Ag) < 1 paratodo x € K con1/Ag > 1. Por tanto z/Ag € K*y
z € [0,z/A9] C K*. Como 0 € int(K*) = z € int(K*), lo que contradice que
z € dK*. Concluimos que H; ; es un hiperplano soporte de K. O

El lema anterior nos dice que los hiperplanos soporte de K se corresponden
con los puntos de 0K*. Més precisamente, que H,, 1 es hiperplano soporte de K si
y solosiz = hg(u)~lu € 9K*.

Dado u € §"~1, diremos que es un vector normal exterior regular si F(K,u) =
H(K,u) NK = H, 3 (x) N K = {x}. En caso contrario diremos que u es un vector
normal exterior singular.

Sea K € Kjj. Diremos que x € dK es un punto regular si existe un tinico hiper-
plano soporte de K que pasa por x. Diremos que x € dK es un punto singular si no
es regular.

Con las definiciones anteriores, u € §"~1 es un vector normal exterior regular
si y s6lo si x es un punto expuesto de K.

Observemos que si K € K3,S = 9K C R3 es una superficie diferenciable,
y H es un hiperplano soporte de S que pasa por x € 9S, entonces H es el plano
tangente de S en x, de forma que x es un punto regular.

TEOREMA 1.39. Sea K € K. El conjunto de los vectores normales exteriores regu-
lares de K es un subconjunto denso de S" 1.

LEMA 1.40. Sea K € K. El conjunto de puntos regulares de K es denso en oK.
DEMOSTRACION DEL LEMA. Seaz € dK. Fijamosé > 0. Se tiene que B(z,6/3) N

int(K) # @. Tomamos y € B(z,6/3) Nint(K), Sea rg := max{r > 0; B(y,r) C K}.
Entonces existe x € dB(y,ry) N 9K # @.
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Como y € B(z,0/3), tenemos que ry < §/3, lo que implica que d(x,y) < rg <
0/3. Por la desigualdad triangular:

d(z,x) <d(z,y)+d(y,x) < ¢ + - < 4.
3 3 3
Veamos ahora que x es un punto regular de dK. Sea H un hiperplano soporte
de K en el punto x tal que K C H™. Entonces B(y,7g) C K C H™. Por otra parte
x € 9B(y,79) N H, lo que demuestra que H es un hiperplano soporte de B(y, o)
en el punto x. Por una observacién anterior, H es necesariamente el hiperplano
tangente de 9B(y, 1) en x. Por tanto, H es tnico.

En resumen, dados z € 0Ky § > 0, hemos encontrado un punto regular
x € oK tal que d(x,z) < 4. En consecuencia, el conjunto de los puntos regula-
res es denso en dK. O

En general, puede probarse que la medida de Hausdorff (n — 1)-dimensional
de los puntos singulares de dK es nula.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA. Trasladando K si es necesario, podemos su-
poner que 0 € int(K).

Seau € §"1. Veamos que u es vector normal exterior singular a K si, y solo si,
x = hg(u) 'u es un punto singular de 9K*.

Observemos que u es vector normal singular si y s6lo si F(K, 1) contiene mas
de un punto o, lo que es equivalente, si F(K, u) contiene un segmento I. Para cada
z € Isetiene {z} C I C K, dedonde H_; = {z}* D I* D K*. Ademds, como
zZ € Hu,hx(u) = H, 1 se tiene que x € H; para cualquier z € I. Por tanto, H; ; es un
hiperplano soporte de K* en x para todo z € I, y se sigue que x es punto singular
de oK*.

Tomamos ahora x = hK(u)_lu € 9dK* punto singular. Existen entonces H, 1,
Hy1 hiperplanos soporte de K* en x. Entonces v, w € F(K, u) y u es vector normal
exterior singular de K.

Consideramos ahora la aplicaciéon $"~! — 9K* dada por u +— x = hy(u) tu.

La aplicacién inversa p : 9K* — §"~! viene dada por x + x/|x|. Para probar esto
ultimo tomamos x € dK*, u := x/|x|. Como x € 0K*, Hy 1 es hiperplano soporte
de K, por tanto hg(x) = 1. Es inmediato entonces comprobar que la composicién
0K* — S§"~1 — 9K* dada por x +— x/|x| — hg(x/|x|)"1x/|x| es la aplicacién
identidad en 0K*.

Sabemos que p : 9K* — S"~! es un homeomorfismo porque 0 € int(K*). Por
otra parte:

p({puntos regulares de dK*}) = {vectores regulares de K}.

Por el lema anterior, {puntos regulares de dK*} es denso en K*. Concluimos que
{vectores regulares de K} es denso en §" 1. O

Si H"! es la medida de Hausdorff (n — 1)-dimensional se puede probar que
H"~1({puntos singulares de 9K*}) = 0. Como p es una aplicacién Lipschitziana
obtenemos que H"~!({vectores singulares de K}) = 0.
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9. El Teorema de Helly y una extensién del Teorema de Caratheodory

TEOREMA 1.41 (Helly). Sea A una familia finita de conjuntos convexos de R". Su-
pongamos que, para toda subcoleccion Ay, ..., Ap41 € A, setieneque AyN...N A1 #
@. Entonces:

N A#Q.

AeA

DEMOSTRACION. Supongamos que A = {A,..., Ay} es una familia finita de
conjuntos convexos que satisface las hipétesis del teorema. Trabajamos por induc-
cién sobre k. En el caso inicial k = n + 1 el resultado es trivial.

Supongamos que el teorema es cierto para cualquier familia de k — 1 conjuntos
convexos, con k > n + 1. Sea

Ai=A—{Ai} ={A1,..., A, ..., A}
Puesto que A satisface las hipétesis del enunciado, también las verifica A;. Por
hipétesis de induccién:
(| A#O.
A€A;

Tomamos x; € Nacy, A = A1 N...NAN...N A parai = 1,...,k Considera-
mos ahora el siguiente sistema de n 4 1 ecuaciones lineales con y1, ..., yx como
incégnitas:
k

uix; = 0, (n ecuaciones)

i=1

k

Y ui=0.
i=1

Como k > n + 1 por hipétesis, existe una solucion (Aq,...,Ax) # (0,...,0). Reor-
denando los términos, podemos suponer que existe un entero s entre 1y k tal que
Myoo, Ag 2 Or/\s+1/'--r/\k < 0.

Definimos:
‘—#x—k +Lx
L VIR T L VIS W
Usando que Zi-‘zl A =0y que Zi-;l Aix; = 0, se tiene que:
A A
y:s—Hxsﬂ—i-...—i- k

————— Xk.
Agp1+ ...+ Ay Asi1 4+ .o+ A k

En consecuencia, y es combinacion lineal convexa de x1,...,%s y de Xs11,..., Xk
Como x1,...,% € Asp1 N ... NALY Xs41,..., X € A1 N...N A, se sigue que
Y € Naea A # D, como queriamos probar. O

COROLARIO 1.42. Sea A una familia finita de conjuntos convexos de R", y sea
C C R" un conjunto convexo tal que, para cualquier coleccién Ay, . .., A1 de elementos
de A, existe un trasladado de C que cortaa A, ..., Ay+1. Entonces existe una traslacion
de C que corta a todos los elementos de A.
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DEMOSTRACION. Sean Aq, ..., A,+1 € A. Por hipétesis, existe t € R" tal que

C 4+t corta a todos los conjuntos A;, i = 1,...,n + 1. Existen entonces x; € A;,
¢ € Ctales que x; = ¢c; +t vy, por tanto, t = x; —a; € A; — C. Entonces t €
?jll A; — C. Podemos aplicar entonces el Teorema de Helly a la familia de conjun-
tos convexos {A — C; A € A} para concluir que existe z € (44 A — C. Entonces

AN (C+z) # @ paratodo A € A, como queriamos probar. O

Demostramos ahora la siguiente extensién del Teorema de Caratheodory.

TEOREMA 1.43. Sea A C R" un subconjunto con r < n componentes conexas. En-

tonces todo punto de conv(A) es combinacion lineal convexa de, a lo sumo, n puntos de
A.

DEMOSTRACION. Sea y € conv(A). El Teorema de Caratheodory nos ase-
gura que existen x; € A, i = 1,...,n + 1, afinmente independientes, tales que
y=AMx1+...+A1x541, conA; =0, Z?jll A; = 1. Podemos suponer que A; > 0
para todo i. En caso contrario, y seria combinacién lineal convexa de n puntos de

A, que es lo que deseamos probar.

Trasladando A, podemos suponer que y = 0. Paracadai =1,...,n + 1, toma-
mos el punto xg = —Xx;, simétrico de x; con respectoa y = 0.

Sea T el cono de vértice 0 y base B; = conv({x}, .. .,J?]’», .., X,,1}). Observa-
mos que:

, () , , ~
Ti={mx1+...+ 0 +...tppy1Xy; pi 20,i=1,...,j,...,n+1}.

De esta expresion para Tj, obtenemos que:

()
int(Tj) = {mx)+...+ 0 +... + pps1%, ;1 > 0, paratodoi # j},

() C
OT; = {mixy+ ...+ 0 +...+ pys1%, 1 1; 4 = 0, para algtni # j}.
Es facil ver que x; € int(T;), pues:
1 —
x; = py (A 4o+ A+ A1 X))

Por otra parte, como x1, . .., X;+1 son afinmente independientes, se tiene que R” =
U?jll T;. Ademas, int(T;) Nint(T;) = @ parai # j.

Afirmamos que A contiene un punto de la frontera de T para un cierto j €

{1,...,n+1}. En caso contrario A C U?jll int(T;), y A tendria al menos n + 1
componentes conexas, ya que x; € A Nint(T;) # @ para todo i. Esto contradice la
hipétesis sobre el ntimero de componentes conexas de A.

Reordenado los puntos x;, podemos suponer que existe x € AN 9dT;. Por la
caracterizacién de 9Ty, X = poXxj + ...+ Hyp1%),, 1, con y; > 0,y pj = 0 para algtin
j. Reordenando de nuevo si es preciso los puntos x», ..., X,4+1, podemos suponer
que p = 0. Entonces x = pi3x3 + ... + py 41, . Por tanto:

1

= Ix+usxs+...+ x .
1_‘_#34_.“_._#”“( H3X3 Hn+1 n+1)

y=0
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Entonces y = 0 es combinacién convexa de n puntos de A, como queriamos pro-
bar.

10. Inradio y circunradio. Politopos convexos y poliedros

Sea A C R" un conjunto convexo. El inradio de A es el supremo del conjunto:
{r > 0; existe x € Acon B(x,r) C A}.

Una inbola es una bola en A cuyo radio es el inradio de A. El circunradio de A es el
infimo del conjunto:

{r > 0; existex € R" con A C B(x,r)}.
Una circumbola de A es una bola que contiene a A de radio minimal. El circunradio
de A es el radio de una circumbola. La circumbola es tinica en el espacio Euclideo.

Si existiesen dos circumbolas distintas B, B, entonces A C BN B’, y podriamos
encontrar una bola B” de radio menor que el de B de modo que BN B’ C B”.

Un politopo es la envolvente convexa de una cantidad finita de puntos. Por el
Teorema de Caratheodory, un politopo es un conjunto compacto.

TEOREMA 1.44. Si A C IR" es un conjunto acotado que es interseccién finita de
semiespacios cerrados, entonces A es un politopo.

TEOREMA 1.45. Si A es un politopo, entonces A es una interseccion finita de semi-
espacios cerrados.

Demostramos el primer resultado, y dejamos la demostracién del segundo co-
mo ejercicio.

DEMOSTRACION. Sabemos que si A es acotado, entonces A = conv(ext(A)).
Si probamos que el conjunto ext(A) es finito, entonces conv(ext(A)) es un polito-
po cerrado y, por tanto:

A = conv(ext(A)) = conv(ext(A)).
Por tanto A es un politopo.

Veamos entonces que ext(A) es finito. Lo haremos por induccién sobre la di-
mension de A.

Si dim(A) = 1, entonces A = [a,b], con a < b, y los tinicos puntos extremos
de Asonayb.

Supongamos que el resultado es cierto si dim(A) < n — 1.

Por hipétesis, A = HlJr N...N H,j , donde H;r es un semiespacio cerrado de
R" determinado por el hiperplano H;. Sabemos que ext(A) C 0A C H; U...U H;.
Por otra parte, como H; es hiperplano soporte de A, se tiene que ext(A) N H; =
ext(A N H;). Como AN H; es convexo y dim(A) < n — 1, concluimos por induc-
cién que ext(A N H;) = A Next(H;) es finito. Por tanto:

k
ext(A) C [ (ext(A) N H;)
i=1

es un conjunto finito. U



CAPITULO 2

La métrica de Hausdorff y el
Teorema de seleccion de Blaschke

1. La métrica de Hausdorff

Recordemos que K" es la familia de conjuntos convexos compactos no vacios
de R, y que Kjj son los conjuntos de K" con interior no vacio. Definimos:

C" := {conjuntos compactos no vacios de R" }.
Evidentemente se tiene que Kff C K" C C".

Definimos ahora la distancia de Hausdorff 6 sobre C". Dados K, L € C", se
define:
S(K,L):=min{a >0; KC L+aB, L C K+aB},
donde B = B(0,1).
Puesto que:
K+aB= |Jx+aB= ] B(x,a) ={peR"; d(p,K) <a},
xeK xeK

la inclusioén L C K + aB es equivalente a que L esté contenido dentro de un entor-
no tubular cerrado de centro K y radio «. Si §(K,L) = &g entonces K C L + agB
y L C K+ ayB. La distancia de Hausdorff generaliza a la distancia Euclidea: si
K= {p}, L ={q}, entonces 6(K,L) = d(p,q).

Es facil comprobar que:

0(K,L) = méax { sup inf d(x,v), sup inf d(x, .
(K, L) {sup fnf d(x,y) sup fnf (%)}

Resumimos las propiedades més sencillas de la distancia de Hausdorff en el
siguiente resultado:

LEMA 2.1. §:C" x C"* — RR™ es una distancia. Es decir:

1. 6(K,L) = 6(L,K).
2. 5(K,L)=0 < K=L.
3. 6(K,L) < 6(K, M) + 6(M, L) (desiqualdad triangular).

Donde K, L, M € C".
DEMOSTRACION. El primer y el segundo puntos son consecuencia inmediata

de la definicién. Comprobamos el tercero. Supongamos que (K, M) = a,6(M, L) =
B. Entonces tenemos que K C M +aB, M C L + BB. Por tanto K C M +aB C

31
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L+ BB+aB C L+ (a+ B)B por la convexidad de B. Andlogamente se demuestra
que L C K+ (a + B)B. Deducimos entonces que 6(K,L) < a +p = §(K, M) +
5(M,L). 0

PROPOSICION 2.2. Sea {K;}ic una sucesion decreciente de conjuntos compactos
(Kiz1 C K;j para todo n € IN). Entonces K := (;en K; es el limite en (C",0) de la
sucesion {K;}ieN-

DEMOSTRACION. Debemos probar que, para cualquier ¢ > 0, existe iy € IN
tal que 6(Ko, K) < e para i > iy. Esto es:
K; C K+¢B y K C Ki+8§, Vi > 1.
La segunda inclusién es obvia por la definicién de K para todo i € IN y todo
e > 0. Supongamos que existe un ¢ > 0 tal que que la primera no se verifica
para ningtn iy € IN. Como {K;};cn es una sucesion decreciente, se tiene que
{K; — int(K + €B) },c es una sucesion decreciente de compactos no vacios. En-

tonces A := ;en Ki — int(K + eB) # @. Por una parte A C K ya que K; C K.
Ademés AN K # @. Por tanto A = @. Esta contradiccién prueba el resultado. [J

TEOREMA 2.3. El espacio métrico (C",6) es completo (toda sucesién de Cauchy es
convergente).

DEMOSTRACION. Sea {K;}iey C C" una sucesion de Cauchy. Se tiene en-
tonces que |J;2; K; es un conjunto acotado. Para probar esta afirmacién basta to-
mar ¢ = 1; por la condicién de Cauchy, existe iy € N tal que 6(Kp,K;,) < 1
para todo p > iy, lo que implica que K, C Kj, + B para todo p > ip. Por tanto
U2 Ki € KU Kj—1 U (K, + B), que es un conjunto acotado.

Definimos A; := U]?O:i Kj, que es compacto por ser acotado (y cerrado). La su-

cesion {A;}ien es decreciente. Por el resultado anterior, converge en la distancia
de Hausdorff al conjunto A := N2, A;.

Probamos ahora que A es el limite de {K; };cn para la distancia de Hausdorff.
Fijamos ¢ > 0.

Probamos en primer lugar que K; C A + ¢B para i suficientemente grande:
como A = lim; ., A;, existe iy € N tal que A; C A + ¢B para i > iy. Entonces
K; C A; C A+e¢eBparai > i.

Veamos por tltimo que A C K; + ¢B. Como {K; };c es una sucesién de Cau-
chy, existe ip € IN tal que K; C K; +¢eBparai, j > ip. Entonces A C A; = Ui Kj C
K; + ¢B. O

2. El Teorema de seleccién de Blaschke
TEOREMA 2.4. Todo subconjunto cerrado y acotado en (C",5) es compacto.

Este resultado es consecuencia del siguiente:

TEOREMA 2.5. Toda sucesién acotada en (C", ) admite una subsucesion convergen-
te.
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DEMOSTRACION. Sea {K;}ien C C" una sucesién acotada para la distancia
de Hausdorff. Existe entonces un conjunto Ky € C" y un radio r > 0 tal que
5(K;, Kg) < r para todo i € IN. Entonces K; C Ko+ 7B, y Ujen Ki C Ko + 7B
es un subconjunto acotado. Sea T un cubo, es decir, un producto de n intervalos
compactos paralelos a los ejes de la misma longitud v, tal que ;e K; C T. Para
cadam € IN, T puede subdividirse en 2" cubos cuya arista mide 2~". Sea 7, la
coleccién de dichos subcubos.

Si K € C", definimos:

Ay (K) := {unién de los subcubos de 7, que cortan a K}.

7 Z

g

iy o
iy

FIGURA 1. Los conjuntos A, (K) y A3(K)

Sea KY := K; para todo i € N. Como el conjunto de subcubos en 7 es finito,
podemos elegir una subsucesién de {K?};ci, que llamaremos {K}};cn, de modo
que A; (Kll) sea una unién fija T de subcubos de 77.

Aplicamos este procedimiento por induccién, y en cada paso construimos

K'"};cn, subsucesion de {K" 1};cn de manera que A,,(K™) sea una union fi-
i Jie i € q i
ja Ty, de subcubos de 7,.

Tomamos la sucesién diagonal {C;};en, con C; := K. Veamos que {C;}ien es
una sucesion de Cauchy. Al ser (C", §) un espacio métrico completo esto concluiria
la demostracion.

Para m fijo tenemos Ay (K}') = Aw(KJ') = Tp. Cualquier subcubo de 7y,

de arista 2™+, est4 contenido en una bola B(xg, /n2~ "), donde x es un punto
cualquiera de dicho cubo. Asi se tiene:

Ky C Ty C K} + V/n2 "B, Ky C Ty C KJ' + V/n2 "B,
de modo que:
5K, K < v/,
cualesquiera que sean p y q. De esta forma 6 (K}, K}}') < \/n27"vy,sip > m, todos

los conjuntos Kz son de la forma K;f, para p > m. Por tanto 6(KI!, Kﬁ) < /N2 My,
si p > m. Es decir:

5(Cp, C) < V27 M7, sip>m.
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A partir de esta desigualdad es inmediato probar que {C;};ciy es una sucesién de
Cauchy, lo que concluye la demostracién. O

TEOREMA 2.6. K" es un subconjunto cerrado de (C",6).

DEMOSTRACION. Probaremos que C" — K" es abiertoen (C",4).SeaK € C" —
K™ un conjunto compacto no convexo. Existen x, y € K tales que [x, y] no esta con-
tenido en K. Existe entonces A € (0,1) tal que z = Ax + (1 — A)y ¢ K. Como K es
cerrado, existe ¢ > 0 tal que B(z,2¢) N K = @. Sea K’ € C" tal que 6(K',K) < e.

B(z,2¢)

Como K C K’ + ¢B, existen x/, i’ € K tales que d(x,x") < ¢,d(y,y’) < e Entonces
z = Ax' 4+ (1 — M)y’ verifica d(z,z') < e. El punto z’ no puede pertenecer a K’
puesto que, en caso contrario, existirfa w € K con d(z/,w) < ey se tendria que
d(z,w) < 2¢,1o que es imposible por la elecciéon de ¢ (B(z,2¢) NK = ). O

TEOREMA 2.7 (seleccién de Blaschke). De toda sucesion acotada de cuerpos con-
vexos se puede extraer una subsucesién convergente a un cuerpo convexo.

DEMOSTRACION. Es consecuencia de la compacidad secuencial en (C",6) y
del hecho de que K" es un subconjunto cerrado de (C", J). g

Es interesante observar que una sucesién {K;};cn es acotada en (C",0) siy
s6lo si ;e Ki es un subconjunto acotado de IR".

TEOREMA 2.8. Sea {K;};cy una sucesion de cuerpos convexos y K € K. La conver-
gencia de la sucesion {K;}icn a K es equivalente a las dos siguientes propiedades:

1. todo punto de K es limite de una sucesion de puntos {x;};c, con x; € K; para
todoi € N, y

2. dada una sucesion {x;}ien, con x; € K;, el limite de cualquier subsucesion
convergente de {x; };cN pertenece a K.

DEMOSTRACION. Supongamos en primer lugar que K es el limite, con respec-
to a la distancia de Hausdorff, de la sucesion {K;};cn. Veamos que se verifican 1. y
2.Sea x € K. Definimos x; := pk,(x). Entonces d(x, x;) = d(x,K;) < §(K,K;) — 0
cuando i — oo. Por tanto {x;};cN converge a x. Sea ahora {x;};cn una sucesion
tal que x; € K; para todo i € IN. Tomamos una subsucesién convergente que, por
simplificar la notacién, supondremos es la sucesién completa. Sea x su limite. Su-
pongamos que x ¢ K. Podemos encontrar p > 0 tal que B(x,p) N (K + pB) = @.
Esto es una contradiccion, puesto que, al converger {K;};cn a K en distancia de
Hausdorff, se tiene que K; C K + pB para i suficientemente grande, de modo que
x; € B(x,p) N (K+ pB).
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Supongamos ahora que {K;};cn es una sucesion que verifica 1. y 2. Vamos a
comprobar que {K;};cn converge a K en distancia de Hausdorff. Es decir, dado
€ > 0, queremos comprobar que existe iy € IN tal que:

K C K; +¢B,
K; C K+ ¢B.

Supongamos que la primera inclusién no se verifica. Existe entonces una sub-
sucesion Ky de K; tal que K ¢ Ky + ¢B. Tomamos x; € K tal que x; & Ky + €B.
obviamente d(xy,Ky) > e. Pasando de nuevo a una subsucesién si es necesario,
podemos suponer que x; — x € K. Pero d(x,Ky) > ¢/2 para i’ suficientemente
grande, lo que contradice el punto 1.

Supongamos por dltimo que existe una subsucesién Ky de K; tal que Ky ¢
K + ¢B. Podemos elegir entonces x; € Ky tal que x; & K + ¢B. Elegimos un punto
y € Ky una sucesion y; de puntos de Ky con yy — y. El segmento [x;, y;] corta
a (K + €B) en al menos un punto z;. Se tiene que z; € Ky y que {z; } es una su-
cesion acotada. Podemos suponer que converge a un punto z que, por el apartado
2., pertenece a K. Esto es una contradiccién, puesto que d(z,K) > e. O

3. Continuidad con respecto a la distancia de Hausdorff

PROPOSICION 2.9. La aplicacién conv : C" — K" es una aplicacién continua para
la distancia de Hausdorff. Mds atin, si K, L € C", entonces:

d(convK,convL) < (K, L).

Es decir, conv es una aplicacion Lipschitziana.

DEMOSTRACION. Sea o = (K, L). Como L C conv(L), se tiene:
K C L+ aB C conv(L) + aB.

Tomando envolventes convexas y teniendo en cuenta que conv(L) + aB es un con-
junto convexo, se obtiene que conv(K) C conv(L) + aB. Andlogamente se de-
muestra que conv(L) C conv(K) + aB. Por la definicion de la distancia de Haus-
dorff se tiene:
é(conv(K),conv(L)) < a =5(K,L).
O

Es un ejercicio sencillo probar que las aplicaciones suma y unién son conti-
nuas para la distancia de Hausdorff. Sin embargo, se pueden dar ejemplos que
demuestran que la interseccién no es una funcién continua.

Recordemos que si K € K", entonces K es un conjunto Lebesgue medible en
R". Se define vol(K) como la medida de Lebesgue de K. Es importante destacar
que vol(K) > 0siy s6lo si K tiene puntos interiores.

Ademas, si C es un conjunto convexo y no compacto con interior no vacio,
entonces vol(C) = co.

TEOREMA 2.10. vol : K" — R™ es una aplicacion continua (para la distancia de
Hausdorff).
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DEMOSTRACION. Sea K € K. Distinguiremos los casos en los que K tenga o
no puntos interiores.

S5i K no tiene puntos interiores, se tiene que K estd contenido en un hiperplano
H,yvol(K) = 0.Sea B(p,r), con p € H, unabola que contienea K, yseaw € (0, 7).
Tomamos K’ € K" tal que §(K,K’') < a. En particular, K’ estd contenido en un
cilindro de base B(p,r + «) N H y altura «. Por tanto:

vol(K') € wy_1(r+a)"la < Ca,
para una determinada constante C que s6lo depende r. Esto demuestra la conti-

nuidad de vol en K.

Si K tiene puntos interiores, entonces se tiene que vol(K) > 0. Supongamos
que 0 € int(K). Daremos varios pasos.

Primer paso. Supongamos que existe A > 1 tal que K’ C AK, K C AK'. Enton-
ces | vol(K) — vol(K')| < A™"(A" — 1) vol(K).

Como K C AK/, se tiene que vol(K) < A" vol(K'), de donde vol(K) — vol(K') <
(A" —1) vol(K’). Como, por otra parte, K’ C AK, se tiene que vol(K’) < A" vol(K)
y, por tanto, vol(K) — vol(K’) < (A" —1)A" vol(K). Razonando andlogamente, y
teniendo en cuenta que A > 1, se tiene que vol(K’) — vol(K) < (A" — 1) vol(K) <
(A" —1)A" vol(K).

Segundo paso. Sea p > 0 tal que pB C int(K), Entonces existe « > 0 tal que, si
5(K,K') < a, entonces pB C K.

La hipotesis pB C int(K) implica que p < hg. Existe entonces ¢ > 0 tal
que p+¢ < hg. Se toma a < & Si §(K,K') < a, entonces K C K' +aB, y
hpg < h(pﬂ)g < hg < hK/+:x§' Por tanto:

p+£:h(p+€)§<h[<ghK/+a§:hK/+lx,

lo que implica que hg > p + (¢ — a) > p. Por tanto pB C K'.

Concluimos ahora la demostracién del teorema. Sea ¢ > 0 arbitrario. Toma-
mos A > 1 tal que A"(A" — 1) vol(K) < & Sea p > 0 tal que pB C int(K). Por el
segundo paso, existe & > 0 tal que si §(K, K’) < &, entonces pB C K'. Reducimos «
si es necesario para que a < (A — 1) p. Utilizando esta desigualdad y que pB C K
se tiene que:

K'CK+aBCK+(A—-1)pBC K+ (A—1)K C AK.
Analogamente, usando que pB C K/, se demuestra que:
K C AK.
Por el primer paso, tenemos que:
| vol(K) — vol(K")| < A"(A" —1) vol(K) < ¢,

por la eleccién de A. Esto prueba la continuidad de vol en K y concluye la demos-
tracion. 0
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4. Aproximacion para la distancia de Hausdorff

Estudiamos ahora aproximacién en la distancia de Hausdorff. Los resultados
principales son que los politopos y los conjuntos convexos regulares son subcon-
juntos densos de (K", 6). Recordemos que un politopo puede verse como una in-
terseccién finita y acotada de semiespacios cerrados (poliedro). Un conjunto con-
vexo es regular si en cada punto de su frontera admite un tnico hiperplano sopor-
te.

TEOREMA 2.11. Sean K € K" y ¢ > 0. Entonces existe un politopo P tal que
P C K C P+ ¢B. En consecuencia, 6(P,K) < e. Esto implica que el conjunto de polito-
pos es denso en (K", 6).

DEMOSTRACION. Fijemos ¢ > 0. Por ser K compacto, existen x1, ..., x;; € K
tales que K C B(xy,€) U...UB(xp,€).Sea P = conv({x1,..., %y }). Por una parte
se tiene que P C K. Por otra, K € U™ B(x;,€) C {x1,...,xu} +€eB C P+¢B,lo
que prueba el resultado. O

COROLARIO 2.12. (K", ) es separable.

DEMOSTRACION. Basta tomar como conjunto denso y numerable el conjunto
de los politopos conv({q1,...,qx}), conk € N,y g; € R" de coordenadas raciona-
les. g

Recordemos que un conjunto convexo es regular si en cada punto de su fron-
tera admite un tinico hiperplano soporte.

TEOREMA 2.13. Sean K € K", e > 0. Entonces existe un conjunto convexo regular
R e K" tal que K C R C K+ €B. En particular, el conjunto de convexos regulares es
denso en (K", 9).

DEMOSTRACION. Si K € K", e > 0, se define:
UK e):={peR"; d(p,K) <e}
Tomamos como R = U(K, ¢). Evidentemente se tiene que K C R C K + ¢B. Basta
probar que R es regular.

Sea x € dR C R. Sea y := pk(x). Veamos que d(x,y) = e. En primer lugar

observamos que:
d(x,y) =d(x,px(x)) =d(x,K) <e.

Si se tuviera que d(x,y) < ¢, entonces x € int(B(x,¢)) C int(R), lo que contradice
que x € dR. Por tanto x € 0B(y, ¢). Sea ahora H un hiperplano soporte de R en x.
Como x € dB(y,¢) y B(y, &) C R, se tiene que H es hiperplano soporte de B(y, ¢)
en x. Necesariamente H es el hiperplano tangente a dB(y, ¢) en x. Esto prueba que
R es regular y concluye la demostracion. O

Una observacion interesante es la siguiente: si K € K" y & > 0, se toma:
R={peR"n; d(p,K)<ce}.

Sabemos que R es un conjunto convexo regular por la demostracién anterior. Para
cada x € dR, llamamos N(x) al vector normal unitario exterior a R en x. Se tiene



38 2. LA METRICA DE HAUSDORFF Y EL TEOREMA DE SELECCION DE BLASCHKE

entonces que N : 9R — S"~! es una aplicacién lipschitziana, de constante de Lips-
chitz menor o igual que 2/¢. Para probar esta afirmacién, tomamos x € dR. Por la
demostracion anterior, B(pg(x),€) tiene en x el mismo hiperplano soporte que R

en x. Por tanto:

x—pr(x) 1
N(x) = ——— = - (x — px(x)).
( ) |X—PK(X)| 8( PK( ))
Entonces, si y € dR, se sigue que:

[N

ING) = N)| = | (x= p() =y + pe(»)] <

1 2
< (r—yl+ -y == x—yl,

ya que px es una aplicacién Lipschitziana de constante menor o igual que uno. Es
decir, R es de clase C!1.

(Ix =yl + |px(x) — px(v)])



CAPITULO 3

La desigualdad isoperimétrica

El objetivo de este capitulo es probar la desigualdad isoperimétrica para con-
juntos convexos. El volumen de un conjunto convexo X C IR" es su medida de
Lebesgue. Veremos que es posible definir una nocién de érea, el contenido de Min-
kowski, que coincide con el drea usual de una hipersuperficie de clase C'.

Recordemos que si ¥ C RR® es una superficie diferenciable que encierra una
region acotada Q, y N : & — S? es el vector normal unitario exterior a £, la su-
perficie paralela a ¥. a distancia t > 0 es el conjunto ¥; := {x + tN(x); x € L}.
Utilizando férmulas clédsicas de variacién de drea y volumen se puede probar que
% |,_o VOl(Z;) = area(X), donde vol(Z) es el volumen encerrado por X¢. En con-
secuencia, el drea de una superficie diferenciable se puede definir en términos del
volumen y de la distancia.

Dado un conjunto convexo X C R", definimos X, := {x € R"; d(x,X) < r}.
Si conseguimos establecer la convergencia del limite:
vol(X;) — vol(X)

7

r

cuando r — 0, tendremos una nocién razonable de drea para conjuntos convexos.
En la siguiente seccion, probaremos que la funcién r — vol(X;), parar > 0, es
un polinomio de grado 7, lo que garantiza la existencia de dicho limite. Esta pro-
piedad se demostrara en primer lugar para poliedros y se extenderd a conjuntos
convexos arbitrarios por aproximacién en distancia de Hausdorff.

1. Volumen del entorno tubular de un conjunto convexo

Comenzamos con la siguiente definicion:

DEFINICION 3.1. Sea K C R" un conjunto convexo, x € dK. El cono normal a K
en x es el conjunto:

N(K, x) := {u; u es vector normal exterior a Ken p} U{0}.
Si e > 0, denotaremos:

Ne(K,x) ={u € N(K,x) ; |u| <e}.

Es fécil comprobar que el conjunto N (K, x) es un cono convexo.

DEFINICION 3.2. Sea K C R" un conjunto convexo. Diremos que F C K es una
cara de K si F es convexo y, para todo segmento I C K tal que rel int(I) N F # @,
se tiene que I C F.

39
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La dimensién de una cara es su dimensién como conjunto convexo. Denotare-
mos el conjunto de todas las caras de K por Fk o, simplemente, por . Denotare-
mos por K" a la unién de los interiores relativos de las caras de K de dimensién r.
Si K tiene interior no vacio, el propio K es la tinica cara n-dimensional. Los puntos
extremos de K son los elementos de K°.

LEMA 3.3. Sea K un conjunto convexo. Entonces {rel int(F) ; F € Fg} es una
particion de K.

DEMOSTRACION. Veamos que:

1. relint(Fy) Nrelint(F,) = @si F, F, € Fx, F; # B.
2. K= [ relint(F).
FeFk

1. Supongamos que x € rel int(F;) Nrelint(F,). Sea y € F;. Como x pertenece
al interior relativo del conjunto convexo Fj, existe z € F; tal que x € (z,y). Como
x € relint(F,) y F; es una cara de K, se tiene que [z,y] C F,. Por tanto, y € F,. Esto
demuestra que F; C F, y la inclusién opuesta se demuestra del mismo modo.

2. Obviamente K C Upez, rel int(F). Sea x € K. Si no existe ningtin segmento
I tal que x € relint(I), entonces {x} es una cara O-dimensional de K (un punto
extremo). En caso contrario, definimos:

F= | L

xerel int(I)
ICK

Veamos que F es una cara y que x € relintF. Sean y, z € F. Existen entonces y/,
z' € Ktales que x € (y,y') N (z,2'). Entonces x € (Ay + (1 —A)z,Ay/ + (1 — A)zZ'),
y se sigue que Ay + (1 — A)z € F. Esto demuestra que F es convexo.

Sea | un segmento tal que rel int(J) N F # @. Sea z € rel int(J) N F. Existe
entonces z' € F tal que x € (z,2'). Si x y | estdn alineados, entonces | C F. En caso
contrario, x estd en el interior de la envolvente convexa de [ y z’ y, por la definicién
de F, ] C F. Esto demuestra que F es una cara de K.

Veamos por altimo que x € rel int(F). Sea y € rel int(F) C F. Por la definicién
de F, existe y' € F tal que x € (y,y’). Sabemos entonces que x € rel int(F).

O

LEMA 3.4. Sea K un conjunto convexo. Entonces se tiene:

1. Six € K", entonces dim N(K,x) < n —r.
2. Si Fesunacarade K,y x, y € relintF, entonces N(K, x) = N(K, y).

DEMOSTRACION. 1. Si x € K', entonces x pertenece al interior relativo de al-
guna cara r-dimensional F. Sea S el subespacio de direcciones de aff(F). Si u €
N(K, x), entonces u € (S)*. Por tanto, dim N(K, x) < dim(S)* =n —r.

2.Siu € N(K, x), entonces u L x — y. Por tanto, u € N(K,y). O
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En general no es verdad que dim N (K, x) = n —r. Los puntos de borde de una
bola son caras 0-dimensionales de la bola, pero la dimensién de su cono normal
es 1.

LEMA 3.5. Si P es un poliedro, y x € P", entonces dimK(P,x) =n —r.

Si F es una cara de F, denotaremos por N(K, F) al conjunto N (K, x), para cual-
quier x € F. Por el apartado 2 del lema anterior, dicho conjunto no depende de x.

DEMOSTRACION. Sea F la cara r-dimensional de P que contiene a x en su inte-
rior. Sean Hjy, ..., Hy .hiperplanos tales que P = H; N...NH_.Supongamos que
Hj,..., H; son los hiperplanos que contienen a x, y sean uy,...,us los vectores
normales unitarios exteriores.

Veamos que (H; N...N H;) NP es una cara de P. Dicho conjunto es conve-
xo. Sea I C P un segmento tal que rel intI N (H; N...N Hs) N P. Como H; es un
hiperplano soporte de P, se tiene que I C (HyN...NHs)NP

Se tiene entonces que rel int(H; N ... N Hs) N P = rel int F, ya que los interio-
res relativos de las caras forman una particién de P, y x estd en ambos conjuntos.
Por tanto (Hy N...NH;) NP =FyH;N...NH; = aff(F).

Como dim F = r, existen n — r vectores independientes en el conjunto {us, . .., us.
Supondremos que son ug, ..., uy—y. Como uy,...,uy,—, € N(K, x), tenemos que
dim N(K, x) > n —r, lo que demuestra el resultado.

TEOREMA 3.6. Sea P C IR" un poliedro. Se tiene entonces:
vol(P;) = vol(P) + cie+ ...+ cue",
donde:

=Y vol,i(F)voi(Ny(K,F)), i=1,...,n
FG]‘}(
dim F=n—i

En consecuencia, vol(P;) es un polinomio de grado n en la variable €.

DEMOSTRACION. Sea x € P; — P, y sea y la proyeccién de x sobre P. Entonces
y pertenece a alguna cara (n — i)-dimensional F de P contenida en el borde de P, y
x =y + tup(x), lo que demuestra que x pertenece a la imagen F; de la aplicacién:

F x N¢(P,F) — R"
(x,u) — x + u.

Por tanto:

P.-P= |J F.

FeF
dim F<n

Como los conjuntos F; se cortan en conjuntos de medida de Lebesgue cero, se tiene
que:
vol(Pe) —vol(P) = ) vol(F).

FeF
dim F<n
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Como F y N(P, F) estan contenidos en subespacios ortogonales complementarios,
podemos aplicar el Teorema de Fubini para calcular el volumen de F; y obtenemos

vol(F;) = vol,,_;(F) vol;(Ng¢(P, F)).
Reescalando se tiene:
vol;(Ne(P, F)) = ¢ vol;(Ny (P, F)).
O

TEOREMA 3.7. Sea K € K". Entonces vol(K¢) es un polinomio de grado n en la
variable €. Los coeficientes de dicho polinomios son funciones continuas para la distancia
de Hausdorff.

DEMOSTRACION. Sea K € K",y sea {P;};c una sucesion de poliedros que
converge a K en la métrica de Hausdorff. Sea ey > 0. Para todo € < g9, los conjuntos
(P;)e, K¢ estan contenidos en un conjunto compacto de R” y, por tanto, forman un
conjunto relativamente compacto para la distancia de Hausdorff. La funcién volu-
men es uniformemente continua para la distancia de Hausdorff en dicho conjunto.
Como §((P;)e, Ke) < 8(P;, K), esto implica que los polinomios ¢ — vol((P;),) de
grado n convergen uniformemente a la funcion € — vol(K;) en el intervalo [0, &g].
Se sigue entonces que vol(K¢) es un polinomio de grado n en dicho intervalo.

Si {K;}ieN es una sucesion convergente a K en distancia de Hausdorff, enton-
ces las funciones vol((K;)e) convergen uniformemente a vol(K¢) en cada intervalo
acotado [0, ¢y]. Por tanto, los coeficientes de los polinomios convergen. g

2. Contenido de Minkowski
Sea X C R" un cuerpo convexo (conjunto convexo compacto). Su contenido de
Minkowski o su drea es la cantidad:

area(X) = A(X) = lin}) vol(X;) ;VOI(X) _ lir% vol(X + rfi) - VOI(X).
r— r—

La existencia del limite se sigue de que vol(X;) — vol(X) es un polinomio de grado
n en r. El area es el coeficiente de grado uno del polinomio.

El 4rea es siempre una cantidad no negativa por ser limite de cantidades no
negativas. El perimetro de un conjunto convexo es cero, por ejemplo, cuando la di-
mensién del conjunto convexo es menor o igual que n — 2. El drea de un poliedro
puede calcularse facilmente:

PROPOSICION 3.8. Sea P C IR" un poliedro n-dimensional de caras (n — 1)-dimen-
sionales Fy, . . ., F,. Entonces:

r
area(P) = )_vol,_1(F).
i=1

La continuidad del drea con respecto a la métrica de Hausdorff se sigue de la
continuidad de los coeficientes del polinomio vol(X;).

PROPOSICION 3.9. El drea es una funcién continua para la distancia de Hausdorff.
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Una propiedad interesante del drea, que no demostraremos ni tampoco utili-
zaremos, es la siguiente:

PROPOSICION 3.10. Si X C X/, entonces area(X) < area(X').

3. Simetrizacion de Steiner

En esta seccién, consideramos un cuerpo convexo X C RR”, y un hiperplano
H C R". Para x € H, consideramos la recta L, ortogonal a H que pasa por x. La
interseccién Ly N X es, o bien vacia, o un conjunto convexo compacto de Ly. En el
ultimo caso, definimos A(x) como la longitud del segmento L, N X.

Definimos Sy como el conjunto vacio si la interseccién Ly N X es vacia, o como
el segmento en Ly centrado en x de longitud A(x) si Ly N X # @. El conjunto Sy
es, o0 bien vacio, o un punto si Ly N X es un punto, o un segmento de la misma
longitud que Ly N X. Observamos que y € Sy si y slosi [y — x| < A(x)/2.

Se define el simetrizado de Steiner de X con respecto a H, que se denotara por
Xy, al conjunto:

XH = U Sx.

Se dird que X} se obtiene de X por simetrizacién con respecto al hiperplano H.

Una propiedad inmediata es que Xy es simétrico con respecto al hiperplano
H. Las propiedades del simetrizado de Steiner se resumen en el siguiente resulta-
do:

PROPOSICION 3.11.

1. Si X C X', entonces Xy C X},

Si X es convexo, entonces Xy también lo es.

vol(Xy) = vol(X).

diam(Xp) < diam(X).

(X +v)g = Xu + w, donde w es la proyeccion ortogonal de v sobre H.
area(Xp) < area(X). La igualdad se da si y sélo si X es simétrico con respecto
a un hiperplano paralelo a H, o bien X estd contenido en un hiperplano ortogonal
a H.

ARSI

Iremos demostrando estas propiedades a lo largo de esta seccion. Comenzare-
mos con el siguiente lema técnico:

LEMA 3.12. En las condiciones anteriores, sean x € H, A(x) la longitud del intervalo
Sy = Ly N X # @. Entonces:

1. limsup, ,  A(x;) < A(x) si{x;j}ien C H, Ly, "H # @, yy {xi}ieny — x.
2. AM(T—=p)xg +px2) = (1—p) A(xy) + pA(xz), donde p € [0,1], x1, x5 € H.
Es decir, la funcion A : H — R es convexa.

DEMOSTRACION. Demostramos la primera parte. Podemos suponer que Ly, N
X es distinto del conjunto vacio e igual a [a;, b;], con a; = b; eventualmente. Pasan-
do a una subsucesion si es preciso, podemos suponer que {A(x;) };cN converge a
limsup;_,, A(x;) y, por la compacidad de X, que {a;}ien — 4, {b;i}ienw — b. Por
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la continuidad de la proyeccién ortogonal, los puntos a y b se proyectan sobre x.
Por la convexidad de X, [a,b] C L, N X. Por tanto A(x) > |b —a|, de modo que
A(x;) = |b; — a;] — |b —a] < A(x), como queriamos demostrar.

Para probar la segunda parte, supongamos que Ly, N X = [ay,b1], Ly, N X =
[a2, by]. Supongamos ademds que los vectores by — aj y by — a apuntan en la mis-
ma direccién, es decir, que by —a; = p (b, — a3), donde p > 0. Tomamos u € [0,1].
Por la convexidad de X, pay + (1 — p)ap, uby + (1 — u) by € X y se proyectan
ortogonalmente sobre jix1 + (1 — ) x2. De nuevo por la convexidad de X se tiene:

[nar + (1 — p) ag, by + (1 — p)bo] C Ly y(1-pyx, N X

Tomando medidas, teniendo en cuenta que by — a1 y by — a son proporcionales y
apuntan en la misma direccién:

|puby + (1 —p) by — pay — (1 — p) az| = p [by — ar| + (1 — ) [b2 — a2
= pA(x1) + (1 —p) A(x2) < A(pxr + (1= p) x2),

lo que concluye la demostracioén. O

Demostramos en el siguiente resultado todas las propiedades de la simetriza-
cién de Steiner, excepto las relativas al drea.

TEOREMA 3.13. Si X C IR" es un cuerpo convexo, entonces Xy también lo es.
Ademds vol(Xy) = vol(X) y diam(Xp) < diam(X).

DEMOSTRACION. Probamos en primer lugar que X es un cuerpo convexo si
Xloes.

Veamos que Xy es acotado. Como X lo es, existe una bola B tal que X C B.
Entonces se tiene que Xy C Bp. Pero B es simétrica con respecto a un hiperplano
paralelo a H, de modo que By = B+ v = B’ para un cierto vector v. Por tanto, Xy
estd contenido en la bola B’, del mismo radio que B, y es acotado.

Veamos que Xy es cerrado. Sea {x;};en C Xp una sucesién convergente a un
punto x. Queremos probar que x € Xy. Paracadai € N, sea z; € H la proyeccion
de x; sobre H. Entonces {z;};icy — 2, donde z € H es la proyeccién ortogonal de
x sobre H. Como x; € Xy se tiene que |x; — z;| < % A(z;). Por tanto:

|x —z| = lim |x; — z;| < limsup 1 Azi) < 1)t(z).
i—00 ; 2 2

1— 00
Esto prueba que x € Xp.

Veamos que Xy es convexo. Sean x1, x € Xp, y sean z1, zp, respectivamen-
te, las proyecciones sobre H. Sea u € [0,1]. El punto x; := px; + (1 — ) x2 se
proyecta sobre el punto z;, := pzy + (1 — p) zp. Entonces:

[xp = zul < plvr = 21|+ (1= p) [x2 — 22

< %(y)\(zﬂ + (1= p) A(z2))

1
E)‘(xﬂ)'

por tanto x;, € Xy para p € [0,1], de donde se deduce que Xy es convexo.

N
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Al ser Xy un conjunto acotado, cerrado y convexo, concluimos que es un cuer-
po convexo.

La igualdad vol(Xpy) = vol(X) es una aplicacion del Teorema de Fubini.

Veamos por dltimo que diam(Xpy) < diam(X). Sean x1, x; € Xp tales que
d(x1,x2) = diam(Xp). Llamamos zj, z; a las proyecciones de x1, xp, respectiva-
mente, sobre H. Supongamos que Ly, N X = [a1, b1], Ly, N X = [ay, by]. Es facil ver
que:

2
d(xy,x0)% = d(z1,22)* + (; (Alz1) + )\(Zz))> ,

yque... U

TEOREMA 3.14. Si X C R" es un cuerpo convexo, entonces area(Xy) < area(X).

DEMOSTRACION. De la definicion de drea y de laigualdad vol(Xy) = vol(X),
basta probar que vol(Xy + pB) < vol(X + pB), donde B es la bola cerrada uni-
dad centrada en el origen, para deducir que area(Xp) < area(X). Mds atin, como
vol(X + pB) = vol((X + pB)g), es suficiente demostrar que Xy + pB C (X +
PB)h.

Probemos esta tltima inclusion. Sean x € Xy, v € B, y sean z € H la proyec-
cién ortogonal de x sobre H, y w la proyeccién del vector v en la direccién de H.
Veamos que x + pv € (X + pB)y.

Sean A(g), A(g) las longitudes de L, N (X + pB), Ly N X, respectivamente. La
proyeccién ortogonal de x + pv sobre H es z 4 pw. Asi se tiene:

1=
(e +pv) = (2 + pw)| < |x =z 4+ py/[0]? = [w]? < 5 A(2) +py/1 = |w]?.

Por tanto, para probar que x + pv € (X + pB)y basta comprobar que:

1- 1

s _ 2 _

2A(z)+p\/l |w|? < 2A(z+pw).
Supongamos que L; N X = [a,b], con A(z) = |b— a|. Elegimos vy, v; = —0v;
perpendiculares a H de forma que |v; + w| = 1 = |vp + w|. Supongamos que

vy =A(b—a),con A > 0.Los puntos b+ p (w+v1), a+ p (w + vp) pertenecen a
X + pB. Ademaés, como vy, vy L H, se tiene que ambos puntos se proyectan sobre
z + pw. Es decir, ambos puntos pertenecen a L . De todo esto se sigue:

AMz+pw) =2 |la+p(w+v) —b—p(w+v1)| =

= la— b+ 2pv,|
= [b—a| + 2001
= Az) +204/1— |w|?,
lo que prueba el resultado. g

TEOREMA 3.15. Sea X C R" un conjunto convexo, H un hiperplano. Entonces
area(Xy) = area(X) si y sélo si X es simétrico con respecto a un hiperplano paralelo a
H, o X estd contenido en un hiperplano ortogonal a H.
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DEMOSTRACION. Si X estd contenido en un hiperplano ortogonal a H, enton-
ces area(X) = 2vol,_1(X) = area(Xp).

Supongamos entonces que X no estd contenido en ningin hiperplano orto-
gonal a H. Proyectamos X ortogonalmente sobre H y obtenemos un conjunto
convexo Xg C H con puntos interiores en H. Supondremos por simplicidad que
H = {x, =0}.

Para cada (x1,...,x,-1,0) € Xp se definen dos funciones f(xi,...,x,-1),
g(x1,...,x,_1) del siguiente modo: (x1,...,x,) € X siysolosig(x,...,x,-1) <
xn < f(x1,...,x,-1). La funcién f es concava y la funcién g es convexa.

El 4rea de X puede calcularse como:

awea(X) = [ (F=g)+ [ (V119 11V,

donde Vf, Vg existen en casi todo punto por ser funciones céncava y convexa,
respectivamente.

El simetrizado de Steiner de S con respecto a H es:

{(x1,...,xn) eER"; (x1,...,x,1) € Xo,_(f28> <x; < <f;g>}

Aplicando el célculo anterior del drea:

area(Xin) = [ (F=9)+ [, 02\/1+ ‘v(fgg)

Observamos que:

2

2(19(555)) = wvp 0w

Por la desigualdad triangular:

2\/1+ ‘V(Jf;gﬂz < \/1+ IVfI?+ \/1+ Vg2

Integrando sobre X)) y afiadiendo faXO (f — g) obtenemos que area(X) < area(X).

Siarea(Xpy) = area(X) obtenemos igualdad en la aplicacién anterior de la de-
sigualdad triangular, de modo que (1, Vf) y (1, —Vg) son proporcionales. Con-

cluimos que Vf = —Vg, de donde obtenemos que la diferencia f — g es una
constante 2a. Esto implica que X es simétrico con respecto al hiperplano {x, = a},
paraleloa H = {x,, = 0}. O

4. La desigualdad isoperimétrica

TEOREMA 3.16 (La desigualdad isoperimétrica para conjuntos convexos). Sea
Z C R" un cuerpo convexo. Sea B C R" una bola cerrada del mismo volumen que Z. En-
tonces area(Z) > area(B). La igualdad se da si y s6lo si Z y B difieren en una traslacion.
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DEMOSTRACION. Seav = vol(Z) = vol(B).Como vol(Z) > 0, Z tiene puntos
interiores. Consideramos la familia:
U, :={Y € K; 3B, C Y,vol(Y) = v}.

Los elementos de U, son cuerpos convexos de volumen v que contienen una bola
cerrada B, de radio 7 > 0. Elegimos 7 > 0 de modo que Z € ;. Fijamos un punto
x € R" y llamamos:

B, :={Y € Kjj; B(x,r) C Y,vol(Y) = v}.
Se tiene que B, C U;, y que todo elemento de U, puede trasladarse a un elemento
de B,,. De esta forma se obtiene:

inf area(Y) = inf area(Y).
YeU, YeB,

La justificacion para utilizar el espacio B, en lugar de U, es la acotacién de B, con
la medida de Hausdorff ({4, no lo es).
Veamos que:

D, := sup diam(Y) = sup diam(Y) < oo.
Yeu, YeB,
Sea Y € U,. Por definicién existe z € R" tal que B(z,7) C Y. Dadoy € Y — B(z,7),
consideramos el hiperplano H ortogonal a zZiy que pasa por z. La interseccién
H N B(z,r) es un disco D de radio  y dimensién 1 — 1. El cono de base D y vértice
y verifica conv(D U {y}) C Y.Sea h := d(z,y). Entonces:

vol(conv(DU{y})) = /oh cr(t)"ldt = Crn—l%,

donde c es el volumen n — 1 dimensional del disco de la misma dimensién y radio
1,yr(t)=r(h—t)/h.Como conv(D U {y}) C Y, obtenemos la desigualdad:

n
d(Z,y) =h < WU,
para cualquier y € Y — B(z, ). En consecuencia:
. 2n
diam(Y) < ) 0,

y, por tanto, B, es acotado para la métrica de Hausdorff.
Sea {X;}iew C B, una sucesion tal que:
lim area(X;) = inf area(Y) := A.

i—o0 YeB,
Como B, es acotado para la distancia de Hausdorff, podemos extraer una sub-
sucesion convergente de {X;};cn a un cuerpo convexo X. Por la continuidad del
volumen y del drea para la métrica de Hausdorff, obtenemos que vol(X) = vy
area(X) = A. Ademas B(x,r) C X, por lo que X € B;.

Veamos que X es una bola. Sea H un hiperplano cualquiera. Afirmamos que
existe H' hiperplano paralelo a H tal que X es simétrico. Para probar esta afirma-
cién, sea R una recta ortogonal a H que corta a X en un segmento I que contiene
mas de un punto. Tomamos como H’ el hiperplano paralelo a H que pasa por el
punto medio de I. El simetrizado de Steiner de X con respecto a H', Xy, satisface
las siguientes propiedades:
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1. vol(Xpy/) = vol(X),

2. area(Xp) < area(X) y la desigualdad es estricta si X no es simétrico con
respecto a un hiperplano paralelo a H', y

3. Xpr contiene una bola cerrada de radio r > 0.

Por la tercera propiedad, y ser X el conjunto de drea minima de B;, se tiene que
X es simétrico con respecto a un hiperplano paralelo a H'. Pero la eleccién de H'
fuerza a que X sea simétrico con respecto a dicho hiperplano.

Sean x1,...,x; direcciones ortogonales de R”. Consideramos 7 hiperplanos
de simetria de X ortogonales a las direcciones anteriores. Sea o el inico punto de
corte de dichos hiperplanos. Se tiene entonces que X es invariante con respecto a
la simetria central de centro 0. Por la convexidad de X, también se tiene que 0 € X.

Si H es un hiperplano arbitrario que pasa por o, entonces X es simétrico con
respecto a H. Para probar esto, tomamos un hiperplano de simetria H' de X pa-
ralelo a H. Si 0 € H’, entonces H = H' y hemos terminado. Si 0 ¢ H’, sea o
el simétrico de o con respecto a H'. La interseccién de la recta 0o’ con X serd un
segmento no trivial I. Como la simetria central de centro o deja invariante a X, el
punto o es el centro del segmento I. Concluiriamos que 0 € H’, lo cual es imposi-
ble.

Probemos finalmente que X es una bola. Sean x1, xo € dX, y supongamos que
(x1,x2) C int(X). Consideramos el hiperplano H ortogonal a x1x, que pasa por
el punto medio de x1 y x. Argumentando como antes, se demuestra que H es
hiperplano de simetria de X y d(x1,0) = d(xp,0).

Veamos que el caso (x1,x2) C 90X no puede darse. Si asi fuera, tomamos la
recta R determinada por x1, x2. Supongamos que RN X = [y1,y2] D [x1, x2]. Sea
H el hiperplano ortogonal a R que pasa por el punto medio de [y1,12]. Sea H’
un hiperplano que pasa por o y tiene vector normal en el plano determinado por
oy por R. Dicho hiperplano es de simetria, de modo que reflejando el segmento
[y1, 2] se obtienen puntos de X. Esto contradice que los puntos de [y1, 2] sean
puntos frontera de X.

Por tanto 0X es un subconjunto de una esfera S de centro 0. Si 0X # S, obten-
driamos facilmente una contradiccién, con lo que concluye la demostracién. Por
tanto, X es una bola cerrada.

Si area(X) = area(X’), entonces X’ es también un minimo del area con volu-
men fjjo, por lo que X’ es una bola del mismo radio que X, por lo que X’ es una
traslacién de X. O

5. La desigualdad isodiamétrica

TEOREMA 3.17 (Desigualdad isodiamétrica en IR"). Si X C IR" es un cuerpo
convexo, entonces:

diam(X)\"

vol(X) < wy <1a1n21()> ,

donde wy, := vol(B(0,1)).

La igualdad se da si y sélo si X es una bola cerrada de radio diam(X) /2.
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Es decir, la bola minimiza el didmetro de entre todos los conjuntos con volu-
men dado. La desigualdad isodiamétrica es cierta para conjuntos cerrados arbitra-
rios. Para demostrarlo basta pasar a la envolvente convexa y aplicar la desigualdad
para conjuntos convexos.

La demostracién de la desigualdad se basa en los dos siguientes lemas:

LEMA 3.18. Sea X un cuerpo convexo, y sea:
N (X) :={C € K"; vol(C) = vol(X),diam(C) < diam(X)}.

Existe entonces en N (X) un cuerpo convexo que minimiza el circunradio.

DEMOSTRACION. Como X € N (X), si r(X) es el circunradio de X, y Dy la
circumbola, entonces:
ro:= min r(K) <r(X).
i min #(K) < r(X)
Sea H := {F € K"; F C Dx}. Entonces H N N (X) es acotado en la métrica de
Hausdorff, y:
min  r(K) = min r(X).
KeHNN (X) KeN(X)

Sea {X;}ien € HNN(X) una sucesion tal que r(X;) — ry. Por el Teorema
de Seleccion de Blaschke podemos suponer que {X;}ieny — Xoo € K". Como
diam(X;) < diam(X) y vol(X;) > vol(X), y el didmetro y el volumen son con-
tinuos para la métrica de Hausdorff se tiene que diam(X) < diam(X) y que
vol(Xs) = vol(X). Por tanto, X« € N (X). Puesto que el circunradio es continuo
para la métrica de Hausdorff se obtiene que:

Xeo) = i K) = f K),
TXe) = R T = k)

lo que prueba el resultado. g

LEMA 3.19. Sea X un cuerpo convexo. Supongamos que X # Dx. Entonces existe
un niimero finito de simetrizaciones de Steiner con respecto a hiperplanos Hy, ..., Hy de
modo que:

[ (Xe ) my - )] < r(X).

DEMOSTRACION. Sea S := dDyx. Existe x € S — X (en caso contrario, S C Xy,
por tanto, Dx C Xy se sigue que Dx = X, lo que contradice la hipétesis). Al ser X
cerrado, S — X es abierto en S. Existe entonces ¢ > 0 tal que Bs(x,¢) = B(x,¢)NS C
S — X. Por otra parte S N X es compacto, por lo que existen x1, ..., x; € SN X tales
que:

k
SNXC U Bs(x;,€).
i=1
Sean Hj, . .., Hy los hiperplanos que bisecan los segmentos [x, x;] y son ortogonales
alarecta xx;, i =1,...,k, respectivamente. El centro de la circumbola esta conte-
nido en todos los hiperplanos H;.

Se tiene que:
XHlﬂBs(x,S) =Q, XHlﬂBs(.‘xl,E) =Q.
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De esta forma, hemos sustituido X por un conjunto que ya no toca a S en SN
B(xq,¢€). Reiterando el proceso:

(XH, )1, N (Bs(x,€) UBg(x2,€) = ©,

y ademas se mantiene (Xp, )m, N Bs(x1,€) = @ porque Xy, N Bs(x1,€) = @. Re-
pitiendo el proceso, obtenemos un conjunto (... (X, )H, - ) 1, que no corta a

ningan punto de S porque X N (S - Ule Bs(x, e)) =@ (siz € S— X, al hacer

simetrizacion de Steiner con respecto a cualquier hiperplano H que pasa por el
centro de Dy se tiene que z € S — Xp).

Puesto que (...(Xpy)H,--- ),y DO corta a S podemos disminuir el radio de

Hi
Dx y obtenemos asi que el circunradio de Dy es estrictamente menor que el cir-

cunradio de X. O

DEMOSTRACION DE LA DESIGUALDAD ISODIAMETRICA. Sea X C R” conve-
xo y compacto. La desigualdad que queremos probar es trivial si vol(X) = 0.
Supondremos entonces que vol(X) > 0.Sea B € N (X) = {K € K"; vol(K) >
vol(X),diam(K) < diam(X)} el cuerpo convexo que minimiza el circunradio en
N(X

Afirmamos ahora que B = Djp. En caso contrario, el lema anterior garantiza
que existe un cuerpo convexo B’ obtenido a partir de B por una cantidad finita de
simetrizaciones de Steiner con r(B’) < r(B). Por las propiedades de la simetriza-
cién de Steiner:

vol(B") = vol(B) > vol(X),  diam(B’) < diam(B) < diam(X).

Por tanto, B € N (X) y r(B’) < r(B), lo que contradice que B sea el conjunto
de NV (X) donde se alcanza el minimo del circunradio. Por tanto, B = Dg como
afirmébamos.

Concluimos que:

vol(X) < vol(B) = wur(B)" = wy <di”“§(m>n < wy <dmzl(x)>

lo que prueba el resultado. O

Observamos que el circunradio no es sélo continuo para la métrica de Haus-
dorff, sino que verifica la desigualdad:

7(K) = r(L)] < 8K, L).
Recordemos que r(K) = inf{r > 0; K C B(x,r) paraalgin x € R"}. Suponga-
mos que §(K, L) = d. Entonces K C L +dB, L C K + dB. Por otro lado, existen y,
z € R" tales que K C B(y,r(K)) = {y} +r(K)By L C B(z,r(L)) = {z} +r(L)B.
Entonces:

KCL+dBcC{z}+r(L)B+dB=B(z,r(L)+d),
de modo que r(K) < r(L) + d. Andlogamente se demuestra que r(L) < r(K) +4,
lo que prueba la desigualdad que queriamos demostrar.
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