Capitulo 3

La desigualdad isoperimétrica

3.1. Area del borde de una hipersuperficie compacta en R"

La desigualdad isoperimétrica clasica relaciona el volumen n-dimensional de un do-
minio © C R™ con el area (volumen (n — 1)-dimensional) de su borde 0f2. La primera
dificultad que encontramos es cémo definir este area si 9§) no es una hipersuperficie di-
ferenciable. Estudiaremos a continunacién un proceso para calcular area(dS)) en el caso
diferenciable, que podra extenderse al caso en que ) sea un compacto convexo de R™.

Sea ¥ C R? una superficie diferenciable compacta, encerrando una regién  C R3. Sea
N: Y — §%(1) la aplicacién de Gauss de ¥ exterior a 2. La superficie paralela a distancia
t>0de X es

Si={p+tNy | peX},

que encierra (para t > 0 préximo a cero) una regién §; C R3.

Lema 3.1.1 En la situacion anterior, %‘Ovol(ﬂt) = area(X).

Demostracién. Consideremos el campo diferenciable X, = p, Vp € R3. Aplicando el Teo-
rema de la divergencia en €2,

BVOI(Q):/Qdiv(X)dV:/E<p,N>dA,

donde dV = dx dy dz es el elemento de volumen estdndar en R3 y dA el elemento de 4rea
en Y. Aplicando la misma férmula a €, tenemos

(31) 3VO](Qt>:/E <pt,Nt>dAt,

7
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donde el subindice e; hace referencia a que todo estd calculado en la geometria de ;.
Ahora, consideremos la aplicacion ¢ : ¥ — X4, ¥¢(p) = p + tN,, que es un difeomorfismo
para |t| suficientemente pequeno. Ademas, sip € ¥y v € T,%,

(dipg)p(v) = v+ tdNp(v) = v — tAyv,

donde A, es el endomorfismo de Weingarten de X asociado a N. Si e, ez son direcciones
principales en p con curvaturas principales k1, ko asociadas a N, entonces (diy)p(e;) =
(1 —tk;)e;, i = 1,2, de donde deducimos que

th(p)Et = sz, y Nt o wt = N

Por tanto, (3.1) se escribe

(32)  3vol(®) = / RGO / DN N (A,
PtEYL peE

Por otro lado, (vfdAi)p(e1, e2) = (dAr)y,p) ((de)p(er), (de)p(e2)) = (1 —thi)(1 —tha) =
1 —2tH(p) + t2K(p), donde H es la curvatura media asociada a N y K la curvatura de
Gauss. Asi, (3.2) se reescribe

(3.3) Svol(€) = / ((p, N) + 1) (1 — 2H + £2K) dA.
>
Derivando (3.3) en t = 0:
(3.4)
4l oy~ [ 2 N 2 _ _
3 g, vol) /Zdto[(<p,N>—|—t)(l oH + 121)] dA /ZdA 2/E<p,N>HdA.

Por otro lado, consideremos el campo diferenciable sobre ¥ p? = p — (p, N)N, p € 3. La
divergencia de este campo es

2
[divs(p")](p) = Z<Vei (p), i) (V = conexién de Levi-Civita de X)
igl
= Z<De¢ (p1), e;) (D = conexién de Levi-Civita de R?)

= > (ei—ei((p,N))N = (p, N)De, N, ¢;)
=1

= 2—(p,N)> (De,N,e;)

=10

= 2+42(p,N
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Aplicando el Teorema de La Divergencia en ¥, tenemos

(35) 0= / divs (pT) dA = /(2+2(p, N)VH) dA = 2/ dA+2/(p, NVH dA.
T b)) b b

Finalmente, de (3.4) y (3.5) tenemos

d
3
dt

vol(§2) :/dA—2/<p,N>HdA:3/ dA = 3 area(X).
0 2 s )

|

El Lema 3.1.1 justifica que definamos el drea de un compacto convexo A C R™ de la
siguiente forma: consideremos para t > 0 el conjunto A; = {x € R" | d(x,A) < t}. Si
existiera el limite

lim 1 (vol(A4;) — vol(A)),

t—0t

entonces ésta serfa una buena definicién para el drea de 9A. Probaremos en la siguiente
seccién que la funcién ¢ > 0 +— vol(A;) es un polinomio de grado n (relacionar con (3.3)),
con lo que el limite anterior tendra sentido. Esta propiedad se demostrard primero para
politopos y luego es extendera por densidad a conjuntos convexos compactos cualesquiera.

3.2. Estructura de caras en un convexo

Definiciéon 3.2.1 Sea A C R" convexo. Un subconjunto F' C A se dice una cara de A si:
1. F' es convexo.
2. Para todo segmento [z, y] C A tal que (z,y) N F # O, se tiene que [z,y] C F.

La dimension de la cara F' de A es la dimensién de F' como convexo, es decir, dim F' =
dim aff(F).

Por ejemplo, si A = conv({z1,x2,23,24}) C R? con 1, ..., 24 puntos afinmente indepen-
dientes, entonces las caras de A son:

s De dimensién 3: A.

» De dimensioén 2: conv({z;, zj, zx}), con 1 <i < j < k <4 (4 caras).

» De dimensién 1: conv({z;, x;}), con 1 <i < j <4 (6 caras 1-dim = aristas).
» De dimensién 0: {z;}, con 1 <i <4 (4 caras 0-dim = vértices).

Veamos algunas propiedades sencillas asociadas a esta definicion.
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Proposicion 3.2.1 Sea A C R™ un convezo.
(1) Siint(A) # O, entonces dim(A) =n y A es la unica cara n-dimensional de A.

(2) Las caras 0-dimensionales de A son los puntos extremos de A (ver Definicion 1.6.1).

Demostracion. Para el apartado (1), como int(A) # @ entonces dim A = dimaff(A) = n
luego A es trivialmente una cara n-dimensional de A. En cuanto a la unicidad, si FF C A es
una cara n-dimensional de A, entonces al ser dim(F') = n existird un punto xg € rel int(F)
(ver Definicién 1.3.1). Asi, existe ¢ > 0 tal que B(xzg,e) C F. Veamos que A C F y
habremos terminado: sea x € A. Aplicando la condicién 2 de la definicién de cara a [z, zo],
obtenemos que [z, z¢] C F luego en particular, z € F'.

Veamos el apartado (2): Si zp € A es un punto extremo de A, entonces la condicién
1 de cara se da trivialmente, y la condicién 2 se cumple de forma vacia. Asi que {z¢} es
una cara de A, cuya dimension es evidentemente cero. Reciprocamente, supongamos que
F C A es una cara 0-dimensional de A. Asi, F' se reduce a un punto xg € A. Si vemos
que zg es un punto extremo de A habremos terminado. Por reduccién al absurdo, si xg
no es un punto extremo de A entonces existen x1,z9 € A tales que = € (x1,x2). Por la
condicién 2 de cara para F' = {x}, se tiene [z, 2] C F = {z¢}, lo que es imposible. O

Lema 3.2.1 Sea A C R"™ convexo, y x € A — extr(A). Entonces,

(3.6) F = U I = U [1'1,1'2]
ICA segmento -Z’l,-Z’QEA ‘ xe(xl,xg)

zerel int(7)

es una cara de A y x € rel int(F).

Demostracion. Notemos que F' es no vacio porque x no es un punto extremo de A (luego
existen x1,z9 € A tales que z € (x1,x2)). Veamos que F' es convexo: Sean y,z € F 'y \ €
[0,1]. Como y € F, existen y1,y2 € A tales que y € [y1,92] vy « € (y1,y2). Andlogamente,
como z € F existen 21,29 € A tales que z € [21,22] y © € (21, 22). Consideremos los
segmentos [y1, z1], [y2, 22] C A. Sean

P = [y1,z1] N (recta que pasa por x, Ay + (1 — A)z),
Q = [y2,22] N (recta que pasa por x, Ay + (1 — A)z).

Por ser A convexo, [P,Q] C A. Como z € (P,Q) y Ay + (1 — \)z € [P,Q)], tenemos
Ay + (1 —N)z € F luego F es convexo.
Veamos ahora que F' cumple la propiedad 2 de la definicién de cara de A (Defini-
cién 3.2.1). Sea [y1,y2] C A tal que existe z € (y1,y2) N F. Veamos que [y1,y2] C F': Como
z € F, existen z1, 29 € A tales que z € [21,22] y x € (21, 22). Tenemos ahora dos opciones:
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Q

22

Y2

Y1

» 2 = 2. Entonces, x € rel int([y1, y2]) luego por definicién de F, [y1,y2] € F.
s 1 # z. En este caso, consideramos el cuadrildtero cerrado bidimensional
C = conv([y1, y2] U [z1, 22]).

Asi, x € rel int(C).

<1

Figura 3.1: El cuadrilatero C' de vértices y1, y2, 21, 22.

Si ahora tomamos y € [y1,y2], entonces el segmento I, obtenido al cortar la recta
que pasa por z e y con C cumple I, C F' (ya que z € rel int(I,) y por definicién de
F). Como y € I, concluimos que y € F' luego [y1,y2] C F.

Por tanto, F' definida por (3.6) es una cara de A. Finalmente, veamos que z € rel int(F).
Por definicién de aff(F), existen puntos x1, ...,z € F afinmente independientes, de forma
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que aff(F') = aff({z1,...,zx}). Como cada z; estd en F', por definicién existe [y;, z;] C A
y tal que = € (i, 2i), =i € [yi, zi]. Consideremos el politopo P = conv({yi, 21, ..., Yk, 2k},
que esta contenido en F' por ser F' convexo. Como z € (y;, ;) Vi, tenemos que = estd en
la interseccién de todas las “diagonales” (y;, z;) de P. En particular, = esta en rel int(P),
que a su vez esta contenido en rel int(F). O

Proposicién 3.2.2 Sea A C R"™ convezro, y Fa ={F C A | Fes una cara de A}. Enton-
ces, {rel int(F) | F' € Fa} es una particion de A.

Demostracion. Sean Fy,Fy € Fyq y x € rel int(Fy) Nrel int(Fy). Veamos que Fy; = Fj:
Sea y € Fj. Como x € rel int(F}), existe un radio > 0 tal que la bola m-dimensional
B™(x,r) C aff(F1) estd contenida en Fj, donde m = dim(F;). Como z,y € Fi1 y Fy
es convexo (por ser cara de A), entonces [x,y] C Fj. Prolongamos [z,y| hasta un z €
B"(x,r) — {x}, es decir tal que x € (y,z). Como [y,z] € A, € (y,z) N Fa y F> es una

’ ) el(Fl)

Figura 3.2: Expresando x € rel int(F}) como punto intermedio entre y € F} y algin punto
de la bola m-dimensional B™(z,r) C F.

y € F

cara de A, entonces [y, z] C Fy luego y € F». Como y € F es arbitrario, tenemos F; C Fb.
Anilogamente se prueba que Fo C F} luego se tiene la igualdad.

Sea x € A. Debemos encontrar una cara F' € F4 tal que = € rel int(F'). Tenemos dos
posibilidades:

» 2 es un punto extremo de A. Por el apartado (2) de la Proposicién 3.2.1, {z} es una
cara 0-dimensional de A. Como x € rel int({z}), hemos terminado en este caso.

» v € A—extr(A). En este caso, el Lema 3.2.1 asegura que F' definida por (3.6) es una
cara de A y x € rel int(A).
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Figura 3.3: Cono normal en x € A para un convexo A C R?. Las dos rectas con lineas
de puntos son hiperplanos soporte de A en x, y los vectores son normales y exteriores a
estos dos hiperplanos. La regién sombreada (cerrada) es x + N (A4, z), donde N (A, x) es el
cono normal a A en x.

Definiciéon 3.2.2 Sea A C R" convexo y x € 0A. Se define el cono normal a A en x como

N(A,z) = {u € R" — {0} | u es vector normal exterior a A en x} U {0}.

Lema 3.2.2 Sea A C R"™ un convezo y x € OA. Entonces, N(A,z) es un cerrado convexo
y es un cono, en el sentido del Lema 1.7.2.

Demostracion. Empezaremos viendo que A es cerrado. Sea {uy }r C N (A, z) convergiendo
a Uso € R™ Si us = 0, entonces uo € N(A,z) y hemos terminado. Asi que podemos
suponer uo, € R"™ — {6}, lo cual implica que up € R™ — {5} a partir de un natural
(supondremos que esto se cumple Vk). Por tanto, ujx es un vector normal exterior a A
en z, luego existe un hiperplano soporte Hy, o, = {y € R" | (y,u;) = ai} de A en z,
con AC H, , .Comox € Hy, q,, entonces ay = (r,uy), que converge a (oo := (T, Uso)
cuando k — oo. Si vemos que H,__ . es un hiperplano soporte de A en x podremos
concluir que us, € N(A,x) y habremos terminado. Que Hy,__ o

de A en x viene implicado por las dos condiciones siguientes:

sea un hiperplano soporte
» v € AN Hy o esto se deduce de la definicién de ov.

» ACH,_,.: Esto equivale a probar que (a,us) < as Va € A, lo cual es conse-
cuencia de (a,uy) < oy tras tomar limites cuando k — oo.
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Que N(A,z) es un cono equivale a probar que si u € N(A,z) y A > 0, entonces
A € N(a,z). Esto es trivial a partir de la definicién de N (A, z).

A continuacién probaremos que N (A, x) es convexo: sean uj,us € N(A,z) y A € [0,1].
Debemos comprobar que Auj + (1 — MNug € N(A, z). Si u; = 0 0 uy = 0, esto es trivial.
Supongamos que ambos vectores son no nulos. Asi, A C H; :={y € R" | (y —x,u;) <0},
t=1,2. Dado y € H| N Hy , se tiene

(y —x, g + (1 = Nug) = My — z,u1) + (1 — N)(y — z,u2) <0,

luego A C Hy NHy, C Hy, :={y € R" | (y—x, Auy + (1 —A)uz) <0}, de donde obtenemos
que Aup + (1 — Nug € N(A,z) y N(A,x) es convexo. O

En la Definicién 3.2.2 habiamos exigido z € 0A. Podemos extender la definicién al caso
z € int(A) con N(A,z) = {0}, con lo que el Lema 3.2.1 se sigue cumpliendo trivialmente.
Sea A C R™ un convexo. Por la Proposicién 3.2.2, si definimos

A" = U int rel (F),
Fcara de A
dim F=r

entonces {A°%, A', ..., A*} es una particién de A, donde k = dim A.

Lema 3.2.3 Sea A C R" un convexo. Entonces:
(1) Para cada x € A", la dimension del convexo N(A,x) es a lo mds n —r.

(2) Si F es una cara de A y x,y € rel int(F'), entonces N(A,z) = N(A,y).
Demostracion. Para el apartado (1), tomemos z € A”. Asi, existe una cara r-dimensional

F de A tal que z € rel int(F).

(1.1) Sir =n, entonces x es interior a F' en R™. Esto nos dice que int(A) # @, luego por
el apartado (1) de la Proposicién 3.2.1, A es la unica cara n-dimensional de A. Por
tanto, F = Ay z € int(A). Esto lleva a N(A,z) = {0}, con lo que dim N(A,z) =
0=n—n.

(1.2) Supongamos ahora que r < n (en particular, z € 0A). Sea aﬁ:(F; la variedad de
direccién de aff(F'). Si vemos que

(3.7) N(A,2)  [a(F)] .

entonces habremos terminado, tomando dimensiones.
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» Siz es un punto extremo de A, entonces la Proposicién 3.2.1 asegura que {z} es
1 -
una cara 0-dimensional de A luego F' = {z}. Por tanto, [aﬂ?(F )] = {0}+ =R",
que contiene a N (A, ) trivialmente.

» Siz € A—extr(A), podemos aplicar el Lema 3.2.1 para concluir que la cara F' de
A que contiene a z viene dada por (3.6). Sea u € N(A,z) — {0}. Por definicién
de cono normal, existe un hiperplano soporte H = {z € R" | (z,u) = a} de A
en x de forma que A C H~. Veamos que

(3.8) (z,u) =a, VzeF.

En efecto, como H es un hiperplano soporte de Aen x,esxz € H. SiI C Aes
un segmento contenido en F', entonces x € rel int(I) luego (z,u) = o a lo largo
de I porque en caso contrario, I seria transversal a H en x lo que contradiria
que A C H~. Esto prueba (3.8). Finalmente, de (3.8) tenemos que (v,u) = 0,

Yo € aff(F ;, de donde deducimos (3.7) en este caso. Esto prueba (1).

En cuanto a (2), sea F' una cara de A y =,y € rel int(F). Si dim(F') = n entonces F = A
luego N(A,z) = {0} Vz € int(A) y no hay nada que probar en este caso. Supongamos
ahora que dim F' = r < n. Sea u € N(A,z) — {0}. Por definicién de cono normal, existe
un hiperplano soporte H = {z € R" | (z,u) = a} de A en = de forma que A C H™.
Si vemos que H también es hiperplano soporte de A en y tendremos u € N(A,y) luego
N(A,z) C N(A,y) y habremos terminado (el reciproco es andlogo cambiando los papeles
de z,y). Como A C H~, s6lo hay que probar que y € H, es decir (y,u) = «. Esto se
probé en (3.8), que es aplicable ahora. O

Nota 3.2.1 En general no es verdad que dim N(A,xz) = n — r siendo x € A”: tomemos
A=Byx e 0A. Entonces, {x} es una cara 0-dimensional de A pero dim N(A,z) = 1. Sin
embargo, este comportamiento no es posible en politopos, como veremos a continuacion.

Lema 3.2.4 Sea P C R™ es un politopo y x € P", entonces dim N(P,r) =n —r.

Demostracion. Sea F' la unica cara r-dimensional de P tal que = € rel int(F'). Si r = n,
entonces = € int(A) luego N(P,z) = {0} y la igualdad a probar es trivial. Supongamos en
lo que sigue que r < n.

Como P es un politopo, P es interseccién finita de semiespacios cerrados: existen
Hy,...,H, C R" hiperplanos tales que P = H; N...N H_. Como x € JP (porque
dim F = r < n), x estard en alguno de los hiperplanos anteriores. Reordenando, podemos
suponer

xe€ HiN...NHg, siendo s <k,yax¢ Hjparatodo j =s+1,...,k.
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Cada H; serd de la forma {z € R" | (z,u;) = a;}, donde para cada i,
(3.9) u; € R™ — {0} es el vector normal unitario exterior a P en .

Veamos que F' = PN (HyN...N H) es una cara de P: F” es convexo, por ser interseccién
no vacia de convexos. Sea [y1,y2] C P un segmento tal que (y1,y2) N F' # . Debemos
probar que [y1,y2] C F’: Para ello, basta probar que [y1,y2] C H; Vi = 1,...,s. Fijamos
i€ {1,...,s}. Entonces, (y1,y2) N F' C (y1,y2) N H; y P C H; luego [y1,y2] no puede ser
transversal a H;, de donde [y1,y2] C H;. Por tanto, F’ es una cara de P.

Notemos que = € F' C aff(F’) y z € int(F)F) = int(F)M0-0Hs va que en caso
contrario x estard en el borde de F' en la topologia inducida de Hy N ... N Hg, luego
existird j € {s +1,...,k} tal que € Hj, contradiccién. Como los interiores relativos de
las caras de P forman una particién de P y x € int rel(F) Nint rel(F’), deducimos que
F = F’' luego aff(F') = Hy N ...N H. Finalmente,

r = dimaff(F) =dim(H;N...N Hy) = dim({(u1)> N ... N {ug)t) = dim((ug, .. us) )
= n—dim(uy,...,us),

luego existen n — r vectores linealmente independientes en el subespacio vectorial de R"
generado por ug,...,us. Reordenando, podemos suponer que estos vectores linealmente
independientes son uy,...,u,. Como cada uno de estos u; estd en N(P,z) por (3.9), se
tiene dim N (P, z) > n — r. La igualdad se deduce del apartado (1) del Lema 3.2.3. O

3.3. Volumen del c-entorno de un politopo
A lo largo de esta seccién dado K € K™ y € > 0, denotaremos por
K.={zeR"|d(z,P) <e}

al entorno tubular de K de radio €.

Consideremos un politopo P € K™. A continuacion calcularemos el volumen de P,
y comprobaremos que € > 0 — vol(F.) es un polinomio de grado n. Para entender la
estrategia, veamos lo que ocurre si P € K?: En este caso, P es un poligono compacto
y convexo de R2, con caras 1-dimensionales (aristas) y 0-dimensionales (vértices) en su
borde.

Para producir P., anadimos a P una cantidad finita de recintos, de dos tipos distintos:

= Rectingulos de base las aristas de P y altura €. El area de cada uno de estos rectangu-
los puede calcularse a partir de la longitud de la correspondiente arista F de P,
multiplicada por la “altura” . Pero longitud(F') = vol;(F') (volumen de Lebesgue



3.3. VOLUMEN DEL e-ENTORNO DE UN POLITOPO 87

Figura 3.4: El e-entorno tubular de un poligono P € K2, compuesto de rectdngulos de
base las aristas de P y altura ¢, y sectores circulares N, (P, x) donde z es un vértice de P.

1-dimensional) y € = vol;(N:(P, F')), donde N(P,F) = N(P,z) donde z es cual-
quier punto en int rel(F') (no depende de z por el apartado (2) del Lema 3.2.3) y
N.(P,F) ={ue N(P,F) | |u]| <e}. Asi, el volumen 2-dimensional (drea) de cada
rectangulo es voly (F') vol; (N¢(P, F)).

» Sectores circulares en cada uno de los vértices x de P, de la forma N.(P,z) = {u €
N(P,z) | ||u|| < e}, que también puede verse como producto: voly({x}) vola (N (P, x))
(hemos asignado a {x} el volumen 0-dimensional 1). Es decir, el volumen 2-dimensional
de cada sector circular es volyp({z}) vola(N:(P, z)).

Los dos volimenes anteriores pueden unificarse escribiendo vola_;(F') vol;(N(P, F')), don-
de F' es una cara (2 — i)-dimensional de P, i = 1,2. Siguiendo la notacién de la Pro-
posicién 3.2.2, denotaremos por Fp = {F | F es una cara de P}. Entonces, el volumen
2-dimensional de P. puede escribirse asi:

2
volg(Pz) = volo(P)+> Y voly_i(F) voly(N(P, F))
=1

FeFp
dim F=2—1i

2
= voly(P)+ > | > volp i(F) voly(Ny(P, F)) | "
=1 FeFp
dim F=2—1

Como las sumas entre paréntesis no dependen de e, podemos verlas como coeficientes ¢;
de un polinomio de grado 2 con término independiente voly(P).

Ahora haremos lo anterior para cualquier politopo P € K". Fijemos ¢ > 0 y tomemos
un punto x € P. — P. Consideremos la proyeccién métrica pp: R" — P. Asi, y := pp(x)
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es el unico punto de OP tal que t := d(x,y) = d(x, P) (que es menor o igual que ¢ por
definicién de P:). Ademads,

r—y

(3.10) x =y +tup(z), donde up(z)= oyl

Aplicando la Proposicién 3.2.2, existe una dnica cara F' € Fp tal que y € rel int(F'). Como
y € OP, entonces dim F' < n luego podemos escribir dim F' = n — i, siendo 7 € {1,...,n}.
Definimos

(3.11) N(P,F) := N(P,z), donde z es cualquier punto de rel int(F'),
Ne(Pz) = {ue N(PF) | |ull <e},
(3.12) ¢re = intrel(F) x No(P,F) — R"
(y,u) =yt

(La definicién (3.11) no depende de z por el apartado (2) del Lema 3.2.3). Por tanto, (3.10)
prueba la inclusién (la otra inclusién es trivial) de

n
(3.13) P.—-pP=J |J im(¢r).

i=1 FeFp

dim F=n—1i

Por otro lado, como {rel int(F) | F € Fp} es una particiéon de P (Proposicién 3.2.2),
entonces {rel int(F) | F' € Fp, dim F' < n} es una particién de dP. Por tanto, las imdgenes
de ¢p. para F' € Fp, dimF' < n, son todas disjuntas. Esto y (3.13) nos dicen que el
volumen de Lebesgue n-dimensional de P. — P puede expresarse

(3.14) voly(P. = P) =Y " > vol, [im(¢rc)].
=1

FeFp
dim F=n—1i

Ahora calculamos cada uno de los volimenes anteriores:

vol, [im(¢re)] = vy, (dV,, = elemento de volumen n-dim)

/(bp,s [int rel(F)x Ne(P,F))

= OpAdVy (féormula de cambio de variable)
int rel(F)xN.(P,F)
¢F.dVy es una n-forma diferencial en la variedad n-dimensional int rel(F) x Ng(P, F) C
R"~¢x R?, donde estamos identificando el segundo factor R? con aff(N (P, F')) (aqui usamos

el Lema 3.2.4 para deducir que dim N (P, F') = i). Por tanto, ¢}, .dV;, serd un miltiplo de
dV,_iAdV;. Calculamos dicho multiplo: tomemos una base ortonormal positiva uq, . .., U,_;
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de aff(F; = R"* y una base ortonormal positiva vy,...,v; de aff(N (P, F)) = R’ Asf,
an_i(ul, - ,un_i) = dVZ‘(’Ul, - ,’UZ') = 1. Por tanto,

((;S}},stn)(ul, ey Up—35s U1y vy Ui)

= dVo ((9re)«(ur), -5 (@Fe)s(Un—i), (PFe)e(V1); -+, (PFe)w(vi))

) (%)

= an (ul,...,un_i,vl,...,vi) = 1,

donde en (%) hemos usado que ¢p(y,u) = y+u, y en (xx) que {u1,...,up—i}, {v1,...,v;}
son mutualmente ortogonales luego juntos forman una base ortonormal positiva de R".
Por tanto,

(3.15) GedViy = Vi NdVi, y

voly [im(¢re)] = PredVn

/int rel(F)x N (P,F)

/ dVy_; x dV; (por (3.15)
int rel(F)x N (P,F)

= / dV,_; / dV; | (Teorema de Fubini)
int rel(F) Ne(P,F)

= vol,—;(int rel(F)) vol;(N.(P, F))
= vol,_;(F) vol;(N.(P, F))
= vol,_i(F) vol;(Ny(P, F))e',

luego usando lo anterior en (3.14) tenemos

(3.16) vol,(P. — P) =) > voly_i(F) voly(Ny(P, F))e".
i=1 FeFp
dim F=n—1

En resumen:

Teorema 3.3.1 Sea P € K™ un politopo. Dado € > 0, el volumen de Lebesgue n-dimensional
de P. = {x € R" | d(z, P) < ¢} es el polinomio de grado n en la variable £ siguiente:

n
(3.17) vol,(P:) = vol,(P) + Z cie',  donde ¢; = Z vol,—;(F') vol;(N1(P, F)).
=1 FeFp
dim F=n—i
El siguiente objetivo es estudiar la dependencia de los coeficientes de (3.17) respecto
a la distancia de Hausdorff, lo que sera 1til para extender el Teorema 3.3.1 por densidad
a K". Necesitaremos tres lemas.
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Lema 3.3.1 Si K, L € K™ ye >0, entonces K., L. € K" y 0(K¢,L:) < (K, L).

Demostracién. Como K. = K +eB y K,B € K", tenemos que K. € K" por ser K" un
semigrupo. Andlogamente, L. € K™ luego tiene sentido la distancia de Hausdorff § (K., L.).
Por definicién de 6(K, L),

K.=K+eBC|[L+6K,L)B+eB=[L+eB|+§(K,L)B= L.+ §(K,L)B.

Andlogamente, L. C K. + 6(K, L)B luego §(K., L:) < (K, L). O

Lema 3.3.2 Sea g9 > 0. Si {Py}m C K™ es una sucesion de politopos que converge a
K € K" en distancia de Hausdorff, entonces la sucesion de polinomios {vol,[(Pm)e|}m
converge uniformemenente a la funcién € — vol,(K.) en el intervalo [0, ).

Demostracion. Como P, K € K", el Lema 3.3.1 asegura que (Pp,)., K. € K" Ve >0,y
fijado € > 0, se tiene

(3.18) 6((Pm)e, Ke) < 0(Pm, K).

Como (P, K) — 0 cuando m — oo, (3.18) implica que {(Pp)c}m converge a K. en
distancia de Hausdorff, Ve > 0. Por ser vol: (K™,0) — [0,00) continua (Teorema 2.3.1),
concluimos que

(m—00)

(3.19) vol[(Pn):]  —  vol(K), Ve>D0.

Recordemos del Teorema 3.3.1 que fijado m € N, la funcién ¢ > 0 — vol[(Pp,):] es
un polinomio de grado n en la variable €. Fijemos ¢y > 0 y veamos que la sucesién
de polinomios {vol[(Py;)e|}m converge uniformemente a la funcién € — vol,(K;) en el
intervalo [0, £9]: Consideremos el conjunto

A={K. |0<e<eo}U{(Pn): | 0<e<ey, meN} CK"

Como {Py}m — K en distancia de Hausdorff, entonces {Pp,}n, U {K} es un conjunto
0-acotado. Esto implica que existen R > 0y @ € K™ tales que §(FP,,, Q) < R para todo
m €N,y §(K,Q) < R. Dado ¢ € [0, g9, tenemos

I((Pm)e, Q) I((Pm)e, Q) + 6(Qe, Q)  (desigualdad triangular)
5P Q) +6(Q-, Q) (Lema 3.3.1)
(P, Q) +¢
R+ €,

INININIA
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y analogamente,

5(KE7Q) S 6(K87Q6) +5(Q€7Q)
< (K, Q) +6(Qe, Q)
<

R+ ¢g.

Lo anterior implica que A es un conjunto acotado de (K", ), y por tanto .4 es un conjunto
acotado de (C™,0) (recordemos que C™ es el conjunto de compactos no necesariamente
convexos de R™). Por el Corolario 2.2.1, el cierre de A en (C",0) es compacto. Como K"
es cerrado en (C™,0) (Proposicién 2.2.1) y A C K", concluimos que el cierre de A en
(C™, ) estd contenido en K™, y por tanto dicho cierre es un compacto de (K",¢). Por
la continuidad de vol: (K", §) — [0,00) y la compacidad de A obtenemos que vol: A —
[0,00) es uniformemente continua. Para terminar, veamos que {vol[(Py)e]}m converge
uniformemente a la funcién ¢ — vol,,(K;) en el intervalo [0,g¢]: Sea § > 0. Se trata de
probar que existe un mg € N tal que

(3.20) vol [(P)e] — vol(K.)| < & Vm > mg, Ve € [0, ).

Para el 6 > 0 anterior, la continuidad uniforme de vol| implica que existe ;x> 0 tal que
si L,L' € Ay 6(L,L") < p, entonces |vol(L) — vol(L')| < ¢. Fijemos & € [0,p]. Como
{(Pm)e}m converge a K. en §, existe mo(e) € N de foma que si m > m,(e), entonces
0((Pm)e, Ke) < . Como (Pp,)e, K- € A, lo anterior implica que |vol [(Py,):] — vol(K.)| < §
Vm > myp(e). Lo dnico que resta probar es que mg(e) puede tomarse independiente de
e € [0,¢eq]. Si esto no se diera, tendriamos una sucesién {ey };, convergiendo a un e, € [0, £¢]
y una sucesién {mo(e)}r C N divergiendo a oo de forma que

(321) 5((Pm)€ka Kek) < ,LL Vm Z mO(sk)a pero 5((Pm0(6k)—1)€k7 KEk) Z lu

La tdltima desigualdad contradice que

(k—o0)

5((Pmo(ek)—1)€k7 Kﬁk) < 5(Pmo(ek)—1’ K) — 0,

y el lema esta probado. O

Lema 3.3.3 Si {pm = pm(x)}m es una sucesion de polinomios de una variable real x,
todos con grado a lo mds k € N, y {pm}m converge uniformemente en [a,b] C R a una
funcion f: [a,b] — R, entonces f es la restriccion a [a,b] de un polinomio de grado a lo
mds k.

Demostracion. La convergencia uniforme de {py, }m a f implica f es de clase C* en [a, b], y
que la sucesién de derivadas de cualquier orden fijo de {p,, }, converge a la correspondiente
derivada de ese orden de f. Como el grado de p,,, no supera a k, entonces la (k + 1)-ésima
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derivada de p,, es idénticamente nula, Vm € N. Por tanto, fk“) =0 en [a,b], luego f es
la restriccién a [a, b] de un polinomio de grado a lo mas k. O

Como consecuencia directa de los Lemas 3.3.2, 3.3.2 y 3.3.3 tenemos:

Teorema 3.3.2 Sea K € K™ y g9 > 0. Entonces, € € [0,e9] — vol,(K.) es un polinomio
de grado a lo mds n en la variable €. Ademds, los coeficientes de dicho polinomio son
funciones continuas en la distancia de Hausdorff.

3.4. Contenido de Minkowski

Definicién 3.4.1 Sea K € K". Por el Teorema 3.3.2, la funcién ¢ > [0, g9] — vol,,(K;) es
un polinomio de grado a lo mas n en la variable €. Por tanto, tiene sentido el limite

1 1 —
K)=A(K) := lim - [vol,(K.) —vol,(K)] = lim — |vol,(K + ¢B) — vol,(K)]|,
area(K) = A(K) = 1~ [voly(K2) — vl (K)] = lim ~ [voly(K +<B) ~ vol(K)
Al que llamaremos el contenido de Minkowski de K. Como vol,(K.) > vol,(K), Ve > 0,
deducimos que A(K) € [0,00), VK € K™

Por el Lema 3.1.1, si n = 3 y 0K es una superficie regular de R3, el contenido de
Minkowski es el drea de K. En el caso de un politopo, el contenido de Minkowski coincide
con el volumen (n — 1)-dimensional de la frontera topolégica:

Lema 3.4.1 Si P C R™ un politopo con caras (n — 1)-dimensionales Fi, ..., F,, entonces
T
A(P) = vol,_1(F)).
i=1
Demostracion. Usando la notacién del Teorema 3.3.1, tenemos

vol, (P:) = vol,(P) + Z cie', donde ¢; = Z vol,—;(F') vol;(N1(P, F)).
i=1

FeFp
dim F=n—i

Como por definicién A(P) es la derivada en € = 0 del polinomio € — vol, (P:), es decir, el

coeficiente del término de grado 1 de dicho polinomio, tenemos

AP)=c1= Y volo 1(F) voly(Ni(P, F)).

FeFp
dim F=n—1

Asi que basta probar que voly (N1 (P, F)) = 1, VF € Fp con dim F' = n — 1. Recordemos
que dada una cara (n — 1)-dimensional de P,

Ni(P,F) = {ueR"— {0} | ues vector normal exterior a F, ||u|| <1} U{0} = [0,1] - uo,
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donde ug € Ni(P,x) con |ug|| = 1 y z es cualquier punto en rel int(F') por el apartado
(2) del Lema 3.2.3. Por tanto, vol; (N1 (P, F')) = longitud([0, 1]) = 1. O

Proposicién 3.4.1 La funcion Area: (K",0) — [0,00) es continua.

Demostracion. Sea K € K". Por definicién, A(K) es la derivada en € = 0 del polinomio
e > 0+ vol,(K.). Por tanto, A(K) es el coeficiente del término de grado 1 de dicho poli-
nomio. Como los coeficientes de este polinomio son continuos en la distancia de Hausdorff
(Teorema 3.3.2), se tiene la proposicién. O

Corolario 3.4.1 Si K € K" tiene dimension a lo mds n — 2, entonces su contenido de
Minkowski es cero.

Demostracion. En el caso de que K sea un politopo, el Lema 3.4.1 implica que A(K) = 0,
ya que K no tiene caras no tendrd caras (n — 1)-dimensionales. Para el caso general
usaremos la continuidad del contenido de Minkowski dada por la Proposicién 3.4.1. O

Nota 3.4.1 Una propiedad interesante del area del borde, que no demostraremos ni usa-
remos, es que si K, K’ € K" cumplen K C K’, entonces A(K) < A(K’).

3.5. Simetrizacion de Steiner

Sea A € K" y H C R™ un hiperplano. Dado z € H, llamemos L, = z+ (ﬁ)L a la recta
afin ortogonal a H que pasa por x. Tenemos dos posibilidades para la posicién relativa de
L,y A:

1. Ly N A # . En este caso, L, N A es un segmento cerrado y finito (por ser A
convexo y compacto). Sea A\(z) € [0,00) su longitud, y sea S, el segmento cerrado
de L, centrado en z y de longitud A(z). Notemos que puede ser S, = {z}, cuando
A(z) = 0.

2. LN A= (. En este caso, definimos S, = @.

Definicién 3.5.1 En la situacién anterior, se define el simetrizado de Steiner de A res-
pecto a H como
Ay =] S. CR",
zeH
y decimos que Ay se obtiene a partir de A por simetrizacion. Es claro que Ay es simétrico
por reflexién en H, y que si A es simétrico por reflexién en H, entonces Ay = A.
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Lema 3.5.1 Si A,A" € K" y A C A’, entonces dado un hiperplano H C R"™ se tiene
Ay C A}{.

Demostracién. Dado x € H, claramente L, N A C L, N A" ysi L, N A # @, entonces
A(z) =long(L, N A) <long(L, N A") := N (x),

de donde los correspondientes segmentos simetrizados S, S, cumplen S, C S.. Como esto
es cierto Vo € H, obtenemos Ay C A’y. O

Veamos algunas propiedades mas elaboradas del proceso de simetrizacion.
Lema 3.5.2 Sean A € K™, H C R™ un hiperplano y x € H con L, N A # . Entonces:

(1) Para cualquier sucesion {z;}ien C H convergiendo a x tal que L,, N A # O Vi, se
tiene que
1im; 0o X (24) < A2),

es decir, A\ = \(x) es semicontinua superiormente!.

(2) Sea Il : R™ — H la proyeccidn ortogonal de R™ sobre H. Entonces, 1 (A) es conve-
zo yVay,xe € g (A), p € [0,1], se tiene A((1— )z +puxe) > (1—p)A(x1) 4+ pA(xe),
es decir, A = A(x) es una funcién concava en g (A) (en particular, X es Lipschit-
ziana en I (A) por el Lema 1.7.1; sin embargo, la continuidad de A puede fallar en

Ol (A)).

Demostracion. Para el apartado (1), llamemos u € S*~!(1) a un vector ortogonal a H de
forma que Ly, NA = [z;+a;u, x;+biu], a;, b; € R, a; < b;. Asi, A(z;) = b;j—a,. Pasando a una
parcial podemos suponer que lim; ;o A(2;) = lim; o0 A(2;). Por compacidad de A y por ser
{z;}; convergente a x, la sucesién de segmentos [x; +a;u, x;+b;u] converge tras pasar a una
parcial a un segmento de la forma [z +au, z+bu] C A, donde a = lim; a; < lim; b; = b € R.
Esto implica que A(z) > long([x + au, z + bu]) = b — a = lim;(b; — a;) = lim;—00 A(z).

Para el apartado (2), 11z (A) es convexo por ser A convexo y Il una aplicacién afin
(apartado (2) de la Proposicién 1.1.1). En cuanto a la concavidad de A, sean xy,zo €
Iy (A), p € [0,1]. Asi, Ly;NA es de la forma [a;, b;] con a;, b; € x;+HL (podria ser a; = b;).
Como [a;,b;]) € A, i = 1,2,y A es convexo, el cuadrildtero cerrado D = conv([a1,b;] U
[az, ba]) estd contenido en A. Por otro lado, como Iz (A) es convexo, (1 — p)xy + pxy €
g (A) Tuego Lii—pyzy+puzs N A # O. Ademds, la recta Lj_y)q,4pa, corta al cuadrildtero
C en el segmento [(1 — p)ar + pag, (1 — )by + ube] (ver Figura 3.5).

1Si A € K2, la funcién A(x) es continua (Seccién 1.2, pagina 29 de [1]). No usaremos esto.
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Figura 3.5: El cuadrilatero gris es C.

En particular,

long([(1 — p)ar + paz, (1 — p)br + pbs))
[(1 = p)b1 + pb2 — (1 — p)ar — pazl|
[(1 = p) (b1 — a1) + p(bs — az)|

(1= wlbr — ar]| + pllbe — az|

(1 = wA(x1) + Az2),

M1 = p)zy + pas)

IV

,\
x|l

donde en (x) hemos usado que by —ay, by — ag llevan la misma direccién y el mismo sentido
(alguno podria anularse). O

Lema 3.5.3 Dados A € K" yv € R", se tiene (A+ v)g = Ag + w, donde w es la

proyeccion ortogonal de v sobre ﬁ, es decir, u=w +wt conw € H, wh € ﬁl.

Demostracion. Dado x € H, Lyt N(A+v) = (L +w)N(A+v) = (Ly+w)N[(A+w)+

w] it [(Ly +w)N (A+w)]+w' =[(L,NA) 4+ w] +w’, donde en (x) hemos usado que
w lleva la direccién de la recta L, + w.
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(A+U)H

T+ w

Por tanto, si denotamos por A4, Aa4, a las funciones longitud de los segmentos pro-
ducidos por simetrizacién de Steiner de A, A + v respecto a H, tenemos

Adtv (l‘ + w) - long[(Lac-‘rw) N (A + U)] - 1ong(Lx N A) = AA(‘T)a

lo que implica que el segmento cerrado S4(x) = L,NAg centrado en x y de longitud A4 (x)
y su correspondiente en A+ v, Sp4y(x +w) = Lyt N(A+w)g, cumplen Sq4y(x+w) =
Sa(x) +w, Vo € H. Esto equivale a (A +v)g = Ag + w. O

Lema 3.5.4 Sean A € K™ y H C R" un hiperplano tal que A estd contenido en un
hiperplano ortogonal a H. Entonces, area(A) = 2vol,_1(A).

Demostracion. Supondremos que A es un politopo. El caso general se obtendra a partir
de este caso particular, por el Teorema de densidad 2.4.1, la continuidad del contenido
de Minkowski (Proposicién 3.4.1) y la continuidad del volumen (Teorema 2.3.1). Tome-
mos entonces un politopo A C R™ contenido en un hiperplano H; C R"™ ortogonal a un
hiperplano dado H C R™. Podemos escribir A como limite en distancia de Hausdorff de
una sucesién de politopos n-dimensionales A,, C R™ obtenidos multiplicando A por un
intervalo de anchura 2/m, centrado en H;j y en la direccién ortogonal a Hj, ver Figura 3.6.

Fijado m € N, las caras (n — 1)-dimensionales de A,, son de dos tipos: las dos caras
paralelas a A, que son A — %ul, A+ %ul donde u; € S""!(1) es ortogonal a Hi, y el resto
de caras de A,,, que son ortogonales a H; (tantas como caras (n — 2)-dimensionales tiene
A). Llamemos a estas ultimas Fy(m), ..., Fi(m). Por el Lema 3.4.1,

k
1 1
area(A;,) = vol,_1(A4 — %ul) + vol,—1 (A + Eul) + Zvoln_l(Fi(m)).
i=1
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VY
I
N\

Figura 3.6: u; es un vector unitario ortogonal a H;. La anchura del politopo A,, (en rojo)
en la direccién de uj es 2/m.

Cuando m — oo, las caras F;(m) colapsan a las caras (n — 2)-dimensionales de A, luego
los volimenes (n — 1)-dimensionales de las F;(m) tienden a cero. Por tanto,

lim area(A4,,) = 2vol,_1(A).

m—r o0

Finalmente, el limite de la izquierda en la tltima expresion es area(A), por la Proposi-
cion 3.4.1. O

Teorema 3.5.1 Sean A € K™ y H un hiperplano de R™. Entonces:
(1) Ag € K™.

(2) vol(Ap) = vol(A).

(8) diam(Apy) < diam(A).

(4) area(Ap) < area(A), y la igualdad es cierta si y sélo si A es simélrico respecto a un
hiperplano paralelo a H o bien A estd contenido en un hiperplano ortogonal a H.

Demostracion. Veamos el apartado (1). Como A € K", A es acotado luego existe g € H,
R > 0 tales que A C B(wo, R). Por el Lema 3.5.1, Ay C B(xo, R)g = B(xo, R), luego
Ap también es acotado. Para ver que Ay es cerrado, sea {z;}ieny C Ap convergiendo
ax € R™ Silly: R" — H es la proyeccién ortogonal de R™ sobre H, entonces por
continuidad de Iy tenemos {IIy(x;)}; — g (z). Por otro lado, como z; € Ay entonces
s — T )| < ATy (). Asi,

—

*

. l1—
Iz = I ()} = ltm [|lz; — g (23)] < SHmATe (1)) <

N

A (),
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donde en (x) hemos usado el apartado (1) del Lema 3.5.2. De lo anterior deducimos que
x € Ay vy Ag es cerrado.

Veamos que Ap es convexo. Dados x1,z9 € Ay y p € [0,1], llamemos z; = Uy (z;),
i = 1,2. Tenemos Iy (pz1 + (1 — p)ze) = pllyg(x1) + (1 — )y (ze) = pz1 + (1 — p)ze
luego

[(uar + (1 = p)az) — (pz1 + (1 — p)z2)||
ey = z1) + (1 = p) (22 — zo) |

[ (w1 + (1 — p)we) — Mg (par + (1 — p)w)|]

IA

pller — 21 + (1 — p)[Jee — 22|
(%) _
< BN(z1) + SN (20)
()
< A (pzr (1 —p)2)

donde en (%) hemos usado que x; € A, i = 1,2, y (xx) es consecuencia del apartado (2)
del Lema 3.5.2. Por tanto, Ay es convexo y el apartado (1) estd demostrado.

El apartado (2) es consecuencia directa del Teorema de Fubini.

Veamos el apartado (3): Como Ay es compacto, 3x1,x9 € Ay tales que diam(Apy) =
|1 — x2||. Sean z; = g (z;), i = 1,2. Como z1,x2 maximizan la distancia entre puntos
de Ay entonces x1,x2 son los extremos de los segmentos L,, N Ay, L,, N Ay y estan en
lados opuestos de H, ver Figura 3.7.

T 21 L21 N AH
/- \\
Vi \
4 c’ \
, \
, \
4 \
s Ay
/I, Lzz N AH z9 \\1’2
H

Figura 3.7: El trapecio C’ es la envolvente convexa de los segmentos L,, N Ag, L., N Ag.

Consideremos los cuadrildteros cerrados siguientes (C” es un trapecio simétrico respecto
a H):

C =conv([L,, NAJUI[L,,NA]), C' =conv([L, NAg|U[L, NAgH]).
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Entonces, diam(Agy) = ||z1 — x2|| = diam(C”). Por otro lado, como A es convexo y L, N
AC A, i=12, tenemos C C A de donde diam(C) < diam(A). Asi que para probar
que diam(Ag) < diam(A) basta demostrar que diam(C’) < diam(C'). Como C,C" estan
contenidos en el plano ortogonal a H que pasa por 21, 29, deducimos que basta probar este
apartado (3) en al caso n = 2, es decir, A € K?. En este caso, H es una recta afin en R?.

Vamos a cambiar la notacién ligeramente. Consideremos en R? una recta affn H, dos
puntos z1,2z2 € H y las rectas r; = z; + H-, i = 1,2. Dados L1, Ly > 0, consideremos
el conjunto F de todas las parejas (S1,52) de segmentos cerrados S; C r; de longitudes
long(S;) = L;, i = 1,2. Existe una tnica pareja (S{7,SI’) € F formada por segmentos
simétricos respecto a H. Claramente, el simetrizado de Steiner de cualquier (S, 53) € F
es (SH,SH). Para cada (S1,S2) € F consideramos el cuadrildtero conv(S; U S3). Asi,
debemos probar que

(3.22) diam [conv(S{T U S57)] < diam [conv(S; U S2)],  V(S1,S2) € F.

Para ello, fijemos (51, S2) € F y llamemos S; = [z, 2)], S2 = [z}, x2] como en la Figu-
ra 3.8. Consideremos los 4 tridngulos rectangulos A, B, //l\, B obtenidos al unir en cruz 1
con xg, 2} con x4 junto con la perpendicular comin a 71, 72 que pasa por el punto de corte
de [z1,x2] y [, x4]. Llamemos ay, 31 a las longitudes de los catetos de A (f; estd medido

sobre r1) y 01 a su hipotenusa, ver Figura 3.8. Notemos que A, A son triangulos semejan-

S}

b Ba—

Z1 Ty

22

T2

H

Figura 3.8: Los cuatro tridngulos rectangulos A, B, X, B.

tes (lo mismo que B, E) Asi, 9\ > 0 tales que los catetos as, B2 y la hipotenusa ds de A
cumplen

ag = g, o= AB1, d2 = Nd1.
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Por tanto, ||z1 —z2||? = (61 +82)% = (1+))262, que por el Teorema de Pitdgoras se escribe
(14+N)2%(a2 + 82) = (1 + A)2%a? + (1 + N\)?B%; es decir,

(3.23) 21 — 2l|* = d(r1,m2)% + (B1 + B2)*.

Si hacemos el mismo razonamiento con los tridéngulos B, B obtenemos ||z} — z||> =
d(ri,r2)? + ([lar — @4l = B1] + [[lw2 — 2]l — Ba))*. Perxo |21 — 24| = Ln, [lw2 — wh|| = Ly
son independientes del par (S1,S2) € F, es decir,

(3.24) 2 — 251 = d(r1,72)* + (L = B)*,
donde L = L1 + Lo (fijo en F) y B = 1 + B2. Veamos ya (3.22):
diam [conv(S] U S9)] = méx{d(z1, z2), d(x], 25)}

(3.23)£(3.24) méx{(d(rl,r2)2 n 52)1/27 (d(rl,r2)2 - ﬁ)Q)l/z} ‘

Las dos expresiones que aparecen en el maximo anterior son del tipo f(t) = (d? + t2)1/ 2,
donde d = d(r1,72). La funcién f es no decreciente en t € [0,00) y 5,L — 3 > 0, luego la
dltima expresion se escribe

1/2
9

mix{f(8), f(L = B)} = fmix{B,L— B}) = |d(r1,r2)? + (max{B, L — 6})°]

de donde

(3.25) diam [conv(S] U S3)] = [d(ﬁ, 7“2)2 + M(B)ﬂ 12 )

donde M () = méx{S3, L — $}. Ahora estimamos M (/) por abajo. 5 = 1 + (2 se mueve
en [0,L = Ly + Lo] ya que f; € [0, L;], i = 1,2. La gréfica de 8 € [0, L] — M () es

LA

0 L/2 L
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Por tanto, de (3.25) tenemos

1/2 1/2

(3.26)  diam [conv(Sy U S)]) > [d(r1,m2)* + M(L/2)%]" = [d(r1,72)* + (L/2)?]

El caso simétrico en la familia F, es decir, cuando producimos el miembro de la izquierda
de (3.22), es cuando B; = L;/2, en cuyo caso f = (1 + B2 = L/2. Esto no es otra cosa
que el miembro de la derecha de (3.26), con lo que (3.22) estd probado. Esto termina la
demostracién del apartado (3) del Teorema 3.5.1.

Para el apartado (4), tomemos A € K.

1 _
area(Ag) = lim — [vol, (A + eB) — vol, (Ag)]

e—0t €

(apdo (2)) lim E [voln(AH +¢eB) — voln(A)] )

e—0t €

Si probamos que
(3.27) vol, (Ag + eB) < vol, (A +eB) Ve >0,

entonces tendremos la desigualdad area(Ap) < area(A) que buscabamos. Supongamos
probado que

(3.28) Ay +eBC (A+eB)y Ve >0.
En tal caso,

_ (3.28) _ _
vol, (A +eB) < vol, [(A+eB)y] (apdo (2)) vol, (A + eB),

que es (3.27). Es decir, basta probar (3.28).

Tomemos € Ag y v € B. Sea IIg: R® — H la proyeccién ortogonal de R" sobre
Hy H—H>: R™ — H su aplicacién lineal asociada. Llamemos z = Iy (x), w = g (v). Asi,
(x4 ev) = 2+ cw. Por definicién de simetrizacién de Steiner para A +eB, para probar
que z +ev € (A+eB)y (que es lo que queremos ver ya que esto implicaria (3.28)), basta
comprobar que la siguiente desigualdad se cumple:

1 _
(3.29) |(x +ev) — (z +ew)| < ilong (L1t (v4e0) N (A +€B)]

donde Ly, (440 ©s la recta ortogonal a H que pasa por Iy (z + ev).
Para probar (3.29), simplificaremos un poco la notacién. Dado g € H, llamaremos

A(q) = long(Ly N A), Ae(q) =long [LyN (A +eB)].
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Entonces,

2 2
I

[(z + ev) = (2 + ew)|

(x —2) 4+ e(v—w)
Iz — 21 + ellv — wl? + 2e(z — 2,0 — w)

—~
*
R

o — 2112 + e2(|[o]]2 — [lw]]?) + 2 (e — 2,0 — w)

o = 2112 + e2(Jo]]2 = [lw]}?) + 222 — 2llllo — w]

= 212 + <2l = w]]2) + 2ella = 2ol = ]2
= (llz— 2] + e (lol? = wl)'/2)?,

A
>IN

donde en (x) hemos usado que la descomposicién v = w + (v — w) es ortogonal. Como
x € Ay y z =1l (x), por definicién de simetrizacién de Steiner de A tenemos ||z — z|| <
2A(z) luego lo anterior se escribe

1
(3.30) (@ +ev) = (2 + ew)l| < A=) + e(lol® = [[w]?) 2.
Por otro lado, recordemos que ||w|| < |[v|| < 1y que w € H. Tomemos v € (ﬁ)l tal

que ||lw+wv]| = 1. Asi, z+ (w4 v1),2 + (w —v1) € S”‘l(le). Por tanto, si llamamos
L,N A = [a,b], entonces a + e(w —v1),b+ e(w + v1) € A+ B, ver Figura 3.9.

H
24 (w+vy)
z 4+ (w—1 \
( ) - L a+e(w =) b+ e(w+v)
N wo - A v
¢ 0 b
1

Figura 3.9: Los puntos a + ¢(w — v1),b+ e(w + v1) estén en A + ¢B.

Ademis, Iy (a+e(w —wv1)) =g (b+e(w+v1)) =z + ew. Como A + eB es convexo,
tenemos [a + e(w — v1),b+e(w +v1)] C Lyyew N (A + eB), luego

Ae(z + ew) > long([a + e(w — v1),b+ e(w + v1)]) = [|[b — a + 2ev|.
Como b — a y v son vectores con la misma direccién y sentido,

Ib—a+ 2ev1]l = |b— al| + 2¢]or ]| = A(z) +22(1 — [Jw]®)7?,
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y por tanto,

A(2) +e(1 = Jlw])!/2.

DN | =

1
(3.31) iAE(z—i—sw) >

Finalmente,

(3.30)
l@+ev) = (z+ew)] < IA2) +e(v]|? - [lw]|?)2

(3.31)
< I+ - [w|)Y? < IN(z +ew),

lo que prueba (3.29). Esto prueba la desigualdad del apartado (4) del Teorema 3.5.1
(veremos otra demostracién de esta desigualdad en las pagina 103).

Terminaremos la demostracion del Teorema 3.5.1 analizando cudndo se da la igualdad
en el apartado (4).

» Si A € K™ es simétrico respecto a un hiperplano paralelo a H, que podré escribirse
H + v para algtin v € ﬁl, entonces

AH = [(A—U)-l-U]H
= (A—v)g (por el Lema 3.5.3)
= A—vw (por ser A — v simétrico respecto a H)

luego area(Ap) = area(A —v) = area(A).

= Si A estd contenido en un hiperplano ortogonal a H, el Lema 3.5.4 implica que
area(A) = 2 vol,,—1(A). En este caso, Ay también estd contenido en el mismo hiper-
plano ortogonal a H, luego andlogamente area(Ag) = 2 vol,—1(Ag). En esta situa-
cién, podemos aplicar el apartado (2) de este teorema (viendo A, Ay en H; = R* !
donde la simetrizacién se hace respecto al hiperplano H N H; de Hp) para concluir
que vol,_1(A) = vol,—1(Ag) luego area(A) = area(Ag).

Los dos puntos anteriores prueban la condicién suficiente en la igualdad del apartado (4) del
teorema. Para la condicién necesaria, supongamos que A € K" cumple area(A) = area(Ap)
y que A no estd contenido en ningun hiperplano ortogonal a H. Debemos comprobar que

(3.32) Jv € R™ tal que A es simétrico respecto al hiperplano H + v.

Para ello, calcularemos area(A) a partir de la geometria de I (A), la proyeccién ortogonal
de A sobre H, y haremos lo mismo con area(Ay). Esto nos dard otra demostracion de que
area(Ap) < area(A), como habfamos adelantado en la pagina 103. Obviaremos algunas
cuestiones de regularidad en lo que sigue.
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Salvo un cambio en el sistema de referencia, podemos suponer H = {(z,0) | x € R"~1}.
II5(A) es un convexo de H con interior relativo no vacio, porque A no esté contenido en
ningtn hiperplano de R™ ortogonal a H. Definimos dos funciones f,g: IlIg(A) — R de
la siguiente forma: dado x € Tl (A), la recta afin L, = 2 + H+ = x + (e,) corta a
A en un segmento cerrado S, (que puede ser un punto), que serd de la forma S, =
[z 4+ g(x)en, x + f(x)en].

f(z)
A
p 9(x)
H T
pr(A) L

La convexidad de A hace que f sea concava y g convexa. Ademds,
0A = grafo(f) U grafo(g) U C,

donde C' = QA — [grafo(f) Ugrafo(g)] estd contenida en IT;' (9T1(A)). Como g es convexa
en el compacto IIf(A), es Lipschitziana por el Lema 1.7.1. Por tanto, existe el gradiente
Vg de g casi por doquier (c.p.d.) en I1z(A); para esto, usar derivadas débiles, o bien usar
el capitulo 1.5 de [2]. Andlogamente, existe V f c.p.d. en IIg(A).

Ya podemos escribir el contenido de Minkowski de A:

area(A) = area[grafo(f)]+ area[grafo(g)] + area(C)

:/ )\/1+HVfH2an_1+/ )\/1+HVgH2an_1
A I (A

Ig(

+/ (f_g)dvn—%
Ol (A)

H(

donde dVj, es el elemento de volumen métrico de R¥. A continuacién describimos de forma

andloga area(Ay): Dado z € Iy (A), el punto medio del segmento S, es 3(f(z) + g(z)),

luego por simetrizacién respecto a H = {z,, = 0}, S, se transforma en el segmento

o4 (56~ 3@+ 90 ) em + (56 - 3000+ 960 ) o]
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1

= [z~ 5(/@) — g(@)en 7 + 5(f(z) — g(e))en

es decir,

A ={(z,2,) €R" X R | 2 € T(A), §lz) < wn < f(2)},
donde f,§: Iz (A) — R viene dadas por

fo) =50~ 9@, 5@ =37 ~9)w), Vo€ Ty(4)

Aplicando el desarrollo anterior para expresar el contenido de Minkowski de Ag:

/ V14 V7|2V, s + /
Iy (A) 11
_|_

area(Ag)

V14 (VlPdV,
(4)

H

(f - g) an72’
Ol (A)

= o[ e (G s [ (- gavis
My (4) ALy (4)

Por otro lado, en Il (A) tenemos 2 (1,V (%)) = (1,Vf) + (1,—Vg) luego tomando

o e C L ()]

(L VAl + 11, =Vg)ll
VIHIVER+/1+]Vgl2,

donde en (*) hemos usado la desigualdad triangular. Usando esto en la expresién anterior
de area(Ap), deducimos:

area(Ap) < / V14 ||V fI2dVia-1 +/
Iy (A) I

e
= area(A).

—~
*
N

IIA

V1+(Vy|?dV, 1
A)

H(

Notemos que el desarrollo anterior nos proporciona otra forma de probar la desigualdad
del apartado (4) del teorema. Veamos ya (3.32): Si area(Apy) = area(A), entonces se
da la igualdad en (x) c.p.d. en IIg(A), luego Vf = —Vg c.p.d. en Iz (A). Por tanto,
V(f+g) =0c.pd. enIlg(A), lo que implica que f + g es constante 2a € R en Iy (A).
Asi, A es simétrico respecto al hiperplano {z, = a}, que es paralelo a H. O
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3.6. La desigualdad isoperimétrica

Veremos a continuacién que la bola es el convexo que encierra mas volumen para un
perimetro dado, y que es el Unico convexo con esta propiedad de minimizacién.

Teorema 3.6.1 Sea A € Ky y B C R™ una bola cerrada con vol,(A) = VOln(EL Enton-
ces, area(B) < area(A), y la igualdad es cierta si y sdlo si Jv € R™ tal que A =B + v.

Demostracidn. Como A € Kf, tenemos int(A) # @ y vol,(A) > 0. Dado r > 0, sea
Fr={X € Kf | vol,,(X) = vol,(A), y X contiene una bola cerrada de radio r}.
Fijado zp € R", sea
Fr(xg) = {X € F, | X contiene a B(xg,7)}.
Es evidente que VX € F,., Jv € R" tal que X +v € F,.(x¢). Por tanto,

inf area(X)= inf area(X).
XEF: XeF(zo)
La razén de que usemos la familia F,.(z¢) en vez de F es que F(zg) es acotada en distancia
de Hausdorff (Afirmacién 3.6.2) mientras que F no lo es: esto es consecuencia directa del
Lema 2.1.3, ya que podemos tomar X € F, conteniendo a una bola cerrada de radio r a
distancia arbitrariamente grande del origen. Llamemos

D, = sup diam(X)= sup diam(X).
XeF, XeF, (o)

(El didmetro anterior estd medido en la distancia usual de R™).

Afirmacién 3.6.1 En la situacion anterior, D, < oco.

Demostracion. Basta comprobar que IR > 0 tal que X C B(0,R) VX € Fy(x). Por
reduccién al absurdo, supongamos que existe una sucesion {X,,}, C Fr(xg) y puntos
Tm € X, tales que ||zp,|| = oo cuando m — oo. Como X, es convexo y contiene a
B(zo,7) y & Zm, Xy contendra un cono cerrado C(z,,,r) de vértice x,,, y base un disco
(n — 1)-dimensional centrado en z( de radio r. Usando la férmula (2.16),

Wn—1 5—
vol,, (C(zp,,T)) = nTr” 1||{L‘m — x| = o0,

lo que contradice que vol,(X,,) = vol,(A4) para todo m. O

Afirmacién 3.6.2 F,(xo) es acotado en distancia de Hausdorff.
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Demostracion. Por el Lema 2.1.3, basta probar que Uxcr, ()X es acotado en R"™ con
la distancia usual. Pero X C B(xo, D) VX € F.(x0) por definicién de didmetro, luego
Uxer, (z0)X C B(zo, Dr), luego Uxer, (z,)X es acotado en R™. O

Afirmacién 3.6.3 Ewiste un minimo para el drea en Fr(xo), al que llamaremos Xo.

Demostracion. Sea {X;}ien C Fr(wo) una sucesion con area(X;) \, Inf x¢ 7, (5,) area(X).
Como {X;}; C K™ es acotada en distancia de Hausdorff por serlo F,(xq), el Teorema de
seleccién de Blaschke (Teorema 2.2.2) asegura que tras pasar a una parcial, { X; }; converge
en distancia de Hausdorff a un compacto X, € K". Como vol,: (K",d) — [0,00) es
continua (Teorema 2.3.1) y area: (K", 0) — [0, 00) es continua (Proposicién 3.4.1), tenemos

vol,(Xso) = lim vol,(X;) = lim vol,(A) = vol,(A),
1— 00 1—00

area(Xo) = lim area(X;)= inf area(X).
1—00 XeFr(zo)

Ademads, para cada € > 0, existe i9 > i tal que Vi > i, B(xo,7) C X; C Xoo + 6153(6, 1)
luego X, contiene a B(xq,7), es decir, Xo € F(20). O

Nuestro siguiente objetivo sera probar que X, es una bola cerrada. Lo haremos en cuatro
pasos.

Afirmacién 3.6.4 Dado cualquier hiperplano H C R™, existe un hiperplano H' paralelo
a H tal que X4 es simétrico respecto a H'.

Demostracion. Sea R C R™ una recta ortogonal a H, que corte a X, en al menos dos
puntos. Asi, RN X, es un segmento cerrado no trivial Ip C R. Sea Hp el hiperplano
paralelo a H (es decir, ortogonal a R) que pasa por el punto medio de Ig. Si vemos que
X es simétrico respecto a H' = Hp habremos terminado.

Sea (Xoo) g €l simetrizado de Steiner de X, respecto a H'. Por el Teorema 3.5.1 te-
nemos (Xoo)gr € K", vol,[(Xoo) /] = voln(Xoo) (= voly(A)) y areal(Xoo)mr] < area(Xoo)
con igualdad si y sélo si X4, es simétrico respecto a un hiperplano paralelo a H' o bien
X4 esté contenido en un hiperplano ortogonal a H'. Esta ultima opcién no puede darse,
ya que vol,(X) > 0. Por otro lado, como B(zg,r) C Xu, por definicién de simetri-
zacién de Steiner tenemos que (X )z contiene a la bola cerrada B(Ilz/(zg),r), don-
de Iy : R™ — H' es la proyeccién ortogonal sobre H'. Por tanto, (Xoo)p € Fp luego
area(Xo) < area[(Xoo)pr]. Esto implica que area(X.) = area[(Xoo)pg], luego Xoo es
simétrico respecto a un hiperplano paralelo a H'. Como H' pasa por el punto medio de
Ik, deducimos que X, es simétrico respecto a H'. O

A continuacién definiremos el centro de la “futura” bola cerrada X,,. Tomemos una base
ortonormal v1,...,v, de R™. Por la Afirmacién 3.6.4, existen hiperplanos Hi,..., H, de
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punto medio

Ig

H' =Hp

R™, ortogonales a estas direcciones, de forma que X, es simétrico respecto a H;, i =
1,...,n. Sea yg € R™ el inico punto de interseccién en HiN...N H,. Asi, X es simétrico
respecto a la simetria central ¢: R™ — R™ de centro yg. Por el mismo argumento de la
demostracién de la Afirmacién 3.6.4, X, contiene a B(yg,); en particular, yo € int(Xoo).

Afirmacién 3.6.5 Dado cualquier hiperplano H C R™ que pase por yg, Xoo €S sitmétrico
respecto a H (en particular, Xo sdlo es simétrico respecto a hiperplanos que pasan por

Yo)-

Demostracién. Por la Afirmacién 3.6.4, existe un hiperplano H' C R™ paralelo a H tal que
X es simétrico respecto a H'. Se trata de comprobar que yo € H’' (con lo que H = H' y
habremos terminado). Por reduccién al absurdo, supongamos que yo ¢ H' y llamemos y,
al simétrico de yo respecto a H'. Como yg € int(X ), la interseccién de la recta r que pasa
por Yo,y con X es un segmento cerrado I no trivial. Como Xo, es simétrico respecto a
¢, se tiene

P(I) = d(Xoo N7) = $(Xoo) NP(r) = Xoc N1 =1,

luego yg es el punto medio de I. Pero X, es simétrico respecto a H', e I es ortogonal a
H' (por pasar por yo,y(), luego I también es simétrico respecto a H'. Esto nos dice que
yo € H', contradiccion. O

Afirmacién 3.6.6 Six1,x9 € 0Xo, T1 # X2, entonces (x1,x2) C int(Xs).

Demostracion. Caso 1: Existe z € (z1,22) | 2 € int(Xs). Usando dos veces el Lema 1.1.3
concluimos que (z1, 2] y [z, 22) C int(X), luego (x1,z2) C int(Xo).

Caso 2: [x1,x2] C 0Xo. Ampliamos [z1, z2] al mayor intervalo posible [y1, y2] contenido
en 0X. Por la Afirmacién 3.6.4, existe un hiperplano H; ortogonal a [y1, y2] tal que X
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es simétrico respecto a Hj. Por la Afirmacién 3.6.5, H; pasa por y9. Como yg € int(X)
y [x1, 2] C 0X s, concluimos que yo ¢ [y1,y2]. Ademds por simetria de X, respecto a H;
y por la propiedad de maximalidad de [y, y2], tenemos que [y1, y2] corta a H; en el punto
medio %(?Jl + y2) de y1 e yo. Para seguir debemos quitarnos los casos n = 1, 2.

Si n = 1, entonces yp € Xoo = [y1,¥2], contradiccién. Supongamos n = 2 y consi-
deremos una simetria 1: R? — R? respecto a una recta que pase por yy y que corte al
segmento (%(yl + y2),y2) como en la Figura 3.10. Entonces, X es simétrico respecto a

zb(.z.n)

Y (y2)
._!' Yo

Figura 3.10: La zona sombreada esta contenida en X.

¥ (Afirmacion 3.6.5) luego ¥ (y1),1(y2) estan en ¢(0Xo) = 0Xoo. Por ser X, convexo,
esto implica que conv({y1,y2,¥(y1), ¥ (y2)}) C Xoo, lo que contradice que [y1,y2] C 0X .
Asi, que en lo que resta supondremos n > 3.

Sea L. C R™ la recta que pasa por yjq, %(yl + y2). Los hiperplanos de R™ con base L
estan parametrizados por Hy, 6 € SO(n — 2).

Dado Hy, sea 1y: R™ — R" la simetria respecto a Hy. Asi,

D:=(J oy 1))

0€S0(n—2)

es el disco (n — 1)-dimensional contenido en el hiperplano (y1 + y2) + L, centrado en
%(yl + y2) y con y1,y2 € OD. Como X es simétrico respecto a 1y (Afirmacién 3.6.5),
tenemos ¥y ([y1,y2]) C ¥9(Xoo) = Xoo para todo 6 € SO(n — 2) luego D C X,. Ahora
consideramos simetrias ¢ : R™ — R™ respecto a hiperplanos “inclinados” que pasan por
7o v que cortan al disco D, tal y como hicimos en el caso n = 2 anterior, llegando a
contradiccion. Esto termina el caso 2 y con ello la demostracion de la afirmacion. O
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Figura 3.11: Las rotaciones alrededor de la recta L forman un grupo isomorfo a SO(n —2).

Afirmacién 3.6.7 Eziste R > 0 tal que Xoo = B(yo, R).

Demostracion. Fijemos 1,22 € 0Xoo, T1 # T2, que existen por el Teorema 1.2.1. Por la
Afirmacién 3.6.6, (z1,72) C int(Xs). Por la Afirmacién 3.6.5, X es simétrico respecto
al hiperplano H ortogonal a [z1,z3] que pasa por yg. Como [z, z2] es ortogonal a H,
(x1,22) C int(Xoo) y 21,22 € 0Xoo, deducimos que [z1,z2] es simétrico respecto a H,
es decir, H pasa por el punto medio de x1,x2. Esto implica que d(yg,z1) = d(yo,x2).
Fijando z1 € 0X o y moviendo zg € 0X — {1}, obtenemos que d(yo, z) es una constante
(positiva) independiente de z € 0X. Por tanto, 0Xo C S" !(yo, R). Finalmente, por
el Teorema 1.2.1, 0X es homeomorfo a una esfera (n — 1)-dimensional, luego 0 X =
S"1(yo, R). Esto implica que Xo = B(yo, R). Esto termina de demostrar el teorema. 0O

Nota 3.6.1

(1) Cabe preguntarse si la desigualdad isoperimétrica puede extenderse a A € K™, es decir
cuando Vol(A) = 0. Esto implica que k := dim(A) < n. En este caso, aplicaremos
la desigualdad isoperimétrica en aff(A) = R* (recordemos que el interior relativo de
A en aff(A) es no vacio por la Proposicién 1.3.1, luego podemos considerar A como
un elemento de IC'S para aplicar el Teorema 3.6.1, para concluir que la desigualdad
isopermétrica sigue siendo cierta, comparando A con una bola de su mismo volumen
k-dimensional.

(2) La desigualdad isoperimétrica y la caracterizacién de la igualdad son ciertas sin im-
poner convexidad sobre A C R"™, siempre que su volumen n-dimensional y el drea de
su borde tengan sentido. Por ejemplo, es valida si A es la regién encerrada por una
hipersuperficie compacta y orientable de R".
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3.7. La desigualdad isodiamétrica

Definiciéon 3.7.1 Dado un conjunto A C R”, se define su inradio y circunradio como
inradio(A) = sup{r > 0 | 3z € R" con B(z,r) C A},
circunradio(A) = inf{R > 0| 3y € R" con A C B(y, R)}.

A una bola B(z,r) C A con r = inradio(A) se le llama in-bola, y a una bola B(y, R) D A
con R = circunradio(A) se le llama circumbola.

Figura 3.12: B(x,r) es una in-bola y B(y, R) es la circumbola de A.

Es facil comprobar que la in-bola, si existe, no tiene porqué ser unica. Sin embargo, la

circumbola es unica caso de existir: si B(y1, R), B(y2, R) son dos circumbolas de A C R"

con yi # ya, entonces A C B(y1, R) N B(y2, R) luego existen R’ € (0, R) e y3 € R™ tales

que B(y1, R) N B(y2, R) C B(ys, R'), lo que contradice la definicién de circunradio.
Recordemos que C” es la familia de compactos no vacios en R™.

Lema 3.7.1 FEl circunradio cr: (C™,d) — [0,00) es una aplicacion contractiva (en parti-
cular, es continua en la distancia de Hausdorff):

ler(A) — er(A”)] < §(A, A, VA, A eC".

Demostracién. Sean A, A" € C". Denotemos por B = B(0, 1). Por definicién de circunradio
de A, existe x € R™ tal que A" C B(z,cr(A4’)). Asi,

AC A +5(A, ANB C Bz, cr(A)) + 6(A, ANB
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= {z} + cx(A)B + §(A, A)B =B (z,cr(4') + 5(A4, A)),
luego por definicién de circunradio de A, cr(A) < cr(A’) + 6(A, A’). Andlogamente se
prueba que cr(A’) < cr(A) + (A4, A"). O

Lema 3.7.2 La aplicacion didmetro, diam: (C™,d) — [0,00), es continua.

Demostracion. Sea {Apm}men C C" una sucesién convergente a A € C™ en distancia de
Hausdorff, y sea ¢ > 0. Veamos que Img € N tal que diam(A,,) — diam(A) < e VYm > my.
Invirtiendo los papeles de A,,, A se probard andlogamente que diam(A) — diam(A4,,) < e
a partir de un natural (dependiendo de ¢), y habremos terminado.

Necesitaremos la siguiente caractarizacién del didmetro (que es evidente):

(3.33) diam(A) = inf{R >0 | A C B(z, R), Vz € A}.

Tomemos z € A,. Como A, C A+35(Ay,, A)B, existe y,,, € A tal que z € B(ym, 6(Am, A)).
Como ¥y, € A, por definicién de didmetro tenemos A C B(y,,, diam(A)). Por tanto,

(3.34) Ap C A+ 5(Am, A)B C By, diam(A)) + §(An, A)B.

Por otro lado, dado z € B(y,, diam(A)) se tiene d(z, ) < d(z, Ym) +d(Ym, ) < diam(A)+
d(Ym, z) < diam(A) + §(A,, A). Por tanto,

(3.35) B(ym, diam(A)) C B(x, diam(A) 4 6(An, A)).
e (3.34) y (3.35) se tiene
(3.36) A, C B(x,diam(A) + 6(Am, A)) + 6(Am, A)B C B(x, diam(A) 4+ 25(A,,, A)).

Como 0(Ap, A) — 0 cuando m — oo, existe my € N a partir del cual 2§(4,,, 4) < ¢
luego (3.36) nos dice que A, C B(x,diam(A) +¢) Vm > mg. Como z es arbitrario en A,,
y mgo no depende de z, de la caracterizacién (3.33) para el didmetro de A,, obtenemos que
diam(A4,,) < diam(A) + & Ym > my. O

Ahora vamos a minimizar el circunradio en cierta familia de compactos convexos de-
pendiendo de un A € Kf}:

Lema 3.7.3 Dado A € Kfj, consideremos la familia
N(A) ={C e K{ | vol(A) < vol(C), diam(C) < diam(A)}.

Entonces, existe C € N(A) tal que cr(C) = mingrep(ay cr(C”).
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Demostracién. Notemos que la familia A/(A) es no vacfa porque A € N(A). Como N(A)

es cerrada por traslaciones en R, N'(A) no puede ser acotada en distancia de Hausdorff

(Lema 2.1.3). Dado C € N(A), denotaremos por B¢ al cierre de la circumbola de C. Bg

no pertenece en general a N'(A4), porque no tiene porqué cumplir diam(B¢) < diam(A).
Consideremos la subfamilia

H(A) = {C e N(A) | C C Bl

De nuevo H(A) # @ porque A € H(A). Como Upeya)C C By, entonces Ugey(a)C es
acotado en R" con la distancia usual. Por el Lema 2.1.3, H(A) es acotado en la distancia
de Hausdorff.

Veamos que

3.37 inf C)= inf ).
(3.37) cand, or(©) = Jnf er(C)

La desigualdad > se deduce de que H(A) C N(A). Por reduccién al absurdo, supongamos
que feeya)cr(C) > infoepay cr(C). Asi, existe Co € N(A) — H(A) tal que cr(Co) <
inf creqyay cr(C’). Dado C' € H(A), tenemos C' C B luego cr(C”) < cr(Ba) = cr(A), de
donde
Co) < inf ") < cr(A).
x(Co) < fuf | ax(C) < erl)

Lo anterior implica que existe v € R™ tal que Cp + v C B4, luego Co +v € H(A) y asi,

C,é'r;[f(A) cr(C) < er(Cp +v) = cr(Cp) < C/é?—[f(A) cr(C),

contradiccién. Esto prueba (3.37).

Finalmente, tomemos una sucesién {C;}ien C H(A) tal que cr(C;) N\ infoep(a) cr(C).
Como {C;}; C K™ es acotada en distancia de Hausdorff por serlo H(A), el Teorema de
seleccién de Blaschke (Teorema 2.2.2) asegura que tras pasar a una parcial, {C;}; converge
en distancia de Hausdorff a un compacto convexo Co, € K™. Como vol,(A) < vol,(C;) Vi
y vol,: (K", §) — [0,00) es continua (Teorema 2.3.1), tenemos vol,(A) < vol,(Cx). En
particular, vol,(Cs) > 0 luego Co € K.

Como diam(C;) < diam(A) Vi y diam: (C",d) — [0,00) es continua (Lema 3.7.2),
tenemos diam(Cy) < diam(A). Por tanto, Co, € N (A). Ademds,

cr(Coo) > inf  cr(C) S cr(C') = lim cr(G;)
C'eN(A) C'eH(A) i—00

(Lema:3.7.1) CI‘(COO),

de donde deducimos que C, minimiza el circunradio en N (A). O
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Lema 3.7.4 Sea A € KI y sea Ba = B(c, cr(A)) su circumbola cerrada. Si A # Ba,
entonces tras simetrizar A una cantidad finita de veces en hiperplanos podemos decrecer
estrictamente su circunradio. Es decir, existen hiperplanos Hy,...,Hr C R" tales que

cr([. (A, - .]Hk) < cr(A).

Demostracién. Veamos que B4 — A # (: en caso contrario, 9B, C A luego por conve-
xidad de A, B4 C A y por tanto B4 = A, contradiccién. Por tanto, podemos elegir un
punto x € B4 — A. Como A es cerrado, OB4 — A es abierto en 0B 4 luego existe ¢ > 0

tal que B(z,¢) N dB4 no contiene puntos de A.

Vamos a localizar ahora los puntos de AN OB4: consideremos el recubrimiento por
abiertos {B(y,e) NOBA | y € ANIB4} del compacto ANIB4 (aqui € > 0 es fijo, definido
arriba). Por compacidad, existen y1,...,yx € AN IB4 tales que

(3.38) AN8B4 C [ui;llaa(yi, s)} N OB

Dadoi=1,...,k, notemos que x # y; (yaquex € 0By — A ey € ANOB,). Sea H; C R"
el hiperplano ortogonal al segmento [z, y;] que pasa por el punto medio de dicho segmento.
Como H; biseca a [z,y;], el centro ¢ de B4 pertenece a H;. Como esto puede hacerse para
cada ¢, tenemos c € Hy N...N Hy.

El siguiente paso consiste en hacer simetrizacion de Steiner de A respecto a Hi. Veamos
que Ag, N [B(x,e) N OEA] = (): por reduccién al absurdo, supongamos que 3z € Ay, N
[IB%(x, g)N 8@,4]. Como Ay, es simétrico respecto a Hi, el simétrico 2’ de z respecto a H;
estard en Ap,. Como Ap, es convexo, [z, 2| C Ap, luego por definicién de simetrizacién
de Steiner, A contendrd un segmento de longitud ||z — 2’| en la recta afin ortogonal a Hy
que pasa por z. Pero A C B4, luego [z,2'] C A. En particular, z € A, lo que contradice
que B(z,¢) N 9B 4 no contiene puntos de A.
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El mismo argumento prueba que Ag, N [B(y1,) NdB4] = @. Con esto, hemos cam-
biado A por Ap, y hemos obtenido que Ap, no corta a B4 en B(z,e) UB(y1,¢).

Ahora repetimos el proceso simetrizando Ap, respecto al hiperplano Hj, obteniendo
(Ag,)H,, que por lo anterior no corta a B4 en B(z,e) U B(ys, ). Pero (Ay,)pg, tam-
poco corta a OB4 en B(y;,¢): si existiera z € (Ag, )y, N [B(yl,s) N 6@,4], entonces por
simetria de (Ap,)m, respecto a Hy, el simétrico 2’ de z respecto a Hs estaria en (Ag, ) m,.
Como (Agp,)m, es convexo, [z,2'] estarfa contenido en (Ap,)m, luego por definicién de
simetrizacién de Steiner, Ap, contendria un segmento de longitud ||z — 2’| en la recta
affn ortogonal a Hy que pasa por z. Pero Ay, C By, luego [z, 2'] C Ay,. En particular,
z € Ap,, lo que contradice que Ay, N [B(y1,e) NOB4] = @. Por tanto, (Ap, )u, no corta
a 0By en B(z,e) UB(y1,¢) UB(y2,¢).

Reiterando el proceso, obtenemos que la simetrizacién de Steiner [...(Am )\, - - Jg,
no corta a OB 4 en B(x,e) UB(y1,e)U...UB(yx, ). Por (3.38), [... (An, ) A, - - J 7, no corta

a OB 4 en ningtin punto. Esto nos permite decrecer estrictamente el radio de la circumbola
de [...(Am )H, - -]y, en relacién con el radio cr(A) de By. O

Ya estamos en condiciones de probar el resultado central de esta seccién. Recordemos
que wy, = vol,(B(1)).

Teorema 3.7.1 (Desigualdad isodiamétrica) Sea A € K. Entonces,
1 n

(3.39) vol, (A) < wy, <2diam(A)> ,

y la igualdad es cierta si y sélo si A es una bola cerrada.

Demostracidn. Consideremos la familia N'(A) = {C € K | vol(A4) < vol(C), diam(C) <
diam(A)} del Lema 3.7.3. Por ese lema, existe C' € N(A) tal que cr(C) = mingrepreay cr(C').
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Veamos que C = B¢, la circumbola cerrada de C: si C' # B¢, entonces el Lema 3.7.4
asegura que tras aplicar a C' una cantidad finita de simetrizaciones de Steiner, producimos
un nuevo compacto convexo C’ que cumple cr(C’) < cr(C). Pero vol,(C’') = vol,(C)
(apartado (2) del Teorema 3.5.1) y diam(C") < diam(C) (apartado (3) del Teorema 3.5.1),
luego C" € N(A), lo que contradice que C' minimiza el circunradio en N'(A). Por tanto,

C =Bc.
Finalmente,
vol(A) < wvol(C) (def. de N'(A))
= vol(Be)
= wp (%diam(@c) "
< wy (3diam(4))". (C =B € N(4))

Si la igualdad se da en (3.39), entonces como el miembro de la derecha de (3.39) es el
volumen de la circumbola cerrada B4 de A, tenemos que A C B4 ambos con el mismo
volumen. Por tanto, vol(Bs — A) = 0. Como B4 — A es abierto en B4, tenemos B4 — A = @,
es decir, A =B 4. O

Finalmente, extenderemos la desigualdad isodiamétrica a compactos no necesariamente
CONVeXOs.

Corolario 3.7.1 Sea X C R™ un compacto con interior no vacio. Entonces,

(3.40) Vol (X) < wy, (;diam(X)>n ,

y la igualdad es cierta si y sélo si X es una bola cerrada.

Demostracion. Como X es compacto, conv(X) es también compacto. Como @ # int(X) C
int(conv(X)), tenemos conv(X) € K. Por tanto,

vol(X)

IN

vol(conv(X))

—
*
z

W, (%diam(conv(X)))n (Teorema 3.7.1)
wy, (2diam(X))". (Teorema 1.6.2)

I IA

Si la igualdad se da en (3.40), entonces vol(X) = vol(conv(X)). Como X C conv(X),
entonces vol(conv(X) — X) = 0. Como conv(X) — X es abierto en conv(X), tenemos
conv(X) — X = @, es decir, X = conv(X). Ademads, la igualdad en (%) implica que
conv(X) es una bola cerrada de radio diam(X)/2, y hemos terminado. O
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3.8.

1.

Ejercicios.
Dados Ki,..., K, € K", consideremos la funcién
(3.41) fu(et,. . ep) =volu(e1 Ky + ...+ 6. K,), Ver,...,ep >0.
Es posible probar que la funcién f,(e1,...,&,) es un polinomio homogéneo de grado n
en las variables €1, ..., &,, es decir, una suma finita de monomios de la forma

clit, ... iy) el ...g7,

donde iy, ..., € {0,...,n} coniy+...+i, =nyc(i1,...,ir) € R. Estos coeficientes
c(i1,...,i,) dependen de los compactos convexos Ki,..., K, de forma continua en

distancia de Hausdorff.

(A) Probar que dado K € K", el volumen de Lebesgue de K. = {z € R" | d(z, K) <
e} es fn(1l,€), donde hemos tomado K; = K, Ko = B en (3.41).

(B) Sean K = [—1,2] x [-1,2], Ky = [-2,—1] x [1,2]. Calcular fa(e1,e2) en este
caso.
Se define el volumen mixto de K1,..., K, € K™ como
a’ﬂ
(342) Vn(Kl, ey Kn) = VO]n(E-IlKl + ...+ 5nKn)

m (0,...,0)

Calcular el volumen mixto V5(K7, K32), donde K1, K5 son las siguientes parejas de com-
pactos convexos en R?:

(A) K; =10,3] x [-2,1], K2 = conv({(0,0), (0,1),(2,1),(3,0)}).

(B) K1 = [-1,2] x [-1,2], Ky = [-2,—1] x [1,2]. Calcular también V5(K1, K1),
Va(K2, K3), Va(K2, Ki).

(C) K; = B((—1,0),1), Ky = B((1,4),3), K3 = B((2,1),2). Calcular en este caso
Va(Ki, K;), 1<i,5 <3.

Con la definicién anterior de volumen mixto, probar que para cada K € K? se tienen

(A) Va(K,K) =2voly(K), Vo(K,B) = contenido de Minkowski(K).

(B) Generalizar las férmulas del apartado anterior probando que si K € K", entonces
Vo(K,...,K) = nlvol,(K),
Vo (K,"Y, K, B) = (n — 1)! contenido de Minkowski(K).

. Sean P = conv({(0,0),(~1,2),(2,0)}) C R? y H la recta en R? de ecuacién z = .

Calcular Py, area(P) y area(Pp).
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5. Sean P = conv({(1,0),(—1,0),(0,1),(0,—-1)}) c R?y H = {(z,y) € R? | z = 2y}.
Calcular Py, area(P) y area(Pp).

6. Probar que la desigualdad isoperimétrica (Teorema 3.6.1) es equivalente a la siguiente
propiedad: Sea A € Kfj y B cualquier bola cerrada. Entonces,

y la igualdad es cierta si y sélo si A es una bola cerrada n-dimensional.

7. Sean K, L € Kf. Probar que las siguientes desigualdades son equivalentes:

(A) vol,(K)w + vol,(L)n < vol,(K + L)n.
(B) (1= A)vol,(K)# + A vol,(L)7 < voln((1 = \)K + AL)=, VA € (0,1).
(C) s vol,(K)n +t vol,(L)#n < vol,(sK +tL)w, Vs, t > 0.

La desigualdad de Brunn-Minkowski asegura que cualquiera de las anteriores desigual-
dades es cierta, y que la igualdad se cumple si y sélo si K y L difieren en una traslacién
y una dilatacién (es decir, K, L son homotéticos). Usar la definicién de contenido de
Minkowski de un compacto convexo para deducir la desigualdad isoperimétrica (en su
forma (3.43), sin la caracterizacién de igualdad?) a partir de la desigualdad de Brunn-
Minkowski.

2La caracterizacién de la igualdad en la desigualdad isoperimétrica también puede deducirse de la
igualdad en la desigualdad de Brunn-Minkowski, pero el argumento es algo mas complicado.
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