Capitulo 2

Distancia de Hausdorff y T? de
selecciéon de Blaschke

2.1. Distancia de Hausdorff

El objetivo principal de esta seccién serd dotar al conjunto de convexos K" en R" de
una estructura de espacio métrico “razonable”. Denotaremos por

C" ={A CR" | A es compacto y no vacio}.
Asi, Ky C K™ Cg”. B
Llamaremos B = B(0,1). Dado K € C" y a > 0, el entorno tubular cerrado de K de
radio « es
K 4 aB = Upek [z 4 aB| = UzegB(z,a) = {p € R" | d(p, K) < a}.
Dados K, L € C", por compacidad existe a > 0 tal que K C L+aB y L C K + oB.
Definicién 2.1.1 Dados K, L € C", se define la distancia de Hausdorff entre K y L como

(2.1) S(K,L)=inf{a >0| K C L+aB, y L C K+ oB}.

Informalmente, dos compactos estan proximos en distancia de Hausdorff si todo pun-
to del primero compacto estd proximo en la distancia usual a algiin punto del segundo
compacto, y viceversa. Algunas observaciones sencillas:

» El infimo anterior es un minimo: Supongamos que oy N\, a € [0,00) cumpliendo
K C L+a;By L € K4+a3B Vk € N. Queremos probar que K C L+aBy L C K+aB.
Por reduccién al absurdo, supongamos que K ¢ L+ aB = {p € R" | d(p,L) < a}.
Asi, existe x € K tal que d(z, L) > « luego a partir de un kg € N, es d(x, L) > ay,
lo que contradice que K C L + oy,B.

o7
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» Si K ={p}, L ={q} con p,q € R™, entonces

O(K,L) =if{a >0]peB(qa)yqeBpa)}=dpaq),
es decir, la distancia de Hausdorff generaliza a la distancia euclidea usual.

Lema 2.1.1 Dados K,L € C™, se tiene:

(2.2) d(K,L) = méx {sup inf d(z,y),sup inf d(z, y)}
zeK yeL yeL €K

Demostracion. Llamemos () al miembro de la derecha de la férmula (2.2).

O0(K,L) > (x)|: Seanz € K,y € L. Por definicién de §(K, L) (y por ser (K, L) un minimo,
véase la primera observacién anterior), tenemos L C K 4+ 6(K,L)B = {p € R" | d(p, K) <
0(K, L)}, luego

d(y, K) <6(K, L), ¥y € L.

Por definicién de d(y, K),

) - '
Inf d(y,z) < (K, L), ¥y e L

Tomando supremos en y € L:

sup inf d(z,y) < d(K,L).
yeLxeK(y) (K, L)

Intercambiando los papeles de x,y obtendremos que (x) < 0(K, L).

0(K,L) < (%)|: Si§(K, L) =0, no hay nada que demostrar. Supongamos que (K, L) > 0
y sea A € (0,0(K,L)). Por definicién de 6(K,L), o bien K ¢ L+ AB o L ¢ K + \B.
Podemos suponer sin perder generalidad que se da lo primero (basta cambiar los papeles
de K, L en lo que sigue). Asi, existe 29 € K tal que zg ¢ L + AB, luego d(zg,L) > \. Por
definicién de d(zg, L), tenemos

inf d(zo,y) > A,
yeL

luego

sup inf d(x,y) > mf d(xo,y) > A,

K YEL
de donde (x) > A. Como esto es vélido para todo A € (0,6(K, L)), deducimos que (%) >
(K, L). O

Lema 2.1.2 La funcion 6: C" x C" — [0,00) dada por (2.1) es una distancia.
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Demostracion. Que 6(K, L) = 6(L, K) se deduce directamente de la definicién o del Le-
ma 2.1.1. Si tomamos K = L € C", entonces K C L+ aBy L C K 4+ aB Va > 0, luego
0(K, L) = 0. Reciprocamente, si K,L € C" y §(K, L) = 0, entonces

Kc{peR"|dp,L)<a}, LcC{qeR"|d(¢K)<a}, Va > 0.

Dado x € K, lo anterior nos dice que d(z,L) = 0 luego * € L = L y asi, K C L.
Anéalogamente, L C K luego K = L.

Queda ver la propiedad triangular: sean K, L, M € C" Como K C M + §(K,M)B y
M C L+ 6(M, L)B, entonces

K C [L+6(M, L)B]+0(K, M)B = L+[5(M, L)B + 6(K, M)B] & L+[6(M, L) + 6(K, M)] B,

donde en (*) hemos usado el apartado (3) de la Proposicién 1.1.1. Finalmente, por defini-
ci6n de §(K, L) concluimos que §(K, L) < §(M, L) + §(K, M). O

Lema 2.1.3 Un subconjunto A C C" es §-acotado' si y sélo si Uuca A es acotado en
(Rn7 dusual) :

Demostracion. Si A es d-acotado, existen K € C", R > 0 tales que 6(A, K) < RVA € A.
Por tanto, A C K + RB VA € A, luego UacaAC K + RB, que es un conjunto acotado
en la distancia usual en R"™.

Reciprocamente, si [, 4 A es acotado en (R", d,5ya1), entonces existe R > 0 tal que
Uaca A C B(0, R). Asi, para cada A € A tenemos

(2.3) Ac | J AcB(0,R) c B(0,R) + (2R)B.
AeA

Por otro lado, si z € B(0,R) e y € A, entonces y € B(0, R) luego por la desigualdad
triangular d(z,y) < 2R. Moviendo = en B(0, R) tenemos

(2.4) B(0,R) c {y} + 2R)B C A+ (2R)B.

De (2.3) y (2.4) deducimos que §(A,B(0, R)) < 2R, VA € A luego A es d-acotado. O

La propiedad més importante de esta seccién serd probar que el espacio métrico (C™, d)
es completo (Teorema 2.1.1). Para ello, necesitaremos un resultado previo.

Proposicién 2.1.1 Sea {K;};en C C™ no creciente (es decir, K;1+1 C K;, Vi). Entonces,
NienK; es el limite en (C™,9) de {K;}i (en particular, dicha interseccion es no vacia,).

'Es decir, acotado en distancia de Hausdorff.
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Demostracion. Veamos que ;o K # @: Como {K;}; es no creciente y cada K; es no
vacio, entonces F := {K;}; es una familia de compactos en el espacio topolégico K1,y F
cumple la propiedad de interseccién finita®. Por la compacidad de K7, esto implica® que
Nien Ki # 9.

Nien K es cerrado (la interseccién arbitraria de cerrados es cerrada en cualquier espa-
cio topoldgico) dentro del compacto K1, luego M;enK; es compacto. Por tanto, ),y Ki €
C™. Para probar que {K;}; converge a [,y K; en distancia de Hausdorff, debemos com-
probar lo siguiente: Dado € > 0, jexiste ip € N tal que ¢ (KjvmieN KZ) < eVj >1ip? es
decir,

(2.5) A Kj C ﬂ K; +8@
€N
y
(2.6) m KZ' C Kj + EE
€N

para todo j > ig? (2.6) es trivial: ;o Ki C K; C K; +¢B, Ve > 0. Asi que nos ocupamos
de (2.5): Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que existe £ > 0 tal que para
todo ip € N, existe j(ig) > ig siendo Kj(;) ¢ (miEN Kl) + eB. Consideremos el compacto

Cj(io) = Kj(io) — Int ﬂ K;| +¢B 7& .
€N
La sucesién {Cj(io)}ioEN es no creciente, y toda sucesién no creciente de compactos no
vacios tiene interseccién no vacia por el argumento del primer parrafo. Por tanto,

0+ ﬂ Kj(io) —int m K| + eB = m Kj(io) —int ﬂ K; |+ eB

i0EN 1€N i9€N 1€EN

ioen Kjiio) = Mien K- Si
comprobamos que ;o K; C int [(ﬂieN Kz) + 5E entonces lo anterior serd el conjunto

Notemos que al ser {K;}; mondtona no creciente, entonces ()

2Es decir, la interseccién de cualquier subfamilia finita de F es no vacia.

3Sea X un espacio topélogico. Entonces, X es compacto si para toda familia F de cerrados de X
que cumpla la propiedad de interseccién finita, se tiene que NrperF # . Esta caracterizacién de la
compacidad se prueba facilmente: dada una familia F de cerrados de X, se considera la familia de abiertos
A={X —-C | C € F}. Entonces, que NperF = @ equivale a que A sea un recubrimiento por abiertos
de X, y que F cumpla la propiedad de interseccién finita equivale a que de A no pueda extraerse un
subrrecubrimiento finito. De aqui, la demostracion de la caracterizacion de compacidad de X en términos
de interseccién no vacia de familias F de cerrados cumpliendo la propiedad de interseccién finita, es
evidente.
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vacio, contradiccién. Para comprobar esto iltimo simplificaremos la notacién: dado A C R™
no vacio, veamos que A C int(A + eB) para todo £ > 0 y habremos terminado. Tomemos
a € A. Entonces,

B(a,c/2) C {x € R" | d(z,A) < e} = A+ €B,

luego a € int(A + eB). Como esto es cierto para cualquier a € A, deducimos que A C
int(A + eB). O

Teorema 2.1.1 El espacio métrico (C",d) es completo.

Demostracion. Sea {K;}ien C C" una sucesién de Cauchy. Veamos primero que J;cp K
es acotado en (R", dygua1): Tomemos € = 1 en la condicién de Cauchy. Esto produce un
ip € N tal que Vj > g, 0(Kj, K;y) < 1 luego K; C K, + B Vj > ig. Asi,

UKi - [Kl U...UK@O_l] U [Kio —i—@] R
1€N
que es acotado en la distancia usual en R".

Ahora definimos A; = Uj‘;z K (cierre en la topologia usual), que es compacto de R”
por ser cerrado y acotado (por el parrafo anterior). Asi, A; € C", Vi € N. Por construccion,
{4} es una sucesién no creciente en C". Por la Proposicién 2.1.1, {4;}; converge en (C", ¢)
a [V;eny Ai- Terminaremos comprobando que {K;}; converge en (C",6) a (;cy As:

Fijemos € > 0. Como {A;}; converge a ;o A; en (C",6), existe 49 € N tal que para
cada j > g, § (miEN A, Aj) < ¢. En particular,

(2.7) KjZEC UKhZAjC (ﬂ A2> +€E, Vi > 1.
h=j ieN

Por otro lado, por ser {K;}ien de Cauchy en (C™,0), para el € > 0 anterior existe jp € N
tal que 0(K;, K;) < e Vi,j > jo. En particular,

(2.8) Kj C Ki+¢B, Vi, j> jo.
Ahora fijamos i > jo. Entonces,
(2.8) _ _
Uk, ¢ |J(Ki+eB) = K, +¢B.
i >
Tomando clausuras y usando que K; + B es cerrado,

(2.9) A =|JEK; C K;+B, Vi>jo.

Ji
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En particular,

2.9 _
(2.10) () An C A (c) K;+¢eB, Vi> jo.
heN

De (2.7) y (2.10) tenemos que dado € > 0, existen ig, jo € N tales que para i > méax{ig, jo},
O(MNien Ai, Ki) < €. Esto termina la demostracién. O

2.2. El teorema de seleccion de Blaschke

Teorema 2.2.1 Toda sucesion acotada en (C™,9) admite una parcial convergente.

Demostracion. Sea {K;};en C C™ una sucesién acotada en distancia de Hausdorff. Asi,
existen Ko € C" y r > 0 tales que §(K;, Ko) < r Vi € N. En particular, K; C Ko + rB
Vi luego U;enK; C Ko + rB. Asi, U;enK; es acotado en la distancia usual sobre R™ luego
podemos encontrar un n-cubo T = [[;_; [an, by] que contiene a U;enK; (no hay problema
en suponer que v := b, — ay, es independiente de h € {1,...,n}).

Dado m € N, subdividimos 7" en 2™" cubos con arista 27+, produciendo de esta
forma una coleccién Ty, de subcubos cerrados (7, es un subconjunto de C"), como en la
Figura 2.1.

i ot
N N N Tl
vy o > o %
m =20 m=1 m =2 m=3
1 cuboen T 4 cubos en T; 16 cubos en 75 64 cubos en T3
arista: arista: v/2 arista: /4 arista: v/8

Figura 2.1: Subdividiendo T'. En cada caso, el conjunto rayado representa a A,,(K), siendo
K el conjunto en rojo.

Dado un compacto K € C" con K C T'y m € N, definimos A,,,(K) como la unién de
los cubos de T, que cortan a K. Vamos a usar cada coleccion Ty, para definir una parcial
de la sucesién original {K;};.

» Llamamos K = K;, Vi € N.
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= 71 consiste en 2" cubos (n estd fijo), luego existe una parcial {K}}; C {K?}; de
forma que A;(K}) consiste en una unién fija Ty de algunos de los 2" cubos de 7j.

» 73 consiste en 22" cubos, luego existe una parcial {K?}; C {K}}; de forma que
As(K?) consiste en una unién fija Ty de algunos de los 22" cubos de Tz.

= Por induccién, para m € N existe una parcial {K"}; ¢ {K" '}, de forma que
A (K™) consiste en una unién fija Ty, de algunos de los 2™" cubos de Tp,.

Ahora definimos C; = K! Vi € N, con lo que {C;}; C C". Veamos que {C;}; es de Cauchy
en (C™,0) (esto terminarfa la demostracién porque {C;}; es una parcial de {K;}; y {Ci}s
serfa d-convergente por ser (C",d) completo gracias al Teorema 2.1.1):

Fijamos m € N. Entonces:

(2.11) Dados i, j € N, se tiene A, (K;") = Am(K]") = Tin.

Dado zg € T,,, xo estard en alguno de los cubos que forman T;,, al que llamaremos
C(xg, m). Este cubo también contendrd un punto y € K7, luego C(xo, m) estd contenido
en la bola cerrada centrada en y con radio la diagonal de C(xo,m), que es /ngk. Asi,
g(fo,m) C B(y,vngh) = {y} + VngaB C K" + /ngiB, donde como siempre B =
B(0,1). Variando xg en T}, obtenemos

(2.11) _

(2.12) K" C TmC K" 4 /n2""B,
Anéalogamente,

@iy e i

(2.13) K" C Tm C K["+Vn27"B.

De (2.12) y (2.13) deducimos que 0(K;", K7*) < \/n27"~, Vi, j € N. Tomando i = m:
(2.14) §(K},Kj) </n27'y, Vi,jeN.

Para j > i, todos los compactos KJ] son de la forma Ki(ij) para cierto h(i, j) > i natural.

Es decir, podemos sustituir KJJ en la segunda variable de la desigualdad (2.14), y nos
queda o |
§(K}, K]) </n27'y, Vi,jeN, j>i.

Es decir, .
5(CZ,CJ) < \/’EQ_Z’}/, Vi,j €N, 7 >1i.

Esto implica que {C;}; es de Cauchy en (C™, ), y termina la demostracién del teorema. O
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Corolario 2.2.1 Un subconjunto A C C" es compacto si y sélo si A es cerrado y J-
acotado.

Demostracion. La implicacion necesaria es cierta en todo espacio métrico. Para la impli-
cacién suficiente, supongamos que A C C" es cerrado y d-acotado. Dada una sucesién
{Ki}i C A, el Teorema 2.2.1 asegura que {K;}; admite una parcial convergente a un
limite K € C", que ha de estar en A por ser A cerrado. Por tanto, A es secuencialmente
compacto, que equivale a compacidad en espacios métricos. O

Proposicién 2.2.1 K" es cerrado en (C",9).

Demostracion. Basta probar que dado K € C"—K"™ (compacto no convexo), K es interior a
C"—K". Como K es no convexo, existen z,y € K, A € (0,1) tales que z = Az+(1-\)y ¢ K.
Como K es compacto, es cerrado. Como z ¢ K, existe ¢ > 0 tal que B(z,2¢) N K = @.
Veamos que VK’ € C" con §(K,K') < ¢, se tiene K’ € C" — K" (esto terminard la
demostracién).

Tomemos entonces K’ € C" con §(K, K') < e. Como K C K'+eBy z,y € K, existirdn
'y € K' cond(x,y) <e, d(y,y') <e. Asi,

dAx’" + (1 =Ny, 2) Az 4+ (1 =Ny — [Ax + (1= Ny

Mlz =2 + (1 =Ny = ¢l
Ae+ (1= Ne
E.

AN I

Veamos que 2" := A2/ + (1 —\)y’ ¢ K’ luego K’ serd no convexo: Supongamos que 2’ € K.
Como K' C K +¢B, existe w € K tal que d(2/,w) < e. Asi, d(z,w) < d(2,2) +d(¥,w) <
2e. Esto contradice que B(z,2¢) N K = O, luego K’ no es convexo. O

Teorema 2.2.2 (Teorema de selecciéon de Blaschke) Toda sucesion §-acotada en K™
admite una parcial convergente en distancia de Hausdorff a un elemento de K".

Demostracion. Sea {K;}ien C K™ una sucesién d-acotada. Entonces, su clausura {K;};
en (C™,9) es un cerrado y d-acotado en (C",¢), luego el Corolario 2.2.1 implica que {K;};
es compacto. Por tanto, existe una parcial {K,;}i C {K;}i que converge a un elemento
K € C" en distancia de Hausdorff. Como {K,;}i C K" y K" es cerrado en (C",9)
(Proposicién 2.2.1), concluimos que K, € K™. O

Terminaremos esta seccion con una caracterizacion de la convergencia de Hausdorff en
K" s6lo en términos de convergencia en la distancia usual en R”.



2.2. EL TEOREMA DE SELECCION DE BLASCHKE 65

Teorema 2.2.3 Sean {K,;}ien, K en K™. Entonces, {K;}; converge a K en distancia de
Hausdorff si y solo si se cumplen las dos siguientes propiedades:

(a) Para cualesquiera x € K, i € N existe v; € K; tal que {x;}; converge a = en
(R™, dusual)-

(b) Dada una sucesion {y;}; cony; € K; Vi, el limite de toda parcial convergente de {y;};
estd en K.

. . . é
Demostracion. Supongamos primero que {K;}; — K.
Veamos la condicién (a): Sea z € K. Dado i € N, como K; es un cerrado convexo,
podemos considerar la proyeccién métrica pg,: R” — K; (Definicién 1.2.1). Asi,

A, pr, () = d(, Ko) = 6K, ) 3,
donde en (x) hemos usado que K C K; + §(K, K;)B. De esta forma, podemos tomar
x; = pk,(x) en el enunciado del apartado (a).

En cuanto al apartado (b), sea {y;}; con y; € K; Vi. Tomemos una parcial convergente
de {yi}i, a la que denotaremos de la misma forma para no complicar la notacién. Sea
Yoo € R™ su limite. Por reduccién al absurdo, supongamos que yo, ¢ K. Como K es
compacto, existe p > 0 tal que B(yso, p) N (K + pB) = @.

Como {K;}; converge a K en distancia de Hausdorff, existe ig € N tal que K; C K+ pB
Vi > ig, luego y; € K+ pB Vi > 0. Esto implica que y; ¢ B(yoo, p) Vi > 10, lo que contradice
que {y;}; converge a yoo. Esto termina de probar la implicacién necesaria del teorema.

Para la implicacién suficiente, supongamos que {K; };, K estdn en K" y que cumplen las
condiciones (a), (b). Debemos probar que {K;}; converge a K en distancia de Hausdorff.
Sea € > 0. Supongamos, por reduccién al absurdo, que no existe ig € N tal que Vi > i,
K C K; +eB y K; C K + ¢B. Esto nos dice que al menos una de las dos posibilidades
siguientes debe darse:
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(I) Existe una parcial {Ky}y C {K;}; tal que K ¢ Ky + eB Vi’ € N.
(IT) Existe una parcial {K;}y C {K;}; tal que K/ ¢ K +¢eB Vi’ € N.

Supongamos que se da (I). Entonces, Vi’ € N existe zy € K — (Ky + ¢B), y por tanto
d(z}, Ky) > €. Como {zy}y es una sucesién en el compacto K, pasando a una parcial
podemos suponer que {z; } converge a un elemento € K en la distancia usual en R"”.
Como d(zj, Ky) > € Vi’, deducimos que d(x, K;) > § para i’ suficientemente grande. Pero
aplicando a z, y a ¢’ suficientemente grande la condicién (a), debe existir z; € K; tal que
d(z,z;) es tan pequeila como queramos, en particular menos que 5, lo que contradice que
d(:Ea Kz’) > %

Ahora supongamos que se da (II). Entonces, Vi’ € N existe zy € Ky — (K + eB).
Elegimos un punto y € K. Por la condicién (a), para cada i’ podemos encontrar y;; € Ky

tal que {yi v — y.

Consideremos el segmento [y, zi7]. Como y es interior a K + B, también lo serd y;
para todo i’ a partir de un i) € N. Como zy ¢ K + B, por conexién existird ay €
[yir, 2] NO(K +eB), Vi’ > i}. Como yy, 2z € Ky y Ky es convexo, deducimos que ay € Kjr.
Por otro lado, la sucesién {a; }; es acotada en R™ (esto se deduce de que ay € (K +B),
que es compacto). Por tanto, tras pasar a una parcial podemos suponer que {a; }; converge
a un punto a € R™. Este limite estard en K por la condicién (b), ya que a;y € K; Vi'.
Pero d(a;, K) > ¢ Vi’ (porque ay € O(K + B)), luego tomando limites, d(a, K) > ¢, lo
que contradice que a € K. Esto termina de probar el teorema. O

2.3. Continuidad respecto a la distancia de Hausdorff

En esta seccién estudiaremos diversos resultados de continuidad en distancia de Haus-
dorff de operaciones basicas sobre compactos como la envolvente convexa, la suma afin o
la unién finita. Méas elaborada serd la continuidad respecto a la distancia de Hausdorff del
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volumen. Estas propiedades nos serdn tutiles a la hora de definir el area del borde de un
convexo compacto y al probar la desigualdad isoperimétrica.

Proposicién 2.3.1 La aplicacion conv: (C™,6) — (K™, 0) cumple
d (conv(K),conv(L)) < 6(K,L), VK,LeC".
En particular, es Lipschitziana.

Demostracion. Sean K, L € C". Como K C L+ (K, L)B C conv(L) + §(K, L)B, entonces
conv(K) C conv [conv(L) + 6(K, L)B]. Como el conjunto entre corchetes es convexo por

la Proposicién 1.1.1, tenemos conv(K) C conv(L) 4+ §(K, L)B. Cambiando los papeles de
K, L obtenemos conv(L) C conv(K) + §(K, L)B, luego § (conv(K),conv(L)) < §(K, L). O

Proposiciéon 2.3.2 Las aplicaciones

41 CrxCr o Cn U: CtxCt - Cn
(K,L) — K+1L° (K,L) — KUL

cumplen:
1. (K +L,K+ L) <6(K,K)+6(L,L).
2. §(KUL,KUL) <méx{6(K,K),0(L,L)}.

En particular, ambas aplicaciones son continuas.

Demostracion. Sean K, L € C™. Por un lado,
(2.15) KCK+6§K KB, LcL+6L,L)B.
Asi,

K+LCcK+L+ 5(K,I?)E+6(L,E)E} (L)IN(+E+[5(K,I~()+5(L,E) B,

donde en (x) hemos usado la Proposicién 1.1.1 ya que B es convexo. Intercambiando los
papeles de K, K y de L, L llegaremos a

K+LcK+L+ [5([(,}?) +5(L,E)} B,
de donde 1 se deduce directamente. En cuanto a 2, de nuevo (2.15) implica
KULC |K+6(K, f{)@] U [E + (L, E)E} c (K UL) +max{d(K, K),8(L, L\B,

y analogamente, L B .
KULC(KUL)+max{é(K,K),5(L,L}B,

de donde concluimos 2. O
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Nota 2.3.1 Se pueden dar ejemplos que demuestran que la interseccién no es una funcién
continua respecto a la distancia de Hausdorff.

Definiciéon 2.3.1 Dado K € K™, K es medible en el sentido de Lebesgue en R". Asi,
tiene sentido definir su volumen como la medida de Lebesgue de K:

vol(K) = vol,(K) = /del ...dxy € 1]0,00).

En particular, vol(K) > 0 si y sélo si K tiene interior no vacio.

En el siguiente lema usaremos el volumen de un cono en R”. Sea C' C R™ un cono
circular recto de altura A > 0 en R" y radio de la base r > 0. Tras una rotacién podemos
suponer que la base de C' estd contenida en el hiperplano {z,, =0} y que C C {x,, > 0}.

Asi,
h
vol(C) = / dxy...dr, = / vol,—1(C N{z, = t})dt.
C 0
Como C' N {x, = t} es una bola cerrada (n — 1)-dimensional de radio r en R"~1,
tenemos

vol(C) —/Ohvoln_l <E”‘1 (rhh_t» dt—/oh (W)n_lvoln_l(ﬁn_l(l))dt.

En lo que sigue, llamaremos wy, al volumen de la bola unidad en R¥. Asi,

ry\"t " n-1 5, (T\"! ™ wn1 o,
(2'16) VOI(C> = <E> Wn—l/o (h — t) dt = (ﬁ) wn_l? = TT h.

Lema 2.3.1 Sea A C R"™ cerrado y convexo, no compacto y con interior no vacio. Enton-
ces, vol(A) = 0.
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Demostracion. Tomemos x € int(A). Asi, existe » > 0 tal que B(x,r) C A. Como A es
cerrado y no compacto, A no puede ser acotado luego existe una sucesion {z,,},, C A
con d(x, Ty) — 00 si m — oo. Al ser A convexo, el cono C(xy,,r) con vértice z,, y base
el disco de radio r centrado en x y ortogonal al segmento [z, x,,], cumple C(x,,,r) C A.
Como la altura de C(xy,,7) es d(x, z,,), la férmula (2.16) asegura que

(m—o0)

vol(A) > vol(C(zpm, 1)) = %rn_ld(z’,xm) — " 00.

a

Lema 2.3.2 Sean Kq,Ks € E” tales que Ko C int({(l). Entonces, existe a > 0 tal que
para todo K € K™ con 6(K1, K) < «, se tiene Ko C K.

Demostracion. Consideremos la funcién soporte hg,: R™ — R (Seccién 1.7). Dado u €
S"=1(1), el que K C int(K;) implica que

hic,(u) = sup (a,u) < sup (a,u) = hi, (u),
ac Ko a€K,

luego la funcién hr, — hg,: S*"1(1) — R es positiva. Como hg,: R® — R es convexa
(Proposicién 1.7.1) luego continua (Lema 1.7.1), entonces hx, — hg, es continua en el
compacto S"~1(1), y por tanto existe

= min (hg, —h > 0.
o ueé{}l_rll(l)( K1 — hiey ) (u)

Tomemos K € K™ con (K1, K) < a. Dado u € S~ 1(1),

hi,(u) = sup(a,u)
a€eKy

<  sup {a,u) (porque Ky C K+ aB)
acK+aB
< | sup{a,u) | +«
a€K
= hz(u) +a.
De la misma forma, de K C K + aB se deduce que hi(u) < hg, (u) + @, luego
(2.17) |hre, (u) — hg(u)| < a.
Finalmente,

(2.17)
hi,(u) = hi, (u) — (hr, — hiy)(u) < hgg (u) —a < hg(u).
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Como lo anterior es cierto Yu € S"=1(1), el apartado (5) de la Proposicién 1.7.1 implica
que Ky C K. O

Terminaremos esta seccién con el siguiente resultado:

Teorema 2.3.1 La aplicacion vol: (K™, 0) — [0,00) es continua.

Demostracion. Sea K € K™. Veamos que vol: (K", §) — [0, 00) es continua en K.

Caso I: int(K) = @. Como K es convexo y con interior vacio, existe un hiperplano
H C R™ que contiene a K (en caso contrario, K contendria n + 1 puntos afinmente
independientes que forman un simplex n-dimensional con volumen positivo; pero vol(K) =
0 al ser int(K) # ).

Tomemos una bola n-dimensional B(p,r) con p € H y r > 0 tal que K C B(p,r).
Tomemos « € (0,7) y sea K’ € K" tal que 6(K, K') < a. Entonces,

K'c K+46(K,K')BC K +aBC [B(p,r)NH]+aB C C,

donde C es el cilindro en R™ de base B(p,r + ) N H y altura 2« (ver Figura 2.2)

bS]

/
N

H

Figura 2.2: En la figura de la derecha, el cilindro C' aparece de perfil.

Asi,

(2.18) vol(K') < vol(C) = vol,,_1(B" " (r 4+ a))2a = 2waa(r +a)" .
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Ya podemos ver la continuidad del volumen en K: Dado € > 0, tomemos a € (0,7) tal que
2wpa(r + a)" ! < e. Dado K’ € K" con §(K,K') < a, (2.18) asegura que vol(K') < ¢,
luego el volumen n-dimensional es continuo en K.

Caso II: int(K) # . Como el volumen es invariante por traslaciones, podemos supo-

ner que 0 € int(K). Asi, podemos encontrar p > 0 tal que

(2.19) pB C int(K).

Aplicando el Lema 2.3.2 a K; = K y Ky = pB, obtenemos un a > 0 tal que
(2.20) VK € K" con §(K,K) < a, se tiene pB C K.

Con esto ya podemos probar la continuidad del volumen en K: Sea € > 0. ;Existe
0 > 0 tal que si §(K, K) < § entonces |vol(K) — vol(K)| < £? Elegimos A > 1 tal que

(2.21) AT(A" — 1) vol(K) < e.

Es claro que podemos suponer 0 < a < (A = 1)p (tomar o mds pequeno no destruye
(2.20)). Tomemos K € K" con §(K, K) < a. Entonces,

(2.22) KCK+aBcCK+(A—1)pB (Qéo)f?+(x—1)f(@u~(,
donde hemos usando en (%) el apartado (3) de la Proposicién 1.1.1. Analogamente,
(2.23) KCK+aBCK+(\—1)pB (Qég)K+(A—1)K(L)AK.
De (2.22) tenemos
(2.24) vol(K) < vol(AK) = A" vol(K),
luego
(2.25) vol(K) — vol(K) < (A" — 1)vol(K).
Y de (2.23) obtenemos
(2.26) vol(K) < vol(AK) = A" vol(K),
luego
_ (2.25) _ (2:26)
(2.27) vol(K) —vol(K) < (A" —1)vol(K) < (A" — 1)A™vol(K).

Ahora cambiamos los papeles de K, K (el razonamiento no es el mismo):
(2.28)

_ (2.26) (A>1)
<

vol(K) — vol(K) < A"vol(K) — vol(K) = (A" — 1)vol(K) AT(A" — 1)vol(K).

Finalmente, de (2.27) y (2.28) deducimos que |vol(K) — vol(K)| < A*(A\" — 1) vol(K), lo
que termina la demostracién sin mas que usar (2.21). O
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2.4. Resultados de densidad en distancia de Hausdorff

Recordemos que habiamos definido un punto regular x € 0K para un K € Kj como
aquel en el que el hiperplano soporte de K en z es unico (Definicién 1.8.2), que un politopo
es la envolvente convexa de una familia finita de puntos en R™ (Definicién 1.10.1) y que
todo politopo puede verse como una interseccién finita de semiespacios cerrados (Teore-
ma 1.10.1). En esta seccién veremos que tanto los politopos como los convexos compactos
regulares (ver Definicién 2.4.1) son densos en (K", ).

Teorema 2.4.1 Dados K € K" y e > 0, existe un politopo P € K™ tal que P C K C
P +¢B (en particular, 6(K, P) < e). Por tanto, {P € K™ | Pes un politopo} es denso en
(K", 9).

Demostracion. Consideremos el recubrimiento por abiertos {B(x,¢) | z € K}. Por com-
pacidad de K, existen zi,...,z, € K tales que K C U™ B(z;,¢). Sea P el politopo
conv({x1,...,zy}). Por ser K convexo, tenemos P C K. Por otro lado,

K Cc U2 \B(z;,e) = {z1,...,2m} + B C P +€B.

a

Corolario 2.4.1 (K",6) es un espacio topoldgico separable (es decir, admite un subcon-
Junto denso y numerable).

Demostracion. Basta considerar el conjunto de politopos de la forma conv({z1,...,zmn})
donde m € Ny xq,...,2y, € Q", y aplicar el razonamiento en la demostracién anterior. O

Definiciéon 2.4.1 Un convexo A C R" se dice regular si todo punto = € JA es regular,
es decir, el hiperplano soporte de A en z es unico (la existencia estd asegurada por el
Teorema 1.4.1).

Teorema 2.4.2 Dados K € K" y e > 0, existe R C K" regular tal que K C R C K + B
(en particular, 6(K, R) < ¢). Por tanto, {R € K™ | R es reqular} es denso en (K", ).

Demostracion. Sea R = U(K,e) = {p € R" | d(p,K) < €} = K + &B el entorno tubular
cerrado de K de radio &, que es convexo por el apartado (3) de la Proposicién 1.1.1.
Entonces, K C R = K + B, luego sélo queda probar que R es regular:

Por ser R un cerrado convexo, dado x € OR el apartado (1) del Teorema 1.4.1 ase-
gura la existencia de un hiperplano soporte de R en z. Ademas, la Proposicién 1.2.1 nos
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permite considerar la proyeccién métrica sobre K, px: R" — K. Como =z € R = {p €
R™ | d(p, K) = ¢), tenemos d(z, px (x)) = €. Ya podemos probar la unicidad del hiperplano
soporte de R en x: sea H C R™ un hiperplano soporte de R en x: Como z € 0B(px(x),¢)
y B(pk(x),e) C R, entonces H es un hiperplano soporte de B(px(z),e) en x. Como
OB(pk(x),e) = S" L(pk(x),e) es una hipersuperficie diferenciable, H debe ser el hiper-
plano tangente a S"~!(pg(z),€) en z. Por tanto, H es tnico luego x es un punto regular
de R. O

Nota 2.4.1 Si un convexo R C R" tiene borde diferenciable, entonces R es regular (el
hiperplano soporte en cualquier x € R es el hiperplano tangente a la hipersuperficie
diferenciable OR, y por tanto es tnico). Este argumento es también vélido si sélo impo-
nemos que OR sea de clase C'. Por otro lado, en la tltima demostracién hemos visto que
si K € K" ye >0, entonces R := K + B es un convexo regular. En este caso, OR es
de clase C11': En efecto, como R es regular, dado x € OR tiene sentido el vector normal
unitario exterior N(z) € S*71(1) a R en x, que define una aplicacién N: R — S"~1(1).
Basta comprobar que N es de clase C%! (Lipschitziana): dado x € OR, la demostracién
anterior prueba que el hiperplano soporte de R en x coincide con el hiperplano tangente
a S" ! (px(x),e) en x. Por tanto, N(z) = Hi:ﬁ% = 1(z — pk(2)) y dados z,y € OR,
) 2
(lz = yll + lIpx (2) = prc () = Zllz=yl,

o | =

ING@)~ NIl = Ll px (@) ~y+prc()| <

donde en (%) hemos usado el apartado (3) de la Proposicién 1.2.2. Por tanto, N es Lips-
chitziana, con constante de Lipschitz menor o igual que 2/e.
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2.5. Ejercicios.

1. Calcular la distancia de Hausdorff entre las siguientes parejas K, L de compactos de R?:

a) K =[-1,2] x [-1,2], L = B(0,1).
b) K= E((L 1)a 1)' L= E((_L _1)72)'
C) K = COHV({(O, 0)7 (17 0)7 (L 1)})' L= conv({(O, O)a (_1a 0)7 (_17 1)})
2. Sean {p!}ien — p', ..., {pF}ien — pP* sucesiones convergentes en R". Probar que la

sucesién de politopos K; = conv({p},...,pf}) converge en distancia de Hausdorff al
politopo K = conv({p',...,p"}).

3. Encontrar una sucesién de poligonos { P, },, en R? cuyo limite en la distancia de Hausdorff
sea el disco cerrado unidad.

4. Sean K, L € C™. Se definen
S (K,L)=inf{a>0| LC K+aB}, 0.,K,L)=if{a>0|K C L+ aB}.

a) Probar que la distancia de Hausdorff es §(K, L) = méax{6*(K, L), 6,(K,L)}.

b) Demostrar que 6*(K, L) = 0.(L, K).

c¢) Probar que 0*(K,L) =0siysélosi L C K,y que 0.(K,L) =0siysélosi K C L.
d) Probar que §*, 0, satisfacen la desigualdad triangular.

5. Si generalizamos la definicién de la distancia de Hausdorff a subconjuntos cualesquiera
de R™, encontramos algunas dificultades. Dados X,Y C R" definimos

dpg(X,Y)=mf{a>0| X CY +aBeY C X +aB}.
(Comparar con la Definicién 2.1.1).

a) El infimo que aparece en dp ya no es necesariamente un minimo: Consideremos los
conjuntos X = {1/i}ien, Y = {—1/i}ien en R. Probar que dy(X,Y) =1y que
X ¢Y+B.

b) Probar que el Lema 2.1.1 sigue siendo cierto para dy (aunque su demostracién no
es valida en esta situacién mas general).

c) Demostrar que di(X,Y) = 0siy sélosi X =Y (comparar con lo que ocurre para
la distancia de Hausdorff).

d) Probar que dy(X,Y) = dg(Y,X) y que la desigualdad triangular sigue siendo
cierta para dy. Por tanto, d es una pseudo-distancia.
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6. Probar que si en R™ cambiamos la distancia usual d(z,y) = || — y|| por cualquier otra
distancia d’ equivalente a d, entonces las distancias de Hausdorff 4, asociadas a d, d’
son equivalentes. En este sentido, la topologia de (C™,0) sélo depende de la topologia
usual de R"™, no de la distancia que la genera.

7. Sea (X,d) un espacio métrico. En este ejercicio veremos cémo generalizar la distancia
de Hausdorff en X. Consideremos la familia C de los subconjuntos no vacios, cerrados y
acotados de X. Dado K € C y a > 0, denotaremos por K, = {z € X | d(z,K) < a}.
Asi, K, € C, VK € C, a > 0. Probar que definiendo

(K,L)=mf{a >0 | K C L,y L C K,}, K, LeC,
se define una distancia en C, llamada la distancia de Hausdorff.

8. Sea (X,d) un espacio métrico completo. En este ejercicio generalizaremos el Teore-
ma 2.1.1, probando que (C,d) es un espacio métrico completo, donde C, ¢ se definieron
en el Ejercicio 7. Tomemos una sucesién { K, },, de Cauchy en (C,¢). Basta probar que
{Kn}m admite una parcial §-convergente.

a) Probar que existe una parcial { K, ) bken C { Ko }m tal que 6 (K i) K rr1)) <
2% Yk € N. En lo que sigue, volveremos a llamar {Kp}m a esta parcial, para
no complicar mas la notacién, y probaremos que {K,,},, es d-convergente a un
elemento de C. Por tanto,

(2.29) (K Kmy1) <27™, ¥YmeN.

b) Fijemos x1 € K. Usar la condicién (2.29) para probar que VYm > 2, existe x,, €
K, tal que d(zpm,, Tm+1) < 27™ Vm € N. Deducir de la completitud de (X, d)
que {zp, }m>1 converge a un elemento z € X. Usar la desigualdad triangular para
demostrar que

(2.30) d(xp, ) <27 ¥m e N,
c¢) Definimos
A= {x € X |VmeN, Iz, € K con d(@m, Tm_1) < 2°™, Hm am = x} :
m—0o0
que es no vacio por el apartado 8b. Usar (2.30) para probar que
(2.31) A C (Kp)g-m+1, Vm € N.

Concluir que A es acotado en (X, d) y que A € C.
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d) Sea € > 0. Usar (2.31) para probar que existe mi(e) € N tal que A C (Ky,).,
Ym > mj.

e) Sea ym € K,y,. Usar el procedimiento del apartado 8b para producir una sucesién
{ynth>m con yp, € Kp y d(yn, yn+1) < 2" ¥h > m, de forma que {ynth>m
converge en (X,d) a un elemento yoo € A, que cumplird d(yp,yoo) < 270F1
Vh > m por (2.30). Concluir que d(ym,, A) < 27mFL,

f) Sea € > 0. Usar el apartado 8e para probar que Ims(e) € N tal que K, C (4)e,
Vm > ma. Deducir de esto y del apartado 8d que {K,,}., converge a A en (C,6).
Por tanto, (C,0) es completo.



