Problemas de Capilaridad

Queremos estudiar desde el punto de vista del calculo de variaciones el siguiente problema,
para luego implementarlo con Evolver:

Dada una superficie © C R (que llamaremos superficie de ligadura), cudles
son las superficies compactas y con borde M que minimizan el drea con una
topologia dada, cuyo borde OM se apoya en X y M corta a X con un dngulo
constante prescrito? sy si ademds prescribimos que M encierre junto con X
un volumen dado?

El problema anterior exigird minimizar un funcional distinto al funcional area. Sea M el
conjunto formado por todas las superficies compactas M C R? con borde OM C X, de
manera que si llamamos D C ¥ al dominio encerrado por 0M en X, entonces M U D es el
borde de un abierto © de R?. Dado ¢ € R, llamamos

E.: M —R | E.(M)= Area(M) + ¢ Area(D).

Proposicién 1 Sea {¢; : M — R3}; una familia diferenciable de inmersiones, de forma
que Yo(M) = M y Y (M) € MVt € (—¢,¢). Entonces, la primera formula de variacion
de E,. es J
& Ew(n) = -2 [ HGN)YdA+ [ (o - ens) ds, 1)
dt 0 M oM
donde H es la curvatura media de M respecto del normal unitario N : M — S*(1), 1 es

el campo variacial de Wy y nar, My son respectivamente los conormales unitarios exteriores
aM yaD alolargo de OM = 0D.

Demostracion. Llamemos Dy al dominio encerrado por 1:(0M) en X. Entonces,

d d
E OEC(¢t(M)) = E

d
. Area(yy(M)) + ¢ 7

Area(Dy), (2)
0

Calculamos el primer sumando de (2). Como 4 ’0 Area(1)4(M)) no depende de 1, sino s6lo

de 1, podemos dividir el cdlculo en dos casos:

» Supongamos que 1) = uN con u € C*°(M). Entonces, la primera férmula de variacién
del area nos dice que

dt

Area(yy(M)) = —2/ HudA. (3)
0 M



= Supongamos que ¥ € X(M). Sea {¢;} el grupo local uniparamétrico de ) (como M
es compacta, podemos suponer que ¢; estd definido en M Vt € (—¢,¢)). De nuevo el

/ ga= [ 42
0 Jr (M) M dt|g
d

Calculamos % ’0 (¢;dA) puntualmente. Tomemos una base local ortonormal {ej, e2}
de X(M). Entonces, pfdA = det (dpi(e1), dpi(e), N) dA luego

d
dt |y

que %’0 Area(1py(M)) sélo depende de ¢ implica

d

Area(uy(M)) = & ‘

dt |,

7, Area(p(M)) =

(prdA).

dpi(es), N)] dA.

(prdA) = [det(%

d
dpi(er), ea, N) + det(eq, —
0 dt 1o

Tomemos una curva «;(s) en M que pasa en s = 0 por el punto en el que e;
(ai(s)) =
4 o %’0 er(ai(s)) = & o zbai(s) = V,, ¥, donde V es la conexién de Levi-Civita de

(R3,(,)). Por tanto, la ecuacién de Gauss nos dice que si llamamos V a la conexién
de Levi-Civita de M, entonces

/ d d| d
es vector tangente, con «;(0) = e;. Entonces, E’gdgot(ei) = %’0 ds|,

| (91) = [AeU(T oy e, N) + deter, Topth N)] 44
0

= [(Veyth, 1) + (Veyh, e2)] dA = divas () d4,

donde div;; denota divergencia respecto a la métrica inducida en M. Por tanto,

dt|o

Area(dh; (M /leM b) dA = / (W mag) d (4)

Juntando (3), (4) obtenemos

d
dt |

Area(v(M)) = =2 [ H(,N)dA+ / (b, ) ds. (5)

En cuanto a —’ Area(Dy), como la variacién t — Dy es tangente a X (porque ¢ (M) € M

V|t| <€), deducimos de (4) que

2 Areay - /a ) ds = /8 (o) ds, (6)

donde en la tltima igualdad hemos usado que 0D, OM tienen orientaciones opuestas. Por
ultimo, de (5) y (6) deducimos la férmula de variacién de E.. O

Ya podemos saber qué funcional tenemos que minimizar para obtener soluciones al
problema de capilaridad con dngulo prescrito a:



Corolario 1 Sea M € M. Entonces:

1. M es punto critico de E. para toda variacion de M en M siy solo si H =0y M
corta a ¥ con dngulo constante o dado por ¢ = cos(a).

2. M es punto critico de E. para toda variacion de M en M que conserva el volumen
(al orden uno) si y sélo si H es constante y M corta a ¥ con dngulo constante «
dado por ¢ = cos(a).

Demostracion. Supongamos que M € M es un punto critico de E. para variaciones de M
en M. Tomando variaciones con borde fijo al orden uno (i.e. ¥|gas = 0), (1) nos dice que

%’0 E.(«(M)) = -2 [y, H<¢, N)dA, es decir, H es L%-ortogonal al subespacio vectorial

{u € C®(M) | ulpar = 0}, que es denso en L2(M). Por tanto, H = 0 en M. Si sélo
suponemos que M es un punto critico de E,. para variaciones de M en M que conserven el
volumen al orden 1, el mismo razonamiento nos dice que H es L?-ortogonal al subespacio
vectorial {u € C*(M) | ulopr =0, [}, w =0}, y por tanto H es constante en M.

Seguimos suponiendo que M es critica para E. en el sentido del apartado 1 6 2. En
cualquier caso, (1) nos dice que dada cualquier variacién de M en M (a volumen constante
si estamos en el apartado 2),

d )
Gl Bl an) = [ o = ens) s

Dada ¢ € C°°(dM), siempre podemos encontrar ¢ tal que 9|gas = ¢ 1x. Sustituyendo
en la ultima férmula, obtenemos que las funciones ¢, (ns, Ny — cnx) = (s, nv) — ¢ son
L?-ortogonales. Moviendo ¢ en C*® (M) se deduce que ¢ = (ns,ny) = cos(a), donde «
es el dngulo que forman M y 3 al cortarse (que en particular, debe ser constante). O



