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Introduccidn

Un grupo simétrico es el grupo de automorfismos de algtin objeto
X de la categoria Set:

SX = (Autget(X), o, idx)

J. Elgueta Grupos simétricos categdricos



Introduccidn

Un grupo simétrico es el grupo de automorfismos de algtin objeto
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Definicion.
Un grupo simétrico categérico, o 2-grupo de permutaciones,
es el 2-grupo de las autoequivalencias de algln objeto G de la
2-categoria Gpd:

Sg = (€quepa(9), o, idg).
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Un grupo simétrico categérico, o 2-grupo de permutaciones,
es el 2-grupo de las autoequivalencias de algln objeto G de la

2-categoria Gpd:
Sg = (gqUGpd(g),O, idg).

Ejemplos.

@ G =X, grupoide discreto definido por un conjunto X.
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Un grupo simétrico categérico, o 2-grupo de permutaciones,
es el 2-grupo de las autoequivalencias de algln objeto G de la

2-categoria Gpd:
Sg = (gqUGpd(g),O, idg).

Ejemplos.

@ G =X, grupoide discreto definido por un conjunto X.

@ G = FinSet, grupoide de los conjuntos finitos y las biyecciones
entre ellos.
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Un grupo simétrico categérico, o 2-grupo de permutaciones,
es el 2-grupo de las autoequivalencias de algln objeto G de la

2-categoria Gpd:
Sg = (gqUGpd(g),O, idg).

Ejemplos.

@ G =X, grupoide discreto definido por un conjunto X.

@ G = FinSet, grupoide de los conjuntos finitos y las biyecciones
entre ellos.

Semsar @ Z2[1] x Z>[0]
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Objetivo.

Determinar los invariantes
homotaopicos de Sg para un grupoide
G cualquiera.




Plan de la charla

@ 2-grupos

© Producto semidirecto de 2-grupos

© 2-grupos de permutaciones
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2-grupos

2-grupos
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2-grupos

2-grupos

Un 2-grupo G es un grupoide G junto con

@ un functor ® : G x G > G,
@ un objeto distinguido e,

@ isomorfismos naturales
axy 7 X®(y®z) 5 (x®y)®z
ly:e®x S x
Iy : X® e i X
tal que cada objeto x tiene un inverso x* (en general débil):

x®x 2e2x' ®x.
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2-grupos

2-grupos

Un 2-grupo G es un grupoide G junto con

@ un functor ® : G x G > G,
@ un objeto distinguido e,

@ isomorfismos naturales
axy 7 X®(y®z) 5 (x®y)®z
ly:e®x S x
Iy : X® e i X
tal que cada objeto x tiene un inverso x* (en general débil):
x®x" 2exx" ®x.
Si a,/, r son identidades y los inversos son estrictos se habla de
2-grupo estricto.
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Un ejemplo genérico.

Si C es una 2-categoria (no estricta en general) y X € C, el 2-grupo

Eun(X) = (gun(X)ao7 idX7aa Ia r)
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Un ejemplo genérico.

Si C es una 2-categoria (no estricta en general) y X € C, el 2-grupo

Eun(X) = (5un(X)7o7 idX?‘ga Ia r)

Tipos particulares de 2-grupos.

@ 2-grupo discretos G[0] (G grupo):
objetos: elementos de G
morfismos: las identidades
producto tensorial: g1 ® g» = g1&
objeto unidad: 1€ G
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Un ejemplo genérico.

Si C es una 2-categoria (no estricta en general) y X € C, el 2-grupo

Eun(X) = (5un(X)7o7 idX?‘ga Ia r)

Tipos particulares de 2-grupos.

@ 2-grupo discretos G[0] (G grupo):
@ objetos: elementos de G
e morfismos: las identidades
e producto tensorial: g1 ® g» := g18»
e objeto unidad: 1€ G

@ 2-grupos de un solo objeto A[1] (A grupo abeliano):

e morfismos: elementos de A

@ composicion: aj o ap :=aj + ap

e producto tensorial: a; ® a> := a1 + a,
e objeto unidad: 0 € A
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@ 2-grupos elementales A[1] x G[0] (G grupo, A G-médulo):
objetos: elementos de G

morfismos: elementos de A x G, siendo (a,g):g > g
composicién: (a’,g)o (a,g):=(a' +a,g)

producto tensorial: g1 ® g» := g18»

(a1,81) ® (a2,82) = (a1 + g1 22, 8182)
objeto unidad: 1€ G
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@ 2-grupos elementales A[1] x G[0] (G grupo, A G-médulo):
objetos: elementos de G

morfismos: elementos de A x G, siendo (a,g):g > g
composicién: (a’,g)o (a,g):=(a' +a,g)

producto tensorial: g1 ® g» := g18»

(a1,81) ® (a2,82) = (a1 + g1 22, 8182)
objeto unidad: 1€ G

@ 2-grupos especiales A[1] x, G[0] (G grupo, A G-médulo,
z€Z3(G,A)): igual que A[1] x G[0] pero con asociador
agi.eres = (2(81,82,83),818283)-
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Caracter homogéneo de los 2-grupos.

Dado cualquier 2-grupo G y cualquier objeto x € G, existen
isomorfismos candnicos

Vx, Ox : Autg(e) =, Autg(x)
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Caracter homogéneo de los 2-grupos.

Dado cualquier 2-grupo G y cualquier objeto x € G, existen
isomorfismos candnicos

Vx, Ox : Autg(e) =, Autg(x)

Consecuencia. El grupoide subyacente de un 2-grupo cualquiera
es de la forma

G~ [ BAutg(e).

xeR

donde R es un conjunto cualquiera de representantes de las clases
isomorfia de objetos de G.
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Los 2-grupos constituyen una 2-categoria 2Grp.
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Los 2-grupos constituyen una 2-categoria 2Grp.

Definicion.

Dados G, G’ 2-grupos, un morfismo de G a G’ es un functor
monoidal F = (F,u): G - G’

e functor F:G - G’
@ isomorfismos naturales /i, : F(x ® y) 5 Fx e Fy.
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Teorema (Sihn, 1975).

Existe biyeccién candnica

Clases isomorfia ternas

Clases de (G, A, ) tales que
equivalencia - e G un grupo
de 2-grupos e A un G-médulo
® (€ H3(G,A)

J. Elgueta Grupos simétricos categdricos



Teorema (Sihn, 1975).

Existe biyeccién candnica

Clases isomorfia ternas

Clases de (G, A, ) tales que
equivalencia - e G un grupo
de 2-grupos | =7 e A un G-médulo
® (€ H3(G,A)

Prueba.

e Dada [(G,A,a)], se aplica a la clase del 2-grupo especial
A[1] x, G[0] para cualquier 3-cociclo normalizado z € .
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Teorema (Sihn, 1975).

Existe biyeccién candnica

Clases isomorfia ternas

Clases de o | (GA @) tales que
equivalencia - e G un grupo
de 2-grupos | 7 e A un G-médulo
® (€ H3(G,A)

Prueba.

e Dada [(G,A,a)], se aplica a la clase del 2-grupo especial
A[1] x, G[0] para cualquier 3-cociclo normalizado z € .

e Dado G, se aplica a la clase de (7(G), 11 (G),a(G)), donde
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e mo(G) (primer grupo de homotopia): grupo de las clases de
isomorfia de los objetos de G con el producto

[X][y]=[x®y]
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e mo(G) (primer grupo de homotopia): grupo de las clases de
isomorfia de los objetos de G con el producto

[X][y]=[x®y]

e 71(G) (segundo grupo de homotopia): grupo abeliano de
los automorfismos del objeto unidad con la 7o (G)-accidn

[x] € u:= 7 (6x (1)) ~ idy ® u® idys
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e mo(G) (primer grupo de homotopia): grupo de las clases de
isomorfia de los objetos de G con el producto

[X][y]=[x®y]

e 71(G) (segundo grupo de homotopia): grupo abeliano de
los automorfismos del objeto unidad con la 7o (G)-accidn

[x] @ ui=~ 0k (1)) ~ idy ® u® idys

@ a(G) (invariante de Postnikov): clase de cohomologia
[z] e H3(mo(G), 71 (G)) definida por

Z([X], [y]7 [Z]) ~ fY;é(y@z)(aX,yJ)

O
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Corolario.

Dado cualquier 2-grupo G se cumple
G = m1(G)[1] x; m0(G)[0]

donde z es un 3-cociclo normalizado cualquiera de a(G). Al
2-grupo de la derecha le llamaremos modelo minimal de G.
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Corolario.

Dado cualquier 2-grupo G se cumple
G = m1(G)[1] x; m0(G)[0]

donde z es un 3-cociclo normalizado cualquiera de a(G). Al
2-grupo de la derecha le llamaremos modelo minimal de G.

Ejemplo.

Sea k cuerpo alg. cerrado, Caty la 2-categoria de las categorias
k-lineales, G grupo finito y Vect,[G] el “2-espacio vectorial
engendrado por G”, i.e. la complecién aditiva de la categoria
k-lineal generada por el grupoide BG.
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Corolario.

Dado cualquier 2-grupo G se cumple
G = m1(G)[1] x; m0(G)[0]

donde z es un 3-cociclo normalizado cualquiera de a(G). Al
2-grupo de la derecha le llamaremos modelo minimal de G.

Ejemplo.

Sea k cuerpo alg. cerrado, Caty la 2-categoria de las categorias
k-lineales, G grupo finito y Vect,[G] el “2-espacio vectorial
engendrado por G”, i.e. la complecién aditiva de la categoria
k-lineal generada por el grupoide BG.

Equcar, (Vecti[G]) = (k*)"[1] % (Sp, x - x S,,)[0]
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Corolario.

Dado cualquier 2-grupo G se cumple
G = m1(G)[1] x; m0(G)[0]

donde z es un 3-cociclo normalizado cualquiera de a(G). Al
2-grupo de la derecha le llamaremos modelo minimal de G.

Ejemplo.

Sea k cuerpo alg. cerrado, Caty la 2-categoria de las categorias
k-lineales, G grupo finito y Vect,[G] el “2-espacio vectorial
engendrado por G”, i.e. la complecién aditiva de la categoria
k-lineal generada por el grupoide BG.

Equcat, (Vecti[G]) = (k*)"[1] x (Sr, x - x Sp,)[0]
Si G=1, Vecty[1] = Vecty y Equcar, (Vecty) ~ (k*)[1].
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Un 2-grupo G es escindido si a(G) = 0. Equivalentement, si
G ~m1(G)[1] » mo(G)[0].
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Un 2-grupo G es escindido si a(G) = 0. Equivalentement, si
G ~m1(G)[1] » mo(G)[0].

Observacion. Un 2-grupo estricto G es escindido si existe seccidn
s :mo(G) - Go que es morfismo de grupos.
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Definicion.

Un 2-grupo G es escindido si a(G) = 0. Equivalentement, si
G ~m1(G)[1] » mo(G)[0].

Observacion. Un 2-grupo estricto G es escindido si existe seccidn
s :mo(G) - Go que es morfismo de grupos.

Ejemplo.

Si Ds es el grupo dihedral de orden 10, Spp, es escindido pero no
cumple la condicién anterior.
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Producto semidirecto de 2-grupos

Producto semidirecto de 2-grupos
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Producto semidirecto de 2-grupos

Producto semidirecto de 2-grupos

Dados G y H 2-grupos cualesquiera, una accion (por la izquierda)
de G sobre H es un morfismo de 2-grupos

F=(F,un):G - Equagrp (H).
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Producto semidirecto de 2-grupos

Producto semidirecto de 2-grupos

Definicion.
Dados G y H 2-grupos cualesquiera, una accion (por la izquierda)
de G sobre H es un morfismo de 2-grupos

F=(F,u): G~ Equaer(H).

La accion es:

@ estricta si [F es estricto,
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Producto semidirecto de 2-grupos

Producto semidirecto de 2-grupos

Definicion.
Dados G y H 2-grupos cualesquiera, una accion (por la izquierda)
de G sobre H es un morfismo de 2-grupos

F=(F,un):G - Equagrp (H).

La accion es:
@ estricta si [F es estricto,

e fuertemente estricta si es estricta y para todo x € G la
autoequivalencia F(x) de H es morfismo estricto.
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Producto semidirecto de 2-grupos

Ejemplo-Definicién.
Dados 2-grupo G y n > 1, existe accién (por la izquierda)
fuertemente estricta (accion wreath) de S,[0] sobre G

W = (W, 1) : S,,[O] =2 IEqU2Grp(Gn)

que envia la permutacién o a la autoequivalencia estricta
P, = (P,,1) : G" — G" definida por
@ sobre objetos: Py (x1,...,Xn) = (Xp-1(1)s -+ +» Xo1(n)) =0 IX

e sobre morfismos: Py (f1,...,fn) = (f-1(1-- -, fU_l(,,)) =gaf
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Producto semidirecto de 2-grupos

Dada accidn por la derecha >: G — Equagp (H), el producto

semidirecto G x H es el grupoide G x H equipado con

@ producto tensorial:
o (g,h)e (g h)=(gog’ (h>g')eh)
o (¥,0)® (¥, ¢'):= (e, ((¢>)ed)
@ objeto unidad: (e,e)
@ isomorfismos de asociatividad y de unidad:
("] a(g,h),(g’,h’),'gg”,h”) = (ag,g’,g”yég’,g";h,h’,h”)

] /(gvh) = (/g7 /g;h)
) r(g)h) = (rg,rh)
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Producto semidirecto de 2-grupos

Dada accidn por la derecha >: G — Equagp (H), el producto

semidirecto G x H es el grupoide G x H equipado con

@ producto tensorial:
o (g,h)e (g h)=(gog’ (h>g')eh)
o (¥,0)® (¥, ¢'):= (e, ((¢>)ed)
@ objeto unidad: (e,e)
@ isomorfismos de asociatividad y de unidad:
("] a(g,h),(g’,h’),'gg”,h”) = (ag,g’,g”yég’,g";h,h’,h”)
© lig.ny = (g lg:n)

) r(g)h) = (rg,?h)

Observacion. A menos que la accidn sea fuertemente estricta,
H x G puede no ser estricto aunque lo sean G y H.
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Producto semidirecto de 2-grupos

Dada accidn por la derecha >: G — Equagp (H), el producto

semidirecto G x H es el grupoide G x H equipado con

@ producto tensorial:
o (g,h)e (g h)=(gog’ (h>g')eh)
o (¥,0)® (¥, ¢'):= (e, ((¢>)ed)
@ objeto unidad: (e,e)
@ isomorfismos de asociatividad y de unidad:
("] a(g,h),(g’,h’),Sg”,h”) = (ag7gl7g/!7 ég’.g”;h,h’,h”)
o /(gvh) = (/g7 /g;h)

) r(g)h) = (rg,Fh)

Observacion. A menos que la accidn sea fuertemente estricta,
H x G puede no ser estricto aunque lo sean G y H.
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Producto semidirecto de 2-grupos

Ejemplo-Definicidn.

Dados 2-grupo G y n>1, el producto wreath S,[0]22 G es el
producto semidirecto

Sn[0]:2 G:=S,[0] x G

definido por la accién wreath de S,[0] sobre G.
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Producto semidirecto de 2-grupos

Ejemplo-Definicidn.

Dados 2-grupo G y n>1, el producto wreath S,[0]22 G es el
producto semidirecto

Sn[0]:2 G:=S,[0] x G

definido por la accién wreath de S,[0] sobre G.

Observacion. Si G es estricto, S,[0] 22 G es estricto.
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2-grupos de permutaciones

2-grupos de permutaciones

Objetivo. Dado grupoide G, encontrar modelo minimal de Sg.
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2-grupos de permutaciones

2-grupos de permutaciones

Objetivo. Dado grupoide G, encontrar modelo minimal de Sg.

Definicion.

Un grupoide G es de tipo finito si para cada grupo G el grupoide
G tiene un ndmero finito de clases de isomorfia de objetos con
grupo de automorfismos (isomorfo a) G.
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2-grupos de permutaciones

2-grupos de permutaciones

Objetivo. Dado grupoide G, encontrar modelo minimal de Sg.

Definicion.

Un grupoide G es de tipo finito si para cada grupo G el grupoide
G tiene un ndmero finito de clases de isomorfia de objetos con
grupo de automorfismos (isomorfo a) G.

Salvo equivalencias, un grupoide de tipo finito queda determinado

por la familia de pares {(n;, G;)}ie; con n; > 1 el nimero de clases
de isomorfia de objetos con grupo de automorfismos G;.
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2-grupos de permutaciones

2-grupos de permutaciones

Objetivo. Dado grupoide G, encontrar modelo minimal de Sg.

Definicion.

Un grupoide G es de tipo finito si para cada grupo G el grupoide
G tiene un ndmero finito de clases de isomorfia de objetos con
grupo de automorfismos (isomorfo a) G.

Salvo equivalencias, un grupoide de tipo finito queda determinado

por la familia de pares {(n;, G;)}ie; con n; > 1 el nimero de clases
de isomorfia de objetos con grupo de automorfismos G;.

g:]_[(ﬁBG,-)

iel
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2-grupos de permutaciones

Ejemplos.

@ Si X conjunto finito, X es de tipo finito.
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2-grupos de permutaciones

Ejemplos.

@ Si X conjunto finito, X es de tipo finito.

@ Si G grupo, BG es de tipo finito.
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2-grupos de permutaciones

Ejemplos.

@ Si X conjunto finito, X es de tipo finito.
@ Si G grupo, BG es de tipo finito.

@ FinSet es de tipo finito.
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2-grupos de permutaciones

Ejemplos.

@ Si X conjunto finito, X es de tipo finito.
@ Si G grupo, BG es de tipo finito.
@ FinSet es de tipo finito.

@ Si X espacio topoldgico con niimero finito de componentes
arco-conexas, 1(X) es de tipo finito.
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2-grupos de permutaciones

Notacion. Dada familia {(n;, G;)}je; con n; > 1y G; grupo

S{(n,G1)}ier = EqUGpd (]_I (I_[ BG,-))

iel
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2-grupos de permutaciones

Notacion. Dada familia {(n;, G;)}je; con n; > 1y G; grupo

S{(n,G1)}ier = EqUGpd (]_I (I_[ BG,-))

iel

@ Si |/| =1 escribiremos S, .
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2-grupos de permutaciones

Notacion. Dada familia {(n;, G;)}je; con n; > 1y G; grupo

S{(n,G1)}ier = EqUGpd (]_I (I_[ BG,-))

iel

@ Si |/| =1 escribiremos S, .

@ Si|l|=1y n=1 escribiremos Sg.
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2-grupos de permutaciones

Notacion. Dada familia {(n;, G;)}je; con n; > 1y G; grupo

S{(n,G1)}ier = EqUGpd (]_I (I_[ BG,-))

iel

@ Si |/| =1 escribiremos S, .
@ Si|l|=1y n=1 escribiremos Sg.
@ Si|l|=1y G =1 escribiremos S,.
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2-grupos de permutaciones

Notacion. Dada familia {(n;, G;)}je; con n; > 1y G; grupo
S{(ni,Gi)}ie/ 3= IEqUGpd (H (H BG;))
iel

@ Si |/| =1 escribiremos S, .
@ Si|l|=1y n=1 escribiremos Sg.
@ Si|l|=1y G =1 escribiremos S,.

Observar que:
@ S¢ = Sgg.
@ S, 2S,[0] y escribiremos S, 22 G en lugar de S,[0]22 G.
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2-grupos de permutaciones

Teorema.

Para cualquier familia {(n;, G;) }c/ del tipo anterior se tiene
S{(”hGi)}iel = HS'U 22 Sg;
i€l
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2-grupos de permutaciones

Teorema.

Para cualquier familia {(n;, G;) }c/ del tipo anterior se tiene
S{(”hGi)}iel = HS'U 22 Sg;
i€l

Prueba.
Paso 1. Sy, g; = [1ies Sg;-
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2-grupos de permutaciones

Teorema.

Para cualquier familia {(n;, G;) }c/ del tipo anterior se tiene
S{(”hGi)}iel = HS'U 22 Sg;
i€l

Prueba.
Paso 1. Sy, g; = [1ies Sg;-

Basicamente, consecuencia de

Fun(] [ Ai,B) = [ [ Fun(A;, B).

iel iel
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2-grupos de permutaciones

Teorema.

Para cualquier familia {(n;, G;) }c/ del tipo anterior se tiene
S{(”hGi)}iel = HS'U 22 Sg;
i€l

Prueba.
Paso 1. Sy, g; = [1ies Sg;-

Basicamente, consecuencia de

Fun(] [ Ai,B) = [ [ Fun(A;, B).

iel iel

En nuestro caso, obtenemos que Sy, 6y}, = ITies Sni G-
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2-grupos de permutaciones

Teorema.

Para cualquier familia {(n;, G;) }c/ del tipo anterior se tiene
S{(”hGi)}iel = HS'U 22 Sg;
i€l

Prueba.
Paso 1. Sy, g; = [1ies Sg;-

Basicamente, consecuencia de

Fun(] [ Ai,B) = [ [ Fun(A;, B).

iel iel
En nuestro caso, obtenemos que Sy, 6y}, = ITies Sni G-

Paso 2. S, ~S,22 Sg. O
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2-grupos de permutaciones

El problema de determinar los invariantes homotépicos del 2-grupo
S{(nnGi)}ie/ = HS":' 22 Sg;
iel

queda ahora reducido a determinar:
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2-grupos de permutaciones

El problema de determinar los invariantes homotépicos del 2-grupo
S{(nnGi)}ie/ = HS":' 22 Sg;
iel
queda ahora reducido a determinar:

@ Los invariantes homotdpicos de un producto en términos de
los de sus factores.
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2-grupos de permutaciones

El problema de determinar los invariantes homotépicos del 2-grupo
S{(nnGi)}ie/ = H Sn; 22 Sg;
iel
queda ahora reducido a determinar:

@ Los invariantes homotdpicos de un producto en términos de
los de sus factores.

@ Los invariantes homotdpicos de un producto wreath S, G
en términos de los de G y de n.
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2-grupos de permutaciones

El problema de determinar los invariantes homotépicos del 2-grupo
S{(nnGi)}ie/ = H Sn; 22 Sg;
iel
queda ahora reducido a determinar:

@ Los invariantes homotdpicos de un producto en términos de
los de sus factores.

@ Los invariantes homotdpicos de un producto wreath S, G
en términos de los de G y de n.

© Los invariantes homotdpicos de Sg para cualquier grupo G.
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2-grupos de permutaciones

Problema 1. Invariantes homotdpicos de un producto.

Lema.

Dada familia de grupos {G;};; y un G;-médulo A;, i€/, existe
monomorfismo candnico ¥ : [T;e; H*(Gj, A;) = H*(ITie; Gi, [Tjes Ai)-
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2-grupos de permutaciones

Problema 1. Invariantes homotdpicos de un producto.

Lema.

Dada familia de grupos {G;};; y un G;-médulo A;, i€/, existe
monomorfismo candnico ¥ : [T;e; H*(Gj, A;) = H*(ITie; Gi, [Tjes Ai)-

Teorema.

Dada {G;};¢; familia arbitraria de 2-grupos, se tiene
o mo([Tje1 Gi) = [Ties m0(Gy)-
© m1([Tjes Gi) = [Tie m1(Gy) con la accién de mo([Tje Gi)
definida componente a componente.
o a([Ties Gi) = Y(a(Gi)ier)-
En particular, [];c G; es escindido si y sélo si G; es escindido para
todo i€ /.
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2-grupos de permutaciones

Problema 2. Invariantes homotdpicos de S, :2 G.
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2-grupos de permutaciones

Problema 2. Invariantes homotdpicos de S, :2 G.

Dados n > 1, un grupo G y un G-médulo A cualesquiera:

@ Existe accién inducida de S, 2 G sobre A”.

@ Existe morfismo candnico de complejos
on: C*(G,A) > C*(Sp,:G,A™)

e El morfismo inducido ¢, . : H*(G,A) - H*(S,:G,A") es
inyectivo y natural en (G, A).
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2-grupos de permutaciones

Teorema.

Dados n > 1y 2-grupo G, se tiene:
@ m(Sp22G) 2 S, mp(G)
o m1(Sp22G) 2w (G)".

o El invariante de Postnikov de S,:: G es la imagen del
invariante de Postnikov de G por el monomorfismo ¢, .
anterior.

En particular, S, 22 G es escindido si y sélo si G es escindido.
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2-grupos de permutaciones

Corolario.

Para todo n> 1y todo 2-grupo elemental A[1] x G[0]

Sne2 (A[1] % G[0]) 2 A"[1] % (S,2G)[0]
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2-grupos de permutaciones

Corolario.

Para todo n> 1y todo 2-grupo elemental A[1] x G[0]

Sn22 (A[1] % G[0]) 2 A"[1] % (S,2G)[0]

Ejemplo.

Sabemos que para cualquier grupo G se tiene que

Equcat, (Vect[G]) ~ (k*)"[1] » (S, x -+ xS, )[0]
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2-grupos de permutaciones

Corolario.

Para todo n> 1y todo 2-grupo elemental A[1] x G[0]
Sne2 (A[1] % G[0]) 2 A"[1] % (S,2G)[0]
Sabemos que para cualquier grupo G se tiene que
Equcat, (Vecti[G]) = (k)"[1] % (Sr, x -+ xS, )[0]
Por tanto, si G es un grupo abeliano A se tiene que

Equcat, (Vecti[A]) = (k*)A[1] % S [0]
o~ S|A| 22 k*[l]
~ S|a| 22 Equcat, (Vecty)
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2-grupos de permutaciones

Problema 3. Invariantes homotdpicos de Sg.
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2-grupos de permutaciones
Problema 3. Invariantes homotdpicos de Sg.

Teorema.

Dado cualquier grupo G, se tiene:
@ m(Sg) = Out(G);
@ m1(Sg) = Z(G) con la accién de Out(G) dada por

[¢] <z =¢(2).

J. Elgueta Grupos simétricos categdricos



2-grupos de permutaciones
Problema 3. Invariantes homotdpicos de Sg.

Teorema.

Dado cualquier grupo G, se tiene:
@ m(Sg) = Out(G);
@ m1(Sg) = Z(G) con la accién de Out(G) dada por
[¢] <z =¢(2).
@ Un 3-cociclo normalizado clasificador de Sg es el dado por

2([¢), [¢'].[4"]) =
s[](w(s[¢']os[¢"])) w(s([#][¢']) o s[¢"])
‘w(s[g]os([¢'][¢"]) -w(s[¢] o s[¢'])~"

para cualquier seccién s : Out(G) — Aut(G) y aplicacidn
w: Aut(G) — G tal que ¢ = ¢, 4) 0 s[d] y w(s[d]) =e.
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Si definimos ¢ : Out(G) x Out(G) - G por
c([¢],[¢']) = w(s[¢] o s[¢'])

resulta que z([¢],[¢'], [¢"]) = (9c)([¢], [¢'], [¢"]).




Si definimos ¢ : Out(G) x Out(G) - G por
c([¢],[¢']) = w(s[¢] o s[¢'])

resulta que z([¢],[¢'], [¢"]) = (9c)([¢], [¢'], [¢"]).

Pero ¢ puede no tomar valores en Z(G)...




2-grupos de permutaciones

Si definimos ¢ : Out(G) x Out(G) - G por
c([¢],[¢']) = w(s[¢] o s[¢'])
resulta que z([¢], [¢], [¢"]) = (0c)([¢], [¢], [¢"]).

Pero ¢ puede no tomar valores en Z(G)...

Corolario.

S¢ es escindido en cualquiera de las circunstancias siguientes:
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2-grupos de permutaciones

Si definimos ¢ : Out(G) x Out(G) - G por
c([¢],[¢']) = w(s[¢] o s[¢'])
resulta que z([¢], [¢], [¢"]) = (0c)([¢], [¢], [¢"]).

Pero ¢ puede no tomar valores en Z(G)...

Corolario.

S¢ es escindido en cualquiera de las circunstancias siguientes:

@ G tiene centro trivial, en cuyo caso es Sg ~ Out(G)[0].
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2-grupos de permutaciones

Si definimos ¢ : Out(G) x Out(G) - G por
c([¢],[¢']) = w(s[¢] o s[¢'])
resulta que z([¢], [¢], [¢"]) = (0c)([¢], [¢], [¢"]).

Pero ¢ puede no tomar valores en Z(G)...

Corolario.

S¢ es escindido en cualquiera de las circunstancias siguientes:
@ G tiene centro trivial, en cuyo caso es Sg ~ Out(G)[0].

@ G no tiene automorfismos externos propios, en cuyo caso se
tiene que Sg ~ Z(G)[1].
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2-grupos de permutaciones

Si definimos ¢ : Out(G) x Out(G) - G por
c([¢],[¢']) = w(s[¢] o s[¢'])

resulta que z([¢],[¢'], [¢"]) = (9c)([¢], [¢'], [¢"]).

Pero ¢ puede no tomar valores en Z(G)...

Corolario.

S¢ es escindido en cualquiera de las circunstancias siguientes:
@ G tiene centro trivial, en cuyo caso es Sg ~ Out(G)[0].
@ G no tiene automorfismos externos propios, en cuyo caso se
tiene que Sg ~ Z(G)[1].
@ G es un grupo abeliano A, en cuyo caso se tiene que
Sa ~ A[1] x Aut(A)[0] con la accién de Aut(A) sobre A
canodnica.
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2-grupos de permutaciones

Ejemplo.

Los 2-grupos de permutaciones Sg, son:

1, sin*26
Ss, 1 Zs[1], sin=2
Z»[0], sin=6.

J. Elgueta Grupos simétricos categdricos



2-grupos de permutaciones

Ejemplo.

Los 2-grupos de permutaciones Sg, son:

1, sin*26
Ss, ~3{ Zy[1], sin=2
Z»[0], sin=6.

Por otra parte, FinSet es el grupoide de tipo finito definido por la
familia {(1,Sn) } n>0, tenemos que

S.?-'lnSet S{(1 Sn)tnso = I:%SS,, = Z2[1] X Z2[O]
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2-grupos de permutaciones

Ejemplo.

Los 2-grupos de permutaciones Sg, son:

1, sin*26
Ss, 1 Zs[1], sin=2
Z»[0], sin=6.

Por otra parte, FinSet es el grupoide de tipo finito definido por la
familia {(1,Sn) } n>0, tenemos que

S Fmger = S{(1,50) bnso = n]gsn ~ Zo[1] x Z»[0]
n>

Ejemplo.

Sp, para n=4y n=06 es no abeliano, de centro no trivial y con
automorfismos no internos, pero es equivalentes al 2-grupo
elemental Z[1] x Z,[0].
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2-grupos de permutaciones

Lema.

S es escindido si y sélo si la sucesién exacta
0 Z(G) G ——= Aut(G) — Out(G) —=1

admite una seccién s cuyo “defecto homomérfico” levanta
“cociclicamente” a G.
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2-grupos de permutaciones

Lema.

S es escindido si y sélo si la sucesién exacta
0 Z(G) G ——= Aut(G) — Out(G) —=1

admite una seccién s cuyo “defecto homomérfico” levanta
“cociclicamente” a G.

G

Ips i

Out(G) x Out(G) 7 Inn(G)

ds: ([¢],[¢']) = s[@]os[¢']os[po ']
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2-grupos de permutaciones

Teorema.

Existen grupos G tales que Sg no es escindido. Concretamente,
Spy, €s no escindido para todo k > 1.
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2-grupos de permutaciones

Teorema.

Existen grupos G tales que Sg no es escindido. Concretamente,
Spy, €s no escindido para todo k > 1.

Prueba.

Paso 1. Si existe [¢] € Out(G) de orden dos y para todo ¢ € [¢] y
todo g € G tal que ¢? = cg se cumple que ¢(g) # g, entonces no
existe una seccién s del tipo anterior.
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2-grupos de permutaciones

Teorema.

Existen grupos G tales que Sg no es escindido. Concretamente,
Spy, €s no escindido para todo k > 1.

Prueba.

Paso 1. Si existe [¢] € Out(G) de orden dos y para todo ¢ € [¢] y
todo g € G tal que ¢? = cg se cumple que ¢(g) # g, entonces no
existe una seccién s del tipo anterior.

Paso 2. La clase de ¢ : Dgx — Dgy definido sobre los generadores

por r > r**~1y s> sr cumple la condicién anterior. m|
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2-grupos de permutaciones

Conclusidén.

Para toda familia {(n;, G;)}c; del tipo anterior

S{(n,-,G,-)},-EI = H Z(G/)n’[l] >qL,Onl-,ae(Z(G,')) (Sni 2 OUt(GI))[O]
i€l

donde z(G;) € Z3(0ut(G;), Z(G;)) es un 3-cociclo normalizado
clasificador de Sg;, i € /.
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2-grupos de permutaciones

Observacion. En el teorema de Cayley para grupos intervienen

todos los grupos simétricos S, para todo n > 1 puesto que todo
conjunto admite una estructura de grupo. Sin embargo, no todo
grupoide admite una estructura de 2-grupo.
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2-grupos de permutaciones

Observacion. En el teorema de Cayley para grupos intervienen

todos los grupos simétricos S, para todo n > 1 puesto que todo
conjunto admite una estructura de grupo. Sin embargo, no todo
grupoide admite una estructura de 2-grupo.

Por tanto, quizas los verdaderos andlogos categoricos de los grupos
simétricos S, sean sélo los 2-grupos de permutaciones S, o para
cualquier n > 1 y cualquier grupo abeliano A, i.e. los 2-grupos
elementales

Sna 2 A"[1] % (Sp 2 Aut(A))[0]
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2-grupos de permutaciones

Observacion. En el teorema de Cayley para grupos intervienen

todos los grupos simétricos S, para todo n > 1 puesto que todo
conjunto admite una estructura de grupo. Sin embargo, no todo
grupoide admite una estructura de 2-grupo.

Por tanto, quizas los verdaderos andlogos categoricos de los grupos
simétricos S, sean sélo los 2-grupos de permutaciones S, o para
cualquier n > 1 y cualquier grupo abeliano A, i.e. los 2-grupos
elementales

Sna 2 A"[1] % (Sp 2 Aut(A))[0]

Problema. Cémo generaliza esto al caso de los n-grupos de
permutaciones, para n> 2, y a los co-grupos de permutaciones?
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