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Nimeros reales. Operaciones

Denotaremos por [® al conjunto de los nimeros reales

Suma de nimeros reales
Sean a,b,c € R
Asociativa a+ (b+c¢c)=(a+b)+c
Conmutativa a+ b=b+ a
Elemento neutro existe 0 € R que verifica a+ 0 = a paracada ae R
Elemento opuesto dado a € R existe —a € R que verifica a+ (—a) =0

Producto de nimeros reales
Asociativa a(bc) = (ab)c
Conmutativa ab = ba
Elemento neutro existe 1 € R que verifica al = a para cada a € R
Elemento inverso dado a € R no nulo existe a—! € R que verifica aa=! =1
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Nimeros reales. Operaciones

Propiedad distributiva

a(b+c)=ab+ac (R con la suma y el producto es un cuerpo)

Orden de los nimeros reales
Existe una relacién de orden (<) con las siguientes propiedades:
Reflexiva a < a
Antisimétrica Sia< by b < aentonces a=b
Transitiva Sia< by b < centonces a< ¢
Orden total Sia,be€ R antoncesa< bdéb<a

Relacion con las operaciones

bentoncesa+c<b+cVcelR

mSiag
m Sia< by0< centonces ac < bc (si ¢ < 0 entonces bc < ac)
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Valor absoluto y distancia entre nimeros reales

Valor absoluto

Se define el valor absoluto de a € R por

a sia=>0
—a sia<O0

|a| := max{a, —a} = {

Propiedades del valor absoluto
mla>0VacRyl|a=0«<=2a=0
m Sib>0entonces |[a| < b<= —b<ax<hb
= [ab|=[al[b]
® |a+ b| < |a + [b] (lal = 1b]] <la—bl)
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Ndmeros reales

Valor absoluto y distancia entre nimeros reales

Distancia entre niimeros reales

Definimos la distancia entre dos niimeros reales a 'y b por |a — b

Ejemplo
iPara qué valores de x € R es cierta la desigualdad |x — 1| < 37
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Conjuntos destacados en R

N ={1,2,3,...}

Z :{ 7_2a_17071527 }

Q ={§ peZ,qu}
Intervalos

Sean a,bce R cona<b

[a, b] [a, +oo]
la, b] la, +o0[
[a, b] | — o0, b]
la, b] ] — o0, b|

{a} ] —o00,00[=R
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Ndmeros reales

Axioma del supremo

Definicion
Sean ACR
m a3 €Resel miximode Asi apc Aya<a VYac
ap€EResel minimode Asiag c Aya>a Va
a9 € R es una cota superiorde Asia < ay Vac A
a0 € R es una cota inferiorde Asi a > ap Vae A
Si A estd acotado superiormente llamamos supremo de A a la menor de sus
cotas superiores
m Si A estd acotado inferiormente llamamos infimo de A a la mayor de sus
cotas inferiores

Ejemplos
Calcular, si existen, el supremo, el infimo, el maximo y el minimo de los
conjuntos [0,1], [1,2[y N
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Axioma del supremo

Axioma del supremo

Todo subconjunto de niimeros reales acotado superiormente tiene supremo

Proposicién (relacién entre supremo y méaximo)

Sea A C R acotado superiormente y x € R el supremo de A. Se verifican:
m Si x € A entonces A tiene maximo y éste coincide con x
m Si x ¢ A entonces A no tiene maximo
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Funciones reales de variable real
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Funciones reales de variable real

Funcién real de variable real

Definicién

Sea A C R, una funcién real de variable real es una aplicaciéon de A en R. Esto
es, una regla de asignacién que a cada elemento de A le hace corresponder un
Gnico ndmero real. Al conjunto A se le llama dominio de la funcién.

Ejemplos

B R—DR B h:[0,]] —R
f(x)=1 (xe€R) h(x)=x (x€]0,1])

HAg:R—R BAar:R—R

g(x)=x (xeR) r&%*1 sixeQ
10 sixeR\Q
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Funcidon real de variable real

Imagen de una funcién

m Llamamos imagen de la funcién f : A — R al conjunto dado por
f(A)=Im(f)={f(x) : xe€ A}
m Si C C A llamamos imagen de C por f al conjunto f(C) = {f(x) : x € C}
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Operaciones con funciones

Sean ACRyf,g:A—R
Suma (F+g)(X) = F(X) +g(x)  (x € A)
Producto (fg)(x) = f(x)g(x) (x € A)

Cociente (é) (x) = % (x € A tal que g(x) #0)

Composiciéon de funciones

Sean AABCRyf:A— R, g: B— R dos funciones de modo que
f(A) C B. Definimos la composicién de f con g por

(gof)(x) =g(f(x))  (xeA)

Inversa de una funcién

Decimos que f : A — R tiene inversa si existe una funcién, que denotaremos
por f~1: f(A) — R, verificando

f_l(f(x)) =x Vx € A y f(f_l()’)) =Yy vy € f(A)
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Funciones elementales
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Funciones elementales

m Funciones polinémicas
n n—1
anx" + ap_1x +--- 4 a1x+ ag conneNya,...,a, €R
m Funciones racionales

ZJ(% donde p(x) y g(x) son polinomios. Dominio: R\ {x € R : g(x) =0}

m Funciones potenciales
f(x) =x> con b €R fijo f 3]0, +oo[— R
m Funcién exponencial
f:R—R f(x) = e~
m Es una biyeccién estrictamente creciente de R en R™
B =¢e¢ Vx,y€R
m Funcién logaritmo
f:RT —R f(x) = log(x)

Es la inversa de la exponencial

Es una biyeccién estrictamente creciente de R™ en R
log(xy) = log(x) + log(y) ~ Vx,y € R"

log(x”) = ylog(x) VxR, yeR
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Funciones elementales

m Funcion exponencial de base a # 1, a > 0
f:R—R f(x) = a¥ = '°8(@) = exlog(a) Vx € R
m Funcién logaritmo de base a# 1, a > 0

f:R" —R f(x) = log,(x) = 'Izggg Vx € RT
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Funciones trigonométricas

m Funcién seno
sen: R — R
m Es impar y 27 periddica
m Es una biyeccién estrictamente creciente de [-F, 7] en [—-1,1]
m Funcién coseno
cos:R—R
m Es par y 27 periddica
m Es una biyeccién estrictamente decreciente de [0, 7] en [—1,1]
m Funcién tangente
tan: A— R donde A=R\ {5 + kr : keZ}
sen(x) Vx € A
cos(x)
m Es impar y 7 periédica
m Es una biyeccién estrictamente creciente de ] — 7, 7[ en R

tan(x) =
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Funciones elementales

Funciones trigonométricas

m Funcién secante
sec:A— R

sec(x) = 1 Vx €A

cos(x)
m Funcién cosecante
cosec: B— R donde B=R\ {kr : ke Z}

1
cosec(x) = ——~ VxeB
sen(x)
m Funcién cotangente

cotan: B— R
cotan(x) = cos(x) Vx € B

)
sen(x)
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Funciones elementales

Inversas de funciones trigonométricas

m Funcién arcoseno
arcsen : [-1,1] — [— % 7]
sen(arcsen(x)) = x Vx € [-1,1], arcsen(sen(y)) =y Vy e [-5,5]

m Funcién arcocoseno
arccos : [—1,1] — [0, 7]

cos(arccos(x)) = x  Vx € [-1,1], arccos(cos(y)) =y Vy €[0,7]

m Funcién arcotangente
. s s
arctan: R — | -2, 2|

tan(arctan(x)) = x Vx € R, arctan(tan(y)) =y Vye|-3,%]
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Funciones hiperbélicas

m Seno hiperbdlico
senh: R — R

eX —e %

senh(x) = ——
m Coseno hiperbdlico
cosh: R — R
e +e
2
m Tangente hiperbdlica
tanh: R — R
senh(x)
tanh(x) = cosh(x)

cosh(x) =
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Nameros Complejos

Nimeros Complejos
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Nimeros complejos. Operaciones

El cuerpo C
R? = {(a,b) : a,bcR}

Suma: (a,b) + (c,d) = (a+c,b+d) V(a, b),(c,d) € R?
Producto: (a, b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc) V(a, b),(c,d) e R?

m R? con la operacién suma es un grupo abeliano

m El producto es asociativo, conmutativo y distributivo respecto a la suma
m Elemento neutro: (a, b)(1,0) = (a, b) V(a, b) € R?
m Elemento inverso: (a, b) (ﬁ’bQ , ﬁ) Y(a, b) € R?\ {(0,0)}

Con estas dos operaciones tenemos el cuerpo de los niimeros complejos, que se
denota por C
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Nameros Complejos

Partes real e imaginaria de un nidmero complejo

Inclusién de R en C

Dado x € R identificamos x = (x,0) con lo que tenemos R C C
En particular 1 = (1,0)

Partes real e imaginaria de un nimero complejo

Consideramos la base usual de R?: (1,0) =1y (0,1) =

(a,b) = a(1,0) + b(0,1) = a + bi

Cada niimero complejo z se escribe de manera tinica como z = a+ ib con
a,beR

m aes la parte real de z: a = Re(z)

m b es la parte imaginaria de z: b = Im(2)
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Operaciones con parte real e imaginaria

Suma
(a+ib)+ (c+id)=(a+c)+i(b+d)

Producto
Basta tener en cuenta que i° = (0,1)(0,1) = (—1,0) = 1

(a+ ib)(c + id) = ac + iad + ibc + i*bd = (ac — bd) + i(ad + bc)
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Nameros Complejos

Conjugado de un nimero complejo

Complejo conjugado

Dado z = a+ ib € C definimos su conjugado por z = a — ib

Propiedades
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Modulo de un ndmero complejo

Médulo

Dado z = a+ ib € C definimos su modulo por |z = (2% + b?)1/?

Propiedades
m|z| >0ysetiene |z|=0<=z=0
« [zw| = |]|w
] ’|z| — |W|‘ <lzxw| < |z] + |w (desigualdad triangular)

lzf:|z|2wz’1:‘z%siz7é0
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Forma polar (médulo-fase) de un nimero complejo

Dado z € C no nulo se puede encontrar # € R de modo que

z = |z|(cos 8 + isenf) (forma polar de )

Argumento

Decimos que () es un argumento del ndmero complejo z

m Si 0y y 6, son argumentos de z entonces dk € Z tal que 6, = 0, + 2kn
m Por tanto, conocido un argumento los conocemos todos

m Para cada z € C no nulo existe un Gnico argumento en el intervalo
semiabierto | — 7, 7] al que llamamos argumento principal de z y denotamos
por arg z

Ejemplo

Escribir 1 + 7 en forma polar
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Interpretacién geométrica del producto complejo

Seanz,w € C no nulos y 6, € R argumentos de z y w respectivamente

z = |z|(cos 0 + isen §)
w = |w|(cos ¢ + isen )

Entonces 0 + ¢ es un argumento de zw
m Dado v € C con |u| =1 la aplicacién z — uz es el giro de angulo § = argu
m Dado X € RT, la aplicacién z — Az es la homotecia de razén \

m Por tanto, dado w € C no nulo, la aplicacién z — wz es la composicién de la
homotecia de razén A = |w| y el giro de dngulo § = argw

Férmula de De Moivre
Dado z = |z|(cosf + isend) y n € N se tiene z" = |z|"( cos(nf) + i sen(nd))
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