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Continuidad

Definicion
Sean ACR, ac A. La funcién f : A— R es continua en a si:

[x —al <d

Ve >0 30 > 0 tal que si
x€eA

entonces |f(x) —f(a)| <e

Decimos que f es continua en A si f es continua en todos los puntos de A

Ejemplos

Las funciones elementales son continuas en su dominio
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Relacién de la continuidad con las operaciones

Proposicion

Sean f,g: A— R continuas en a € A. Entonces:
f + g es continua en a
fg es continua en a
Si g(a) # 0 entonces é es continua en a

La composicién de funciones continuas es continua
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Propiedades de las funciones continuas

Teorema (de los ceros de Bolzano)

Sea f : [a, b] — R continua verificando que f(a)f(b) < 0. Entonces existe
¢ €]a, b[ tal que f(c) = 0.

Observacion

El teorema nos dice que al menos hay un cero de la funcién, puede haber
muchos mas.

Ejemplo

Probar que la ecuacién log(x) 4+ 2x = 0 tiene solucién.
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Propiedades de las funciones continuas

Teorema (de los valores intermedios)

Sea / un intervaloy f : | — R continua. Entonces f(/) es un intervalo.

Teorema (de Weierstrass)

Sea f : [a, b] — R continua. Entonces f([a, b]) es un intervalo cerrado y
acotado. En particular, f alcanza su maximo y minimo absolutos.

Universidad de Granada = Septiembre, 2018 6/17



Limite funcional

Limite funcional
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Limite funcional

Limite de una funcién en un punto

Ejemplo

Consideramos la funcién f : R\ {0} — R dada por f(x) = e~1/*". Sabemos
que f es continua en R\ {0} ;Qué valor debemos darle en cero para que sea

continua?

Sean ACRyaeR
® a es un punto de acumulacion de A si Vr > 0 se tiene que

(la—ra+rNA)\{a} #0

Notaremos por A’ al conjunto de todos los puntos de acumulacién de A

m aes un punto aislado del conjunto A si 3r > 0 tal que
la—r.a+r[NA={a}
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Limite funcional

Limite de una funcién en un punto

Definicién
SeaACRyf:A— R. Decimos que f tiene limite L € R en a € A’ si

O<|x—a|l<$d

t f - L <
ce A entonces |f(x)—L| <e

Ve >0 36 >0 tal quesi {

En tal caso escribiremos lim,_,, f(x) =L

Proposicion (relacion entre limite y continuidad)
Seaf: A— Ry ae€ A Se verifican:
m Si a es un punto aislado de A entonces f es continua en a

m Si a es un punto de acumulacién de A entonces
f es continua en a <= lim,_,, f(x) = f(a)
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Relacién con las operaciones

Proposicion
Sean f,g: A— Ry ae€ A de modo que existen lim,_,, f(x) y limy_, g(x).
Se verifican:
limy_a(f + g)(x) = limy_a F(x) + lime— 5 g(x)
limy_4(fg)(x) = (limy— 4 f(x)) (limy—2 g(x))
f limy_,f
Si limy_ 2 g(x) # 0 entonces limy_, , () (x) = u
g limx—a g(x)
Si h es una funcién continua en limy_,, f(x) entonces
lime—a(g o F)(x) = g(limx—a F(x))
Si p: A— R es una funcién acotada y lims_,, f(x) = 0 entonces
lim,_,f(x)p(x) =0

Ejemplo

limy—0 xsen (1)
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Limites laterales

Definicién
SeaACRyf:A— R, f tiene limite L € R por la derecha de a € A’ si
O<x—a<d
Ve > 035 >0 tal quesi { 777 entonces If(x)—Ll<e
x €A

En tal caso escribiremos lim,_, .+ f(x) = L.
La funcién f tiene limite L € R por la izquierda de a € A’ si

—-0<x—a<0
x €A

En tal caso escribiremos lim,_, .- f(x) = L.

Ve > 035 >0 tal que si { entonces |f(x)—L| <e

Observacion
Si tiene sentido estudiar los dos limites laterales entonces
limy_af(x) =L < limy_ o+ f(x) = L =lim,_,,- f(x)
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Limites infinitos

Definicion
Sea ACR, la funcién f : A —— R tiene limite +oc en a € A’ si
O<|x—a|<$§

entonces f(x) > M
x€eA

VM > 036 >0 tal quesi {

En tal caso escribiremos lim,_,, f(x) = +o0.
Anélogamente, la funcién f tiene limite —oc en a € A’ si

O0<|x—al<éd
x€eA

En tal caso escribiremos lim,_,, f(x) = —o0.

VM > 036 >0 tal que si { entonces f(x) < —M

Ejemplo
f:R\ {0} — R dada por 7(x) = Xi verifica lim, o f(x) = 400
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Limites en infinito

Definicién
Sea A C R no acotado superiormente, f : A — R tiene limite L € R en 400 si

> K
Ve >0 4K >0 tal que si {X entonces |f(x) —L| <e
x €A

En tal caso escribiremos limy_, 1 f(x) = L.

Ejercicio

Definir limite en —oo y limites que valgan oo en +o0o

Ejemplo

f:R — R dada por 7(x) = ' verifica lim, .. .. (x) =0
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Indeterminaciones

0 g .
= <0> y <l> Se suelen abordar utilizando L'Hopital o la escala de infinitos
0
Ejemplos
[ 1 2 .x
lim 18+ %) im X EX
x—0 X x—f00 2X 4 x2

Escala de infinitos
Seana>0,b>0yc>1,si x— 400 entonces

(log(x))” < x? < ¢* < x*

Ejercicio

Demostrar la escala de infinitos
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Indeterminaciones

m (0oc)  Se pueden transformar en (3) o (2)

Ejemplo

limy_0 x log(x)

m (00— 00)  Se suelen abordar operando

Ejemplo
limy 100 VX +1—+/x

m (0°)y (") Se pueden estudiar teniendo en cuenta que
f(X)g(X) — eg(x) log(f(x)) y entonces |irn><ﬁa f(X)g(X) — (\\im;ﬂ‘, g(x) log(f(x))

‘ Ejemplo

|imX_>o x*
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Limite funcional

Indeterminaciones

m (1)  Se pueden resolver utilizando el siguiente resultado

Proposicion
Sean f,g: A— Ryae A (a€R b a=+c0). Supongamos que
limy_, f(x) = 1. Entonces:

et L
; () — i —1) =
XI[Pa f(x)8¥ =<0 = Xllipag(x)(f(x) 1)=< -0
+00 +00
Ejemplo

lim (1 + sen(x)) =

x—0
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Infinitesimos equivalentes

Dos funciones f,g : A — R son infinitésimos equivalentes en a € A’ si

(x)

limy_af(x) =0=lim,g(x)y lime,, 200

Algunos infinitésimos equivalentes
im sen(x) _1 im tan(x) _1q lim arctan(x) _1
x—=0 X x—=0 X x—0 X
log(1 X —1 1-—
Iimmzl lim & =1 Iim#(x)zl
x—0 X x—=0 X x—0 %
Ejemplos
lim. s sen(x) tan(x) fim. g arctan(x?) fim. g tan(x) — sen(x)
x2 x tan(x) x3
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