A.l

A2

FUNCIONES ELEMENTALES FUNCIONES POTENCIALES

Funciones elementales

A

Funciones potenciales

La funcién potencial f : R* — R definida como f(x) = x? tiene sentido para cualquier exponente
b real. En el caso particular de potencias naturales, se puede extender la definicién a toda la recta
real.

a) f esbiyectiva de R* en RT, continua y derivable con f’(x) = bx?-1.

b) (xy)? = xbyb,

¢) Sib >0, f es estrictamente creciente y verifica )1(15% xb=0y xl—i-IPoo xb = +o0.

d) Sib <0, f es estrictamente decreciente y verifica lin}) xb = 4oy xlil}_l xb =0.
X — End (o]

A A

1 2 1 2

exponente b > 0 exponente b < 0

Nustracion A.1 Funcion pontencial

Como consecuencia se obtiene que los polinomios, suma de funciones potenciales con exponente
natural, son derivables en todo R. Mas concretamente, si p(x) = ag + a1 x + ... + apx™, entonces
p (x) =ai +2axx +...+napx" 1, Vvx eR.

Funcion exponencial

La funcién exponencial de base e, f : R — R esta definida como f(x) = e*. A veces usaremos la
notacion exp(x) para indicar e*.
a) f es continuay derivable en R con f'(x) = e*.
b) f es biyectiva de R en R" y estrictamente creciente.
¢) lim e¥=0y lim e* = +oo.
X——00 X—+00
d) eXtY = eXeY.
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A3

A4

FUNCION LOGARITMO NEPERIANO

Funcion logaritmo neperiano

La funcién logaritmo neperiano, g(x) = In(x) para x positivo, es la

inversa de la funcién exponencial.

a) g es derivabley g'(x) =
b) g es biyectiva de R* en R y estrictamente creciente.

1
-

¢) limIn(x) = -0y lim In(x) = +oo.
x—0 X—+o00

d) In(xy) =In(x) +In(y), Vx,y € R*.

e) ln(%) =1In(x) - In(y), Vx,y € R*.

f) In(xY) =yIn(x), Vx e R,y €R.

g) In(1) =0, In(e) = 1.

Haciendo uso de la siguiente férmula se deducen las demas funciones
elementales, excepto las trigonométricas

abl = eln(@”) _ obn@) 4 e R heR. 1 2 3 4

Funcion exponencial de base a # 1

FUNCIONES ELEMENTALES

50

10

-2 -1 1 2 3
Exponencial

Logaritmo neperiano

Ilustracion A.2

f:R-R, f(x)=a* VxeR

a) f esbiyectiva de R en R*, continua y verifica a**Y = a*a”.
b) Sia > 1, f es estrictamente creciente y verifica Xlim a* =0y thP a* = +oo.
——00 — 400

c) Sia <1, f es estrictamente decreciente y verifica xlir{lw a¥=+oy xlir{lw a* =0.
d) f es derivabley f'(x) = a*1n(a).

A A
50
10 \
-2 -1 1 2 3  -2- 1 2
basea > 1 basea < 1

Ilustracion A.3 Funcion exponencial
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A5

A.6

A.6.1

FUNCIONES ELEMENTALES FUNCIONES LOGARITMICAS DE BASE A # 1

Funciones logaritmicas de base a + 1

g:R" =R, g(x) =logg(x) = M) vx e R* : /
a) g es biyectiva de R* en R y continua. Ademas g es la inversa de .

la funcion exponencial de base a. Verifica también que

log,(xy) =log,(x) +log, (»),

X - —
1Oga(§) =10g,(x) —log,(y), logaritmo de base a > 1

log, (x?) =zlog,(x)

para cualesquiera x,y € R*, z € R.
b) Sia > 1, g es estrictamente creciente y 1
}Clzrcl)logax =—o00, Y Xllrlloologa(x) = 400, S

IN2 3 4
¢) Sia <1, g es estrictamente decreciente y -1
lim log, (x) = + o, lim log,(x) = —oo.
x-0 Sa Y 2 108a logaritmo de base a < 1

Ilustracion A.4 Funcién

logaritmo
Funciones trigonometricas
Las funciones seno y coseno
sen:R — R, cos:R — R verifican:
a) Son derivables en todo R y J
tan(x)
sen’ (x) = cos(x), cos’(x) = —sen(x). sen(x) 4 -—---
I
I
b) Son funciones perioddicas de periodo 27t !
I
sen(x + 21r) = sen(x), cos(x + 21r) = cos(x). 0 cos(x) |1
c) sen?(x) +cos?(x) =1, Vx € R.
d) cos : [0,m] — [—1,1] es una biyeccién estrictamente
decreciente con cos (0) = 1, cos (%) =0, cos(mr) = —1.
e) sen: [—75, 5] — [-1,1] es una biyeccion estrictamente
creciente con sen (—%) = -1, sen(0) = 0, sen (%) = 1. Ilustracion A.5 Funciones seno vy

f) Laimagen, tanto de la funciéon seno como de la funcion C€OS€NO
coseno, es el intervalo [-1,1].
g) La funcion coseno es par: cos(—x) = cos(x), V x € R.

h) La funcién seno es impar: sen(—x) = —sen(x), V x € R.
i) cos(x + 1) = —cos(x), Vx € R
sen(x + 1) = —sen(x), Vx € R.

j) Las funciones seno y coseno no tienen limite en +o ni en —oo.
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FUNCIONES ELEMENTALES

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Algunos valores destacados de seno y coseno

a8

Ilustracion A.6 Circulo trigonométrico
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FUNCIONES ELEMENTALES FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

A.6.2 La funcion tangente

Como se verifica que cos(x) =0 < x = % + kmr, k € Z, podemos definir la
funciéon tangente como

. _ 1S . _ sen(x)
tan: A - R, A=R\ {7+krr. kez}, tan(x) = 050x)
a) tan(x + 1) = tan(x), V x € A.
b) tan : ]—% %[ — R es una funcién continua y estrictamente creciente y

ademas verifica que lim tan(x) = —co y lim tan(x) = +oo.
x—-3 x—5

¢) La funcion tangente es derivable y

1

tan’(x) = 1 + tan®(x) = AR

TP

MNustracion A.7 Fun-
cion tangente

A.6.3 Secante, cosecante, cotangente
Siempre que los respectivos denominadores no se anulen, se pueden definir las siguientes funciones

cosec:B — R, cosec(x) = SeTl(X), Vx eB

sec: A - R, secx:ﬁm, VxeA

. _ cos(x)
cotan: B — R, cotan(x) = sen(x)’ VY x € B,

donde A =R\ {5 +km:kezZ}yB=R\{km: k ez}
Dichas funciones son continuas y derivables en su correspondiente dominio y
sec’ (x) =tan(x) sec(x),
cosec’ (x) = — cotan(x) cosec(x),

cotan’ (x) =m = —cosec?(x) = — (1 + cotan®(x)).
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS FUNCIONES ELEMENTALES

A.6.4 Inversas de funciones trigonomeétricas

Funcidén arcoseno

Esta funcion es la inversa de la restriccion de la funcién seno al intervalo [—%, %], y por tanto
arcsen:[-1,1] — [—%, %] verifica que sen(arcsen(x)) = x, Vx € [-1,1].
Ademas, es una funcién biyectiva, continua y estrictamente creciente con

arcsen(—1) = -7, arcsen(0) = 0, arcsen(l) = 7.

Por ultimo, es derivable en el intervalo abierto | — 1, 1[ con derivada

1
1-x2°

arcsen’ (x) =

Funcidén arcocoseno

Eslafunciéninversa de larestriccion de la funcion coseno al intervalo [0, 17], y por tanto cos(arccos(x)) =
x,Vx e[-1,1].
Esta funcion es biyectiva, continua y estrictamente decreciente con

arccos(—1) = mr, arccos(0) = % arccos(1l) =0

Es derivable en el intervalo abierto | — 1, 1[ con derivada

-1
1-x2 "

arccos’ (x) =

Funcion arcotangente

[ y, por tanto,

Es la inversa de la restriccion de la funcion tangente al intervalo ]—% 5

arctan: R — ]—%%[

verifica que tan(arctan(x)) = x, Vx € R.
e Esta funcién es biyectiva, continua y estrictamente creciente con
lim arctan(x) = —%, arctan(0) = 0, lim arctan(x) =
X——00 X—+00

LS
-

e Es derivable en R y arctan’ (x) = ﬁ

A.6.5 Identidades trigonométricas
e Identidades pitagoricas

senz(x) + cosz(x) =1

2(

tan®(x) + 1 = sec?(x)

cotan®(x) + 1 = cosec?(x)
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FUNCIONES ELEMENTALES FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

e Suma y diferencia de angulos
sen(x + y) = sen(x) cos(y) + cos(x) sen(y)

cos(x = y) = cos(x) cos(y) ¥ sen(x) sen(y)

tan(x)+tan(y)
1¥tan(x) tan(y)

tan(x £ y) =
e Angulo doble
sen(2x) = 2sen(x) cos(x)
cos(2x) = cos? (x) — sen? (x) = 2c052(x) -1=1-2 senz(x)
¢ Angulo mitad

sen? (x) = %(1 — cos(2x))

cos? (x) = %(1 + cos(2x))

x\ _ l—cos(x) _ sen(x)
tan(?) ~ “sen(x) ~ TI-+cos(x)

e Producto
sen(x) sen(y) = %[cos(x —y)—cos(x +y)]
cos(x) cos(y) = %[cos(x —y)+cos(x +y)]

sen(x) cos(y) = %[sen(x +y) +sen(x — y)]
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FUNCIONES HIPERBOLICAS FUNCIONES ELEMENTALES

A.7 Funciones hiperbdlicas

Las funciones hiperbdélicas estan definidas como:

senh(x) = % cosh(x) = % tanh(x) = gggﬂg;

Por analogia con las funciones trigonométricas hablaremos también de tangente, secante y cose-
cante hiperbolica.

A.7.1 Identidades hiperbdlicas

e Identidades “pitagoricas”

cosh?(x) — senh?(x)
tanh? (x) + sech? (x)

1
1
cotanh? (x) — cosech? (x) =1

e Sumas y diferencias de “angulos”.

senh(x + y) =senh(x) cosh(y) + cosh(x) senh(y),

senh(x — ) =senh(x) cosh(y) — cosh(x) senh(y
+ senh(x) senh(y

senh(x — ) =cosh(x) cosh(y) — senh(x) senh(y).

cosh(x + y) =cosh(x) cosh(y

) ) )
) ) )
) ) ),
) ) )

o “Angulo” doble

—1+cosh(2x)

senh?(x) = ~LHCOSh2Y) = cogh?(x) = LHOSHEY)
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