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El analisis de una obra fundamental en el desarrollo de la matemética puede
abordarse desde varios puntos de vista. En esta comunicacion hacemos una
aproximacion a Los Elementos de Euclides, prestando especial atencion al uso
que se hace de segmentos, como un registro de representacion grafico, para
representar conceptos matematicos. Esto se complementa con una reflexion de

cOmo abordar ésta tematica en el aula.

La utilizacién de diversos registros de representacion para facilitar el aprendizaje de la
matematica es un tema que venimos trabajando desde hace un tiempo, especificamente
el desarrollo de un modelo de representacion grafico basado en el uso de segmentos que
permita facilitar el paso de la aritmética al &lgebra a través de la resolucién de
problemas (Martinez, Fernadndez y Flores, 2007, 2008)

En la siguiente comunicacién hemos querido explorar como a lo largo de la historia se
han utilizado este tipo de herramientas, para representar conceptos matematicos,
revisando la obra de Euclides, Los Elementos. Por lo que hemos centrado el trabajo en
describir que tipo de conceptos se representan y la potencia de la herramienta para

facilitar una demostracion.



LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

Los elementos de Euclides datan de aproximadamente 300 afios A.C. y estan
compuestos por 132 definiciones, 5 postulados, 5 nociones comunes o0 axiomas y 465
proposiciones (problemas a resolver y teoremas a demostrar).

Segun describe Vega (1991) en la introduccion de la traduccion al castellano de Los
Elementos, Euclides tenia un doble proposito al escribirlos: (a) por una parte como
objeto de investigacion y (b) en segundo lugar, con un valor instructivo. En cuanto a
esto ultimo el autor sefiala “que el antiguo profesor alejandrino no sélo ensefia una
ciencia, sino que, en cierto modo, parece empefiado en ensefiar a aprenderla y
construirla” (p. 27).

En cuanto al contenido expuesto en la obra de Euclides cabe resaltar que se trabajan
mas campos ademas de la geometria, aun cuando se asocia comunmente a ésta. Del
libro | al 1V se desarrolla la teoria de la geometria plana, del libro XI al XIII la
geometria del espacio, en los libros V y VI se desarrolla la teoria generalizada de la
proporcion, desde el libro VII al IX la teoria aritmética y en el libro X la
inconmesurabilidad y una clasificacion de rectas irracionales.

A la variedad de contenidos matematicos trabajados, se suma la de métodos
utilizados para resolver problemas y demostrar teoremas, entre ellos encontramos
procedimientos elementales de construccidn por regla y compas, aplicacion de areas, el
procedimiento demostrativo basado en el principio de continuidad y el lema de
biseccion.

Finalmente, Vega (1991) destaca la excelencia del trabajo de Euclides en Los
Elementos tanto por la virtud expositiva e instructiva como la sistematizacion deductiva
de las teorias y cuerpos de conocimiento que contiene. En cuanto a dicha
sistematizacion es importante resaltar la oportuna eleccion de problemas y teoremas, la

riqueza de los métodos deductivos y la sistematizacion deductiva.

UTILIZACION DE SEGMENTOS

La utilizacién de segmentos en la obra de Euclides esta presente en 6 de los 13 libros,
tanto en la resolucion de problemas como en la demostracion de teoremas. Dicha

utilizacion de segmentos la podemos clasificar segun lo que representan en tres grupos:



= Representan magnitudes, en los libros V y VI, relacionados con la teoria
generalizada de la proporcion

= Representan nameros, en los libros VII, VIII y IX, en relacion con la teoria
aritmética.

» Representan cantidades incomensurables, en el libro X, en relacién a la

incomensurabilidad y las rectas irracionales.

A continuacidn revisaremos algunos ejemplos con el fin de diferenciar cada uno los tres
grupos antes mencionados y valorar su utilidad como modelo visual de representacion
en matematica, en relacion a distintos conceptos. Cabe destacar que tanto las
proposiciones y demostraciones han sido extraidas textualmente de la traduccion de Los
Elementos al espafiol de Puertas (1994; 1996).

Segmentos para Representar Magnitudes

En el libro V, como base para la demostracion de las 25 proposiciones que lo
componen, se exponen 18 definiciones referidas a lo que es un multiplo y submaultiplo
de una magnitud determinada, lo que es una razon y lo que es una proporcion. A
continuacion expondremos dos ejemplos del libro V en que se utilizan segmentos para

representar magnitudes: la proposicion 1y la 2.
Ejemplo 1

Proposicion 1/libro V:
Si hay un numero cualquiera de magnitudes respectivamente equimultiplos de
cualesquiera otras magnitudes iguales en nimero, cuantas veces una sea multiplo de

otra, tantas veces lo seran todas de todas.

Demostracion:
Sean un numero cualquiera de magnitudes AB, T'A respectivamente equimaltiplos de

cualesquiera otras magnitudes E, Z iguales en nimero.
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Digo que, cuantas veces AB sea multiplo de E, tantas veces lo seran también AB, T'A de
E, Z.



Pues dado que AB es equimultiplo de E y T'A de Z, entonces, cuantas magnitudes
iguales de E hay en AB, tantas hay también en T'A iguales a Z. Dividase AB en las
magnitudes AH, HB iguales a E y I'A en las (magnitudes) I'©, ®A iguales a Z; entonces
el nimero de las (magnitudes) AH, HB sera igual al numero de las (magnitudes) 'O,
O®A. Ahora bien, como AH esigualaEy I'® a Z, entonces AH es iguala Ey AH, T'® a
E, Z. Por lo mismo, HB es igual a E y HB, ®A a E, Z; por tanto, cuantas (magnitudes)
hay en AB iguales a E, tantas hay también en AB, I'A iguales a E, Z; luego cuantas
veces sea AB mdltiplo de E, tantas veces lo seran también AB, ’'A de E, Z.

Por consiguiente, si hay un nimero cualquiera de magnitudes respectivamente
equimaltiplos de cualesquiera otras magnitudes iguales en numero, cuantas veces una

sea multiplo de otra, tantas veces lo seran también todas de todas. Q. E. D.

Comentario:

En la demostracion anterior, podemos observar que los segmentos se utilizan para
representar magnitudes cualesquiera. Ahora bien, ain cuando dichas magnitudes son
desconocidas, es posible representar, a través de los segmentos, que AB es el doble de E
y que T'A es el doble de Z. Luego, a través del uso de segmentos, se ha representado
graficamente un magnitud cualquiera, que una magnitud es multiplo de otra (en este
caso el doble) y dada una magnitud cualquiera se ha operado sobre ella, es el caso de
que dado AB y I'A se dividen de manera tal que se obtengan dos submagnitudes iguales

en cada segmento respectivamente.

Ejemplo 2

Proposicion 2/libro V:

Si una primera (magnitud) es el mismo multiplo de una segunda que una tercera de una
cuarta, y una quinta es también el mismo multiplo de la segunda que una sexta de la

cuarta, la suma de la primera y la quinta sera el mismo mdltiplo de la segunda que la

suma de la tercera y la sexta de la cuarta.

Demostracion:
Pues sea la primera (magnitud) AB, el mismo multiplo de la segunda, I', que la tercera,
AE, de la cuarta, Z, y sea la quinta, BH, el mismo mdltiplo de la segunda, T, que la

sexta, E®, de la cuarta, Z.
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Digo que la suma de la primera y la quinta, AH, es el mismo multiplo de la segunda, T,
que la (suma de) la tercera y la sexta, A®, de la cuarta, Z.

Pues, dado que AB, es el mismo mdltiplo de I', que AE de Z, entonces cuantas
(magnitudes) hay en AB iguales a T, tantas hay también en AE iguales a Z. Y, por lo
mismo, cuantas (magnitudes) hay en BH igual a T, tantas hay también en E® iguales a
Z; asi pues, cuantas (magnitudes) hay en la (magnitud) entera AH iguales a I, tantas
hay también en la (magnitud) entera A® iguales a Z; por tanto, cuantas veces AH es
maltiplo de T, tantas veces lo serd A® de Z. Luego la suma de la primera y la quinta,
AH, ser& también el mismo multiplo de la segunda, T', que la (suma de) la tercera y la
sexta, A®, de la cuarta, Z.

Por consiguiente, si una primera (magnitud) es el mismo mdltiplo de una segunda
que una tercera de una cuarta, y una quinta es tambiéen el mismo maultiplo de la segunda
que una sexta de la cuarta, la suma de la primera y la quinta sera el mismo multiplo de

la segunda que la suma de la tercera y la sexta de la cuarta. Q. E. D.

Comentario:

Al igual que en la proposicion anterior, en este caso se utilizan los segmentos para
representar magnitudes cualesquiera y el hecho de que una sea un determinado multiplo
de otra. Hay que subrayar como una de las riquezas de la representacion, el hecho de
que pares de segmentos distintos representan la misma razén. Ademas al momento de
operar sobre los segmentos, en este caso, se representa la adicién de magnitudes,

ampliando asi el espectro de relaciones representables con segmentos.

Segmentos para Representar Nameros

En este caso nos encontramos que los segmentos son utilizados para representar
numeros. Para resaltar algunas particularidades de este caso utilizaremos la proposicién
1 del libro VII.



Ejemplo 3
Proposicion 1/libro VII:
Dados dos numeros desiguales y restandose sucesivamente el menor del mayor, si el

gue queda no mide nunca al anterior hasta que quede una unidad, los nimeros iniciales

seran primos entre si.

Demostracion:

Pues sean AB, y I'A dos numeros [desiguales] tales que, restdndose sucesivamente el

menos del mayor, el que quede no mida nunca al anterior hasta que quede una unidad.
Digo que AB, T"A son primos entre si, es decir que la sola unidad mide a AB, T'A.
Pues, si AB, T'A no son primos entre si, algin ndmero los medira. Midalos (un

numero) y sea E; y T'A, al medir BZ, deje ZA menor que él mismo, y AZ, al medir a

AH, deje HI" menor que €l mismo, y HI', al medir a Z®, deje una unidad GA.
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Asi pues, como E mide a T'A, y I'A mide también a BZ, entonces E mide también a BZ;
pero mide también al total BA; por tanto medira también al resto AZ. Ahora bien, AZ
mide a AH; entonces E mide también a AH; pero mide asi mismo al total AT"; por tanto
medirad también al resto I'H. Pero I'H mide a Z®; y mide asi mismo al total ZA; luego
medird también a la unidad restante A®, aun siendo un numero; lo cual es imposible.
Por tanto, ningn nimero medira a los nameros AB, TA.

Por consiguiente, AB, T'A son primos relativos entre si [VII, Def. 13] Q. E. D.

Comentario:

En este caso nos gustaria resaltar un aspecto diferenciador al momento de utilizar los
segmentos en comparacion con el caso anterior (representacion de magnitudes). Si bien
en este caso se representan ndmeros, inicialmente ndmeros cualesquiera, en el

enunciado de la proposicion se considera la unidad y la utilizacion de los segmentos



permite representar dicha situacion. Luego existe una diferencia fundamental en lo
representado, en este caso convive la representacion de numeros cualesquiera con la

representacion de una unidad determinada.

Segmentos para Representar Cantidades Inconmensurables

Para poder comprender las proposiciones a demostrar dentro del libro X es necesario al
menos enunciar la primera de las 4 definiciones que encabezan este apartado (extraido
de la traduccion al espafiol de Los Elementos de Euclides. Puertas, 1996): “Se llaman
magnitudes conmensurables aquellas que se miden con la misma medida, e

inconmensurables aquellas de las que no es posible que haya una medida comun”( p. 9).
Ejemplo 4

Proposicion 5/libro X:
Las magnitudes conmensurables guardan entre si la misma razén que un nimero guarda

con un ndmero.

Demostracion:
Sean A, B magnitudes conmensurables.

Digo que A guarda con B la misma razén que un nimero con un namero.

Pues, como A, B son conmensurables, alguna magnitud las medird. Midalas una
magnitud y sea I'. Y cuantas veces I' mida a A, tantas unidades haya en A, y cuantas

veces I" mida a B, tantas unidades haya en E.

Asi pues, dado que I" mide a A segun las unidades de A y la unidad mide a A segln sus
unidades, entonces la unidad mide al numero A el mismo numero de veces que la
magnitud I" a la (magnitud) A; luego, como I" es a A, asi la unidad es a A [VII Def. 20];
entonces, por inversion, como A esaT’, asi A ala unidad [V 7 Por.]. Como I" mide a su
vez a B segun las unidades de E, mientras que la unidad mide también a E segun sus
unidades, entonces la unidad mide a E el mismo ndmero de veces que I'" a B. Luego,

como I' es a B, asi la unidad es al (numero) E. Pero se ha demostrado que también como



AesaTl, Aesa launidad. Luego, por igualdad, como A es a B, asi el nimero A es al
(numero) E [V 22].
Por consiguiente, las magnitudes conmensurables A, B guardan entre si la misma

razon que el nimero A con el nimero E. Q. E. D.

Comentario:

En este caso la riqueza de representacion es una aplicacion de los casos anteriores. Ya
que por una parte A, B y I" representan magnitudes cualesquiera, pero a partir de éstas
se representa un nimero, dada una unidad, en A y E. Luego, se estan utilizando los
segmentos para representar cosas distintas en la misma demostracién. Por otra parte,
hay que subrayar como la representacion grafica facilita la representacion de la
“inversion” de la razén, paso fundamental dentro de la demostracion de ésta

proposicion.

UTILIZACION DE APPLETS EN EL AULA

Trabajar en el aula con la obra de autores clasicos, como es el caso de Los Elementos de
Euclides, puede constituirse en una fuente de riqueza didactica y metodologica,
favoreciendo el desarrollo de diversos aspectos en el aprendizaje de contenidos
matematicos.

El trabajo utilizando diversos sistemas de representacion es uno de los aspectos a
resaltar en este caso. En los ejemplos anteriores podemos observar que se hace uso
permanente de lenguaje verbal y simbolico, en complemento con un lenguaje gréafico, lo
que sin duda demanda un trabajo de abstraccion, favoreciendo el desarrollo de la
competencia de representacion (Martinez, Fernandez y Flores, 2008).

Por otra parte, el trabajo de fundamentacion matematica, tendiente a demostrar que
una proposicion es verdadera, abre una linea de discusion respecto del trabajo en el aula.
Al respecto, en Martinez (2006) hemos expuesto que en el aula ocurren dos fenémenos
que empobrecen el aprendizaje matematico de los alumnos: (a) presentar un ejemplo y
generalizar autoritariamente y (b) utilizar generalizaciones, sin cuestionar su veracidad.

De ahi la importancia considerar las actividades de fundamentacion vy
argumentacion en la ensefianza y aprendizaje de la matematica, ain cuando el trabajo se
parezca mas a la actividad de “mostrar” que de “demostrar” en el sentido matematico

mas estricto.



Una herramienta que permite trabajar la observacion de varios casos particulares, y

a partir de ello determinar la veracidad proposicion, es la que nos otorgan las

herramientas computacionales. En el caso de Los Elementos, se puede realizar un

trabajo de andlisis a partir de las representaciones dinamicas de la demostracion de cada

proposicién, utilizando applets que encontramos en www.euclides.org .

Si consideramos la proposicion 1 del libro V, que hemos expuesto en el Ejemplo 1,

nos encontraremos con la representacion de la Figura 1.
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Figura 1. Representacion del ejemplo 1

En la representacion de la Figura 1 es posible mover el extremo derecho del segmento E

y del segmento F, variando al mismo tiempo el tamafio del los segmentos AB y CD

respectivamente. Luego, a partir de una situacion como ésta, es posible trabajar al

menos dos aspectos que desde una representacion estatica no es trivial:

Por una parte dentro del planteamiento de Euclides encontramos que cuando
demuestra una proposicion realiza una especie de “doble conclusion”, es decir,
tras haber demostrado que algo es verdadero en la figura dada, infiere que eso es
verdadero en general, pasando de lo particular a lo general. Vega (1991) plantea
que “este proceder esta justificado habida cuenta de que en la demostracién sélo
aducen el objeto representado en el diagrama no como tal caso particular, sino
como un caso similar a cualquier otro de la misma clase” (p. 38). El variar el
tamafio de los segmentos permite justamente considerar que hemos trabajado
sobre un “segmento cualquiera”, que podria haberse representado utilizando una
longitud determinada o cualquier otra, el valor de la demostracion esta por sobre
ese aspecto en concreto.

En segundo lugar, existen relaciones de dependencia entre los objetos
representados. En el caso de la proposicion de la figural, se desea demostrar la

relacion que existe cuando un nimero de magnitudes son equimultiplo de otras



tantas, por lo tanto en la representacion grafica el segmento AB depende de E y
viceversa, al igual que dependen mutuamente los segmentos CD y F. Luego,
utilizando los applets se puede trabajar dichas relaciones de dependencia, ya que
al mover, por ejemplo, el extremo derecho del segmento E, s6lo va a variar el
segmento AB y no CD y F. Ahora bien, existen otras relaciones de dependencia
en la figura de manera tal que se represente correctamente la proposicion, ya que
es necesario representar que E estd contenido tantas veces en AB, como F en

CD, independiente del tamafio de los segmentos.

De esta forma quisiéramos ejemplificar algunos, de los variados aspectos, que se pueden
trabajar combinando la utilizacion de una herramienta computacional y una obra clasica
en el desarrollo de la matematica, con el fin de privilegiar actividades que tengan como

centro la reflexion y analisis en el aula.

REFLEXION FINAL

La utilizacion de diversos sistemas de representacion en la actividad matematica ha sido
una realidad desde los inicios del area de conocimientos, debido a la naturaleza
abstracta de los conceptos con los que se trabaja. De ahi la importancia de hacer énfasis
en la utilizacion de diversos tipos de representacion en el aula, ya que al revisar la
historia constatamos que es un elemento siempre presente, que permite acceder a
distintas dimensiones del contenido matematico.

Por la misma razén destacamos la importancia de revisar obras clasicas, que
ademés de mostrar la riqueza de representaciones, nos permiten visualizar su potencia
como herramienta, y las situaciones en las que han sido utilizadas, permitiendo
caracterizarlas con mayor completitud.

De ahi el desafio permanente de considerar la historia de la matematica como un
elemento esencial dentro de la planificacion de la ensefianza y el aprendizaje de
contenidos matematicos, sin reducir su aporte a meros datos anecdéticos, sino que como

un aporte epistemoldgico a la ensefianza.
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