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I ntroduccion |

INTRODUCCION

En este trabajo llevamos a cabo un estudio sobre los diferentes recursos
relacionados con la probabilidad condiciona que podemos encontrar en Internet, con €l
fin de prever su utilidad en la enseflanza y las posibles dificultades que se pueden
encontrar a la hora de utilizar estos contenidos en el aula con estudiantes. La eleccion
de este tema se justifica por su papel en e curriculo de Educacion Secundaria y
Bachillerato, su importancia en estadistica y la vida cotidiana, asi como |as humerosas
dificultades descritas en psicologiay educacion.

Para llevar a cabo e estudio, se ha realizado una busgueda especifica de las
diferentes aplicaciones interactivas, mas conocidas como Applets, que simulan €l
comportamiento de distintos conceptos relacionados con el tema de referencia, y otros
relacionados con é tales como el Teorema de Bayes, independencia o dependencia.
También se ha extendido la busgueda a tutoriales, calculadores y otros materiales

disponibles en Internet.

La memoria se organiza en |los siguientes apartados:

e En € primer capitulo comenzamos describiendo los objetivos de la investigacion.
Describimos la importancia de la probabilidad condicional en estadistica y los
contenidos relacionados con este tema en los Decretos de Ensefianzas Minimas del
Ministerio (MEC, 2007) y de la Junta de Andalucia (2007, 2008) para la Educacion
Secundaria Obligatoriay Bachillerato. Posteriormente se presenta el marco tedrico y
se analizan todos los objetos mateméticos relacionados con la probabilidad
condicional, apoyandonos en libros de texto tanto a nivel de secundaria como libros
especificos de educacion superior.

e Para fundamentar este trabgjo, en el capitulo segundo presentamos un resumen las
principales investigaciones relacionadas con la comprension de la probabilidad
condicional e independencia. Estas investigaciones se han redlizado tanto en el
campo de la Psicologia, dentro de los estudios sobre razonamiento y toma de
decisiéon bajo incertidumbre, como en e de la Educacion Matematica. En primer
lugar, revisamos los trabgjos relacionados con la comprension conceptua y
procedimental. Incluimos también un apartado sobre €l andlisis de libros de texto y

|as conclusiones de este estado de |a cuestion.
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En @ capitulo tercero analizamos y clasificamos algunos recursos disponibles en
Internet que podrian ser Utiles para la ensefianza de la probabilidad condiciona en
los niveles citados y para la formacion de los profesores que llevan a cabo esta
ensefianza. Los recursos se clasifican y se lleva a cabo un andlisis detallado de un
gemplo en cada categoria. El andlisis detalado incluye: descripcion de la
aplicacion, soluciones matematicas o intuitivas, objetos mateméticos puestos en
juego y posibles dificultades de los estudiantes. Se realiza también una breve
descripcion de otros dos giemplos y se presenta una tabla de todos los recursos
encontrados en la categoria. El capitulo finaliza con un andlisis de los procesos
matemati cos puestos en juego en € uso de |os materiales analizados.

En € capitulo cuarto presentamos las conclusiones a las que hemos llegado,
divididas en conclusiones respecto de los objetivos, idoneidad didactica del trabajo

con los recursos y futuras lineas de investigacion.

Somos conscientes de las limitaciones de las posibles conclusiones ya que no se

ha desarrollado ningun trabajo de campo con tales aplicaciones. Sin embargo €l estudio

realizado nos ha permitido iniciarnos en la actividad investigadora, y familiarizarnos

con los recursos con los que posteriormente diseflaremos algunas unidades didéacticas

que ayuden ala compresion de la probabilidad condicional.
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CAPITULO 1
EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. INTRODUCCION

En este Capitulo comenzamos describiendo los objetivos de la investigacion.
Continuamos analizando la importancia de la probabilidad condicional en estadistica y
los contenidos relacionados con este tema en los Decretos de Ensefianzas Minimas del
Ministerio (MEC, 2007) y de la Junta de Andalucia (2007, 2008) para la Educacion
Secundaria Obligatoria y Bachillerato. Después de presentar el marco teorico, se

analizan los objetos matematicos relacionados con la probabilidad condicional.

1.2. OBJETIVOS

La investigacion que presentamos se centra en la probabilidad condicional a nivel
de Educacion Secundaria y Bachillerato. Mas concretamente, pretendemos iniciar un
acercamiento a algunos puntos relacionados con la didactica del tema, que nos ayude a
enfocar una investigacion posterior sobre formacion de profesores en la ensefianza de la
probabilidad condicional.

Nos basamos en el enfoque ontosemiotico de investigacion descrito en este mismo

capitulo y los objetivos concretos que se persiguen son los siguientes:

Objetivo 1.  Analizar el objeto matematico *““probabilidad condicional”,
mostrando la red de objetos (conceptos, propiedades, problemas, representaciones y
argumentos) ligados a una presentacién elemental del tema. La finalidad seria
comenzar la construccion de un significado institucional de referencia que sirva de base
a posteriores propuestas de formacién de profesores.

Obijetivo 2. Obtener una primera perspectiva de la investigacion en psicologia y
educacion en relacion a la probabilidad condicional. Se trata de refinar trabajos de
sintesis anteriores, completarlos e interpretarlos desde nuestro punto de vista, para
identificar posibles problemas de investigacion en el tema.

Objetivo 3. Realizar una busqueda, clasificacion y andlisis de recursos de
Internet que sean potencialmente Utiles en la ensefianza de la probabilidad condicional.

Puesto que nuestra intencién es continuar la investigacion disefiando una propuesta de
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ensefianza para profesores basada en la tecnologia, un paso importante serd conocer los
recursos disponibles. En el andlisis de estos recursos se usaran conceptos y métodos

propuestos por los autores del enfoque ontosemiotico.

1.3. IMPORTANCIA DE LA PROBABILIDAD CONDICIONAL EN
ESTADISTICA

Uno de los conceptos mas fundamentales en la comprension de la inferencia, tanto
en su perspectiva clasica, como bayesiana, es el de probabilidad condicional, que
permite incorporar cambios en nuestro grado de creencia sobre los sucesos aleatorios a
medida que obtenemos nueva informacion (Heitele, 1975). La probabilidad no siempre
se asigna en ausencia de informacion, sino que cuando tenemos conocimientos sobre
los sucesos implicados, podemos utilizarlo para mejorar nuestra asignacion de
probabilidades.

Asi, cuando un médico establece el diagndstico de un enfermo, no soélo valora las
probabilidades de incidencia de diversas posibles enfermedades que puedan
corresponder a la misma patologia en la poblacion general. También tendra en cuenta la
edad y género del paciente y su historial de enfermedades previas. Ejemplos similares
aparecen en muchos contextos cotidianos, desde el pronostico del tiempo, resultados de
partidos o votaciones, calificaciones en examenes, veredictos en juicios, etc. Como
sefiala Batanero (2006), si queremos preparar a los estudiantes para enfrentarse a la
toma de decisiones en la vida cotidiana, es importante introducir la probabilidad
condicional, base de la concepcion subjetiva de la probabilidad. Dicha concepcién
aparece implicitamente en las orientaciones curriculares y tiene una aplicacion mucho
mas general que otros enfoques de la probabilidad.

Diaz (2004) indica que la probabilidad condicional esta en la base de muchos
conceptos inferenciales, incluyendo los que tienen mayor dificultad de comprension por

parte de los investigadores:

e Con relacion al test de significacion (metodologia de Fisher), interviene en la
definicién del valor-p, nivel de significacion, distribucion muestral del estadistico y
region critica, asi como en la aplicacion de la l6gica del contraste;

e En el contraste de hipdtesis (metodologia de Neymann y Pearson) es basico, ademas

de para los conceptos anteriores, en la definicion de errores tipo | y Il, potencia y
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region de aceptacion.

e En el método fiducial lo usamos para definir la funcidn de verosimilitud.

e En la inferencia Bayesiana, tanto las probabilidades a posteriori como las
verosimilitudes se definen en término de la probabilidad condicional. Es también el
nucleo del teorema de Bayes y del concepto de region de credibilidad.

e También en la metodologia de intervalos de confianza frecuenciales, tanto los
conceptos de nivel de confianza, como la construccion del intervalo se basan en la

probabilidad condicional.

Muchas interpretaciones erroneas descritas en la aplicacién de estos conceptos
(Vallecillos, 1994; 1999; Diaz, 2007) se deben bien a intercambio de términos en una
probabilidad condicional, bien a la confusidn entre probabilidad condicional y simple o
a no comprender un razonamiento basado en una légica condicional. Pensamos, por
tanto, que seria preciso ayudar a profesores y estudiantes a mejorar su comprension de
este concepto.

Ademas, la probabilidad condicional interviene también en el estudio de la
correlacion y regresion, que se definen basandose en este concepto y que se extienden
posteriormente a muchos procedimientos, tales como los modelos lineales, el analisis
factorial o discriminante, la asociacion en variables cualitativas, etc. Creemos que no es
exagerado decir que la probabilidad condicional es posiblemente uno de los temas
estadisticos mas relevantes.

Por otro lado, el lenguaje y notacidn usadas en el caso de ensefiarse no es siempre
el més sencillo, como indica Feller (1973, pg. 127): La nocién de probabilidad
condicional es un instrumento basico de la teoria de probabilidades y, por desgracia, su
gran simplicidad se ve a veces oscurecida por una terminologia singularmente
inadecuada”.

Aunqgue hay antecedentes de investigacion sobre este concepto, que se describen
en el Capitulo 2, pensamos que no se le ha prestado la debida atencién, en comparacion
a otros temas. Por un lado, una parte importante de la investigacion realizada se ha
llevado a cabo desde la psicologia; por otra parte, las investigaciones desde la
educacion matematica, se restringen a estudios de evaluacion o de resolucion de
problema, no habiéndose prestado atencion ni a la evaluacion de experimentos de

ensefianza ni a la formacion de profesores. Todo ello justifica el interés de una
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investigacidn sobre el tema, que iniciamos en este trabajo con el estudio de los recursos

disponibles en Internet para la ensefianza del tema.

1.4. LA PROBABILIDAD CONDICIONAL EN EL CURRICULO DE
MATEMATICAS EN LA EDUCACION SECUNDARIA Y BACHILLERATO

La probabilidad condicional no aparece explicitamente en las orientaciones
curriculares para la Educacion Primaria, aunque si en la Ensefianza Secundaria
Obligatoria y Bachillerato.

Respecto a la Ensefianza Secundaria Obligatoria el Decreto de Ensefianzas
Minimas de la Educacién Secundaria (MEC, 2006 b) incluye, entre otros, los siguientes

contenidos dentro del Bloque 6, Estadistica y probabilidad:

« Primer Curso.

- Formulacion de conjeturas sobre el comportamiento de fenémenos aleatorios

sencillos y disefio de experiencias para su comprobacion.
. Tercer Curso.

- Sucesos y espacio muestral. Calculo de probabilidades mediante la regla de
Laplace. Formulacién y comprobacién de conjeturas sobre el comportamiento de
fendbmenos aleatorios sencillos. Calculo de la probabilidad mediante la
simulacion o experimentacion. Utilizacion de la probabilidad para tomar
decisiones fundamentadas en diferentes contextos.

« Cuarto curso. Opcion A

- Experiencias compuestas. Utilizacion de tablas de contingencia y diagramas de

arbol para el recuento de casos y la asignacion de probabilidades.
« Cuarto curso. Opcion B

- Experiencias compuestas. Utilizacion de tablas de contingencia y diagramas de

arbol para el recuento de casos y la asignacion de probabilidades. Probabilidad

condicionada.

Respecto a la Consejeria de Educacion de la Junta de Andalucia (2007), los temas
de estadistica se incluyen en Educacion Secundaria en el Bloque 6, “Interpretacion de
fendmenos ambientales y sociales a través de las matematicas”. Se citan como

contenidos de este Bloque los correspondientes a los Bloques 5, Funciones y graficas y
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6, Estadistica y probabilidad del Decreto del Ministerio (MEC, 2006b), que se ponen en
este curriculo en relacion directa. En definitiva, tanto a nivel del territorio MEC, como
de la comunidad andaluza se espera que los alumnos, al finalizar esta etapa educativa
hayan adquirido los rudimentos de la definicion de la probabilidad condicional, la
discriminen de la conjunta y compuesta y resuelvan problemas relacionados con la
ayuda del diagrama en arbol y tablas de doble entrada.
En el caso de la Consejeria de Educacion (2007), se contemplan bloques de

contenidos transversales, que se tendran también en cuenta en el estudio de este tema:

- Resolucion de problemas;

- Uso de los recursos TIC en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas;

- Dimension histdrica, social y cultural de las matematicas.

En relacion al Bachillerato, el Decreto 1467/2007, de 2 de noviembre, por el que
se establece la estructura del bachillerato y se fijan sus ensefianzas minimas (MEC,
2007) fija los siguientes contenidos, en los que la probabilidad condicional aparece
como tema explicito. Ademas, serad un instrumento en el estudio de las distribuciones de
probabilidad.

. Matematicas I, modalidad de Ciencias y Tecnologia:
- Distribuciones bidimensionales. Relaciones entre dos variables estadisticas.
Regresion lineal.
- Estudio de la probabilidad compuesta, condicionada, total y a posteriori.
- Distribuciones binomial y normal como herramienta para asignar probabilidades

a SUCEeSOS.

« Mateméticas aplicadas a las ciencias sociales |, modalidad Humanidades y
Ciencias Sociales
- Distribuciones bidimensionales. Interpretacion de fenomenos sociales y
econdémicos en los que intervienen dos variables a partir de la representacion
gréafica de una nube de puntos. Grado de relacion entre dos variables estadisticas.
Regresion lineal. Extrapolacion de resultados.
- Asignacion de probabilidades a sucesos. Distribuciones de probabilidad

binomial y normal.
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Matematicas aplicadas a las ciencias sociales I, modalidad Humanidades y

Ciencias Sociales

Profundizacion en los conceptos de probabilidades a priori y a posteriori,
probabilidad compuesta, condicionada y total. Teorema de Bayes.

Implicaciones précticas de los teoremas: Central del limite, de aproximacion de
la Binomial a la Normal y Ley de los Grandes NUmeros.

Problemas relacionados con la eleccion de las muestras. Condiciones de
representatividad. Parametros de una poblacion. Distribuciones de probabilidad
de las medias y proporciones muestrales.

Intervalo de confianza para el parametro p de una distribucion binomial y para la
media de una distribucién normal de desviacidn tipica conocida.

Contraste de hipdtesis para la proporcién de una distribucién binomial y para la
media o diferencias de medias de distribuciones normales con desviacion tipica

conocida.

Al desarrollar los nucleos de contenidos propuestos la Consejeria de Educacion

(2008) remite a estos contenidos, que deben desarrollarse teniendo en cuenta cuatro

nucleos transversales:

La resolucion de problemas.
Aprender de y con la Historia de las Matematicas.
Introduccion a los métodos y fundamentos matematicos.

Modelizacién matematica.

Respecto a la Historia, para el de Bachillerato de Ciencias y Tecnologia, la

Consejeria de Educacion indica que se pueden trabajar, entre otros, los siguientes

aspectos:

Los inicios del calculo de probabilidades desde Pacioli a Gauss y su influencia
en las distribuciones de probabilidad. Las formulaciones actuales dadas por
Borel y Kolmogorov. La progresion de la estadistica durante el siglo XX con la

aplicacion de la probabilidad.
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También se sugieren los siguientes aspectos historicos al desarrollar los nucleos
de contenidos propuestos en el Real Decreto 1467/2007 para el curriculo de
Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales | y 1I:

- Historia de la Estadistica y la Probabilidad: los origenes de los censos desde la
Antiguedad a nuestros dias. Consideracion de la estadistica como ciencia:
aportaciones deAchenwall, Quételect y Colbert. Los origenes de la Probabilidad:
Pacioli, Tartaglia, Pascal, Bernoulli, De Moivre, Laplace y Gauss. Las
relaciones actuales entre Estadistica y probabilidad: Pearson. Estadistica

descriptiva: Florence Nightingale.

1.5. MARCO TEORICO

En este trabajo vamos a utilizar algunas nociones tedricas desarrolladas por
Godino y colaboradores en el enfoque ontosemiético (EOS), que nos van a resultar de
utilidad para analizar recursos didacticos en Internet relacionados con la probabilidad
condicional. En concreto nos centramos en las practicas matematicas ligadas a la
resolucion de problemas relacionados con estos recursos o a la propia interpretacion de

los recursos y los posibles conflictos de los estudiantes.

1.5.1. LAACTIVIDAD MATEMATICA Y OBJETOS LIGADOS A ELLAS

Los autores de este marco tedrico conciben la actividad matematica como un
conjunto de practicas, de las cuales surgen los objetos matematicos. Estas préacticas se
hacen para resolver problemas que pueden ser matematicos o extra-matematicos
(Godino, 2002).

Las practicas pueden ser especificas de una persona o compartidas en el seno de
una institucién. Una institucién esta constituida por las personas interesadas en resolver
una misma clase de situaciones problematicas. La pertenencia a una institucién conlleva
a la realizacién de unas précticas sociales que son generalmente condicionadas por los
instrumentos disponibles en la misma, sus reglas y modos de funcionamiento.

En el estudio de las matematicas, mas que una practica particular ante un
problema concreto, interesa considerar los sistemas de préacticas de las personas en su
actuacion ante tipos de situaciones problematicas. A la pregunta, sobre qué es el objeto
matematico probabilidad condicional, se propone como respuesta, “el sistema de

practicas que realiza una persona (significado personal), o compartidas en el seno de
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una institucion (significado institucional) para resolver un tipo de situaciones-
problemas en los cuales interviene dicho objeto.

Puesto que los significados dependen de los contextos sociales y de los sujetos, su
caracter es relativo. Su uso en el anélisis didactico lleva, en consecuencia, a introducir
la tipologia basica de significados (Godino, 2003). Respecto al significado institucional,
se diferencia entre el global (qué significa un objeto en su sentido mas amplio en una
institucion), referencial (qué significado en una ensefianza o investigacion), pretendido
(qué se pretende ensefiar), implementado (qué se logra ensefiar) y evaluado (qué parte
se evalua).

Godino, Batanero y Font (2007) describen diferentes categorias en los objetos
ligados a las practicas matematicas, que seran objetos institucionales si los sistemas de
practicas son compartidos en el seno de una institucion o seran objetos personales si
dichos sistemas de préacticas son realizados por una persona. Es decir, se tienen en
cuenta las dimensiones social y personal del conocimiento y también el hecho de que
una practica personal pudiera ser o no adecuada desde el punto de vista de la

institucion. A continuacion se describen las categorias de objetos propuestas.

. Situaciones-problemas: aplicaciones extra-matematicas, ejercicios, problemas,
acciones que inducen una actividad matematica. En nuestro caso el problema puede
ser la busqueda de una estrategia Optima en un juego, 0 bien otros problemas
planteados por el profesor en relacion a un recurso didactico en Internet.

« Lenguajes: términos, expresiones, notaciones, graficos que se utilizan para
representar los datos del problema, las operaciones que hacemos con ellos, los
objetos matematicos que se utilizan y la solucion encontrada. En los recursos de
Internet analizados el lenguaje grafico tiene un peso muy importante, aunque
también se usa el lenguaje verbal, iconico y simbdlico.

« Conceptos- definicién: En las précticas que llevan a cabo los estudiantes para
resolver un problema matematico (en este caso cuando trabajan con el recurso) se
usan implicita o explicitamente objetos matematicos, de los cuéles el alumno ha de
recordar o aplicar la definicién. Por ejemplo, los estudiantes usaran implicitamente
los objetos: aleatoriedad, espacio muestral, suceso, probabilidad, probabilidad
condicional e independencia.

. Proposiciones o enunciados sobre relaciones o propiedades de los conceptos que
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igualmente se han de emplear al resolver problemas matematicos. Por ejemplo,
cuando los estudiantes tienen que recordar que la suma de probabilidades en el
espacio muestral es igual a la unidad.

. Procedimientos: Serian los algoritmos, operaciones, técnicas de calculo que los
estudiantes han aprendido durante la ensefianza previa y que aplican al resolver el
problema. En nuestro caso, los estudiantes usaran técnicas sencillas de célculo de
probabilidades, como técnicas combinatorias, uso de diagrama en arbol, etc.

« Argumentos: Serian los enunciados usados para validar o explicar las proposiciones
y procedimientos o bien la solucién de los problemas. Pueden ser deductivos,

inductivos, formales o informales.

Godino, Batanero y Font (2007) indican que los seis tipos descritos estan
relacionados entre si formando configuraciones, es decir redes de objetos intervinientes
y emergentes de los sistemas de practicas. Los autores clasifican estas configuraciones
en epistémicas (cuando se trata de objetos institucionales) o cognitivas (si se refieren a
objetos personales). La configuracion epistémica es el conjunto de objetos matematicos
que intervienen en la resolucion de las actividades. Dentro de la configuracion se
distingue la previa (los objetos que se supone el alumno conoce antes de trabajar en la
unidad didactica) y la emergente (lo que suponemos se va a aprender).

1.5.2. RELACIONES ENTRE OBJETOS: FUNCION SEMIOTICA

Otro desarrollo teodrico de interés en nuestro estudio es el de funcion semidtica
(Godino, 2002; Godino, Batanero y Font, 2007), que sirve para resaltar los procesos de
interpretacion que se llevan a cabo en la actividad matematica y en los cuales a veces
pueden aparecer desajustes (conflictos) de interpretacion entre alumnos y profesor.

Los autores del marco tedrico describen la idea de funcion semiodtica como
correspondencia entre un antecedente y un consecuente, establecida por un sujeto
(persona o institucion). Un Applet en Internet, en si mismo, puede considerarse como
una funcion semidtica, donde el antecedente es el propio Applet, que representa
visualmente un cierto juego (como el juego de Monty Hall) o bien un procedimiento o
teorema matematico (por ejemplo, el teorema de Bayes). La correspondencia entre
antecedente y consecuente suele estar implicita, aunque en algunos casos, se incluyen

instrucciones para la interpretacion de los recursos. Tanto si hay instrucciones como si
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no, es posible que el estudiante que trabaja con el recurso no comprenda su
funcionamiento 0 no interprete correctamente los resultados producidos. Si las
interpretaciones hechas por el estudiante no son las esperadas por el profesor, diremos
que hay un conflicto semidtico.

El antecedente (expresidn) y consecuente (significado) de una funcién semidtica
no se restringen a conceptos, sino abarca toda la anterior ontologia de objetos
matematicos u organizaciones de estos en entidades mas complejas, como sistemas
conceptuales o teorias. Asi en nuestro estudio, podemos, generalmente, descomponer
cada recurso, en partes, tras las cudles aparecen diferentes objetos matematicos
implicitos. Se tratara, mediante el analisis de poner de manifiesto estos objetos, asi

como las dificultades que los estudiantes pueden tener en su uso.

1.5.3. CRITERIOS DE IDONEIDAD DIDACTICA

Otro desarrollo tedrico que usamos en nuestro trabajo es la nocién de idoneidad
didactica de que se refiere con alguna situacion didactica y se define como la
articulacién de seis componentes, cada uno de los cuales puede darse en mayor o menor
grado (Godino, Wilhelmi y Bencomo, 2005; Godino, Contreras y Font, 2006):

e Idoneidad epistémica: Representatividad de los significados institucionales
implementados (o pretendidos), respecto de un significado de referencia. Seria si los
significados de los objetos presentes en un recurso son adecuados desde el punto de
vista matematico.

e Idoneidad cognitiva: Grado en que los significados pretendidos/ implementados son
asequibles a los alumnos, asi como si los significados personales logrados por los
alumnos son los significados pretendidos por el profesor.

e Idoneidad interaccional: Grado en que la organizacion de la ensefianza permite
identificar conflictos semioticos y resolverlos durante el proceso de instruccion.

o Idoneidad mediacional: Disponibilidad y adecuacion de los recursos necesarios para
el desarrollo del proceso de ensefianza-aprendizaje.

e Idoneidad emocional: Interés y motivacion del alumnado en el proceso de estudio.

10
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1.5.4. ANALISIS DIDACTICO

De acuerdo a Godino, Font y Wilhelmi (2008) una tarea importante para el

profesor es valorar la propia practica docente con la finalidad de favorecer el

aprendizaje de los estudiantes. Para facilitar esta valoracion los autores describen

diversos niveles de analisis, algunos de los cuales creemos que también pueden

aplicarse al estudio de los recursos didacticos, entre ellos los recursos en Internet. En

concreto, usaremos en nuestro estudio los siguientes tipos de analisis:

1.

Sistemas de practicas y objetos matematicos (previos y emergentes). Este nivel de
andlisis se aplica durante la planificacion de cualquier proceso o situacién de
ensefianza y pretende estudiar las practicas matematicas planificadas. Permite
descomponer el proceso de estudio previsto en una secuencia de episodios y, para
cada uno de ellos, describir las practicas supuestas de los potenciales alumnos.
Como consecuencia del analisis se identifica una configuracion epistémica global
prevista en el desarrollo del proceso. Puede diferenciarse entre configuracion
previa (la que se supone tiene el alumno para poder realizar las tareas previstas) y
emergente (la que se adquiere como consecuencia del aprendizaje). En nuestro
caso trataremos de identificar las configuraciones y objetos latentes en los recursos
analizados.

Procesos matematicos y conflictos semidticos. En toda practica Godino. Font y
Wilhelmi identifican un sujeto agente (en nuestro caso un alumno potencial). Este
segundo nivel de analisis se centra en los objetos y, procesos que intervienen en la
realizacion de las précticas previstas, y también en los que emergen de ellas, es
decir, en el nivel cognitivo. La finalidad es describir la complejidad de las
practicas matematicas como factor explicativo de los conflictos semidticos que se
podrian producir en su realizacion. En nuestro caso puesto que el analisis de los
recursos se hace a priori, el estudio tendra un caracter hipoteético.

Idoneidad didactica del proceso de estudio. Se trata de analizar si se verifican los
diferentes tipos de idoneidad descritos en el punto anterior. Para ello los autores
proporcionan unas guias de descriptores para poder valorar cada uno de los tipos
de idoneidad.

11
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1.6. LA PROBABILIDAD CONDICIONAL COMO OBJETO MATEMATICO
FUNDAMENTAL

En lo que sigue analizamos el objeto matematico “probabilidad condicional” y los
objetos relacionados con él para definir un significado institucional de referencia en
nuestro trabajo. Puesto que cualquier tema matematico puede estudiarse con diferentes
niveles de formalizacion, el significado institucional de la probabilidad condicional
puede variar, dependiendo de la institucion de ensefianza. En nuestro caso, nos
centraremos en la Educacion Secundaria y Bachillerato, asi como los conocimientos
que un profesor de estos niveles debiera adquirir sobre el tema. Tomamos como base el
trabajo de Diaz (2004) quien, para construir un cuestionario de evaluacion sobre
razonamiento condicional lleva a cabo un analisis del contenido sobre probabilidad
condicional en los libros de estadistica usados en las universidades espafiolas en la
licenciatura de psicologia. Completamos el estudio de la autora con el andlisis de
algunos libros de texto de estadistica elemental a nivel universitario que citaremos

cuando los utilicemos.

1.6.1. PROPIEDADES Y CONCEPTOS RELACIONADOS CON LA
PROBABILIDAD CONDICIONAL

Algebra de sucesos

Para introducir la probabilidad condicional, necesitamos primeramente algunas
ideas previas, entre ella los axiomas de probabilidad propuestos por Kolmogorov (ver,
por ejemplo, Feller, 1973). Partiendo de un experimento aleatorio, definimos espacio
muestral Q@ como el conjunto de resultados posibles, es decir el conjunto de todos los
sucesos aleatorios asociados a un experimento aleatorio.

Sea p una clase no vacia de conjuntos de Q, que se denominaran sucesos
aleatorios o simplemente sucesos. Se llama suceso aleatorio A, a cualquier subconjunto
del espacio muestral.

Se consideran las operaciones entre sucesos, dentro del mismo espacio muestral
Q: el suceso unién AU B, el suceso interseccion AN B y el suceso complementario A,
que se representan en la Figura 1.1. Estas operaciones son similares a las definidas entre

conjuntos y tienen sus mismas propiedades, por lo que p tiene una estructura de

12
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Algebra (de Boole 0 mas generalizada).

Figura 1.1. Operaciones entre sucesos

Q") | y

L)

AMNB AUB A-B

Si AnB={; entonces decimos que son incompatibles o mutuamente

excluyentes. Este concepto sera importante en nuestro andlisis pues los alumnos
confunden sucesos excluyentes e incompatibles. Dados {A}decimos que forman un

n
sistema completo de sucesos si son mutuamente excluyentes y U A=Q.
i=1

Probabilidad. Axiomética de Kolmogorov
Dado un espacio muestral €2,y un @ -algebra de sucesos # sobre él, diremos que

cualquier funcion P definida sobre una clase P es una probabilidad sobre # si cumple

los tres axiomas de probabilidad (Kolmogorov, 1956):

1. P: p — [0, 1] €R. La probabilidad es una funcion definida sobre p y que s6lo

toma valores positivos comprendidos entre O y 1.
2. P(€) =1, La probabilidad del suceso seguro es 1.

3. Si A, B e p;AnB=Z ; = P(AUB)=P(A)+P(B), si {A} e p;

i=1
ANnA =2 = PULA) :ZP(A); es decir si un conjunto de eventos son
I
mutuamente excluyentes o incompatibles, no ocurren simultdneamente, entonces la

frecuencia relativa de su union es la suma de las frecuencias relativas de cada uno.

Por lo tanto P es una funcion numérica sobre p es normada, no negativa y

finitamente aditiva (medible) que toma sus valores en el intervalo [0.1]. Al valor de P

para un suceso A se denominara probabilidad de A y se designard por P(A). El par

13
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(p, P) se denomina campo de probabilidad y la terna (€2, p, P) se denomina espacio de

probabilidad o espacio probabilistico. (Loeve, 1976).

Probabilidad condicional

Sean (€, p,P) un espacio probabilistico, sean dos sucesos A, B € p con
probabilidades respectivas de ocurrencia P(A) y P(B). Se supone la siguiente
situacion:

Se sabe que el suceso A se ha verificado con P(A) > 0. Entonces cabe preguntarse
si la probabilidad de que ocurra B seguird siendo la misma o habrd sufrido alguna
modificacion. Es decir, vamos a ver en que circunstancias caben ambas respuestas.

Para calcular la probabilidad del suceso B, sabiendo que ha ocurrido el suceso A,
suponemos que el espacio muestral Q estd formado por n sucesos elementales de los

cuales n, son favorables a la realizacion del suceso A, n, losonaBy n, losonala

del suceso AN B . Puesto que ponemos la condicion de que ha ocurrido B se produce
una restriccion del espacio muestral que ahora coincide con B. Los sucesos posibles
serdn los que forman parte de B. Los favorables son los que forman parte de la
interseccion. Por tanto, la probabilidad del suceso B sabiendo que ha ocurrido A, que
Ilamamos probabilidad de P condicionada por A y representamos por P (B/A)) es la
razon entre las probabilidades P(A n B) y P(A).

P(B/A) :% ; siempre que P(A) >0.

Definicion intuitiva de probabilidad condicional
Algunos libros definen intuitivamente la probabilidad condicional P(A/B) de un
suceso A dado otro suceso B a partir de la frecuencia relativa. Por ejemplo, Pefia (1986,
p. 76) define la frecuencia relativa de A condicionada a la ocurrencia de B, en la forma
siguiente:
““considerando Unicamente los casos en los que aparece B y viendo en cuantos de
es0s casos ocurre el suceso A; es, por tanto, igual a la frecuencia de ocurrencia

conjunta de Ay B, partida por el nimero de veces que ha ocurrido B”

14
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De esta definicion deduce el concepto de probabilidad condicional, usando la
siguiente notacion:

P(B/A) :%,

donde AB representa el suceso ocurrencia conjunta de A y B, siempre suponiendo que
P(B)>0 (Pefia, 1986, p. 76). En esta definicion esta implicita la restriccion del espacio
muestral. El autor no usa explicitamente el simbolo de la interseccion de sucesos para la
probabilidad conjunta. Otros autores como Kolmogorov (1956) utilizan este formato

para referirse a la probabilidad de la interseccion.

Propiedades de la probabilidad condicional
Nortes (1993) indica especificamente y demuestra que una probabilidad

condicional cumple los tres axiomas de la probabilidad:

1. La probabilidad condicional es siempre un nimero entre 0 y 1.
0<P(A/B)<1
2. El axioma de la union:
P(AUB/C)=P(A/C)+P(B/C)-P(AnBI/C).

P(EnA) B P(A)
P(A)  P(A)

3. P(E/A) = =1. La probabilidad condicional del suceso seguro

esigual a 1.

De estos axiomas principalmente podemos reducir las propiedades de la

probabilidad condicional a las siguientes:

e En general P(A/B) es distinto a P(B/A). Uno de los errores frecuentemente descritos
sobre la comprension de la probabilidad condicional es que los sucesos Ay B a
veces se intercambian 0 no se tiene conciencia de que P(A/B) puede ser diferente de
P(B/A).

e P (A/B) =1- P (A/B) . La probabilidad condicional del suceso complementario
a uno dado es igual a la unidad menos la probabilidad condicional del

complementario.

15
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P(Z/A)=1-P(Q/A)=0; esto implica que la probabilidad conjunta de dos
sucesos mutuamente excluyentes es igual a cero.

P(AuUB/C) = P(A/C) + P(B/C) - P(AnB/C); es decir la probabilidad de la
unién de dos sucesos condicionada a otro es igual a la suma de las probabilidades
condicionadas menos la probabilidad de la interseccion condicionada.

SiAcB = P(A/C) < P(B/C); Si un suceso estd contenido en otro, la
probabilidad del primero condicionada a otro suceso es siempre menor que la

probabilidad del segundo condicionada al mismo. Si Ac B tenemos las siguiente

propiedad (Poularikas, 1999): P(A/B) :% >P(A).
. P(A) . . .
Si AcB = P(A/B) =% y P(B/A)=1; Si un suceso esta contenido en otro,

la probabilidad del primero condicionada al segundo es igual al cociente de las
probabilidades respectivas. Si condicionamos el segundo al primero la probabilidad
condicionada vale 1 (Zwillinger y Kokoska, 2000).

P(AnB) = P(A) P(B/A); Se obtiene facilmente partiendo de la definicion de la
probabilidad condicionada P(B/ A).

Para cualquier par de sucesos A, By C, se cumple
P(A)=P(ANB)+P(AnB)=P(B)P(A/B)+P(B)P(A/B) y en particular
tenemos que:

P(AnBNC) . P(AnBNC)
P(C) P(C)

P(A/C)=P(AnB/C)+P(ANnB/C)=

Si A'y B son mutuamente excluyentes. Tenemos las siguientes propiedades
(Poularikas, 1999):

1. P(A/B)=0

2. P(AUB/C)=P(A/C)+P(B/C)

P(A/B) P(B/A)
P(B)  P(A)

16
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Pefia (1986) hace hincapié en las siguientes propiedades:

o Esimportante diferenciar entre P(AnB) y P(A/B)

e Una probabilidad conjunta P(AnB) es siempre menor que las probabilidades
simples P(A) y P(B).

e Una probabilidad condicionada P(A/B) puede ser mayor, menor o igual que P(A).

e El espacio muestral en la probabilidad condicional P(A/B) queda restringido a B.

Respecto a esta Ultima propiedad, Cuadras, Echevarria, Mateo y Sanchez (1988)
distinguen entre P(A) probabilidad libre o incondicionada, donde el espacio muestral es
Q y P(A/B) probabilidad condicionada, donde el espacio muestral es B. B es el suceso
condicionante o lo que Cuadras y cols. (1988) llaman “informacion”. Diaz (2004)
recuerda que nunca podria aparecer en una formula una suma o diferencia de
probabilidades condicionadas a diferentes sucesos, dado que en este caso las
probabilidades estarian definidas sobre distintos espacios muéstrales.

Aparte de las propiedades y los axiomas de probabilidad condicionada se han de

tener en cuenta los siguientes conceptos relacionados.

Independencia

Para Borovcnck, Bentz y Kapadia (1991) la independencia es el concepto que
distingue la teoria de la probabilidad, de la teoria de la medida. Es parte de las
definiciones fundamentales en esta rama de las matematicas, pero no un axioma basico.

Ortiz (1999) indica gue es una hipotesis clave en teoremas fundamentales, como el
de Bernoulli, que establece un puente del enfoque estructural a la interpretacién
frecuencial y por ello la identificacion de este concepto contribuy6 a la aceptacion
rapida de la axiomatica de Kolmogorov por la comunidad cientifica. Con el concepto de
independencia de ensayos similares es posible deducir una medida de probabilidad en el
espacio producto con solo conocer la distribucion de probabilidad en los espacios
muéstrales de cada experimento simple. Por ello se convirtid en una pieza clave en la
axiomatica de Kolmogorov.

Dos sucesos A y B, tales que P(B/A) = P(B) se conocen con el nombre de

sucesos “independientes”; si por el contrario P(B/A) # P(B) los sucesos los

17
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denominaremos “dependientes”. Dicho en palabras, los sucesos son independientes si la
probabilidad de uno de ellos no cambia al condicionarlo por el otro. Otra forma de
definir la independencia es a partir de la regla del producto, aunque es menos intuitiva

para los alumnos:

A'y B son independientes si y solo si P(AnB) =P(A)xP(B)

Cuadras y cols. (1988) afirman que esta propiedad es condicién necesaria y
suficiente para que dos sucesos sean independientes. Esta regla del producto se puede

extender a mas sucesos independientes:

P(ANA N ..0A) = P(A)xP(A) x..xP(A)

Aunque la independencia entre sucesos se puede prever en algunos casos, como en
lanzamientos de dados u otros juegos de azar, generalmente debe determinarse
experimentalmente. Esto hace que, aunque la definicion de independencia sea sencilla
matematicamente, los estudiantes tengan muchas dificultades al aplicarla para resolver
problemas. Cuadras y cols. (1988) indican también algunas propiedades mas de la

independencia:

e Si A y B son dos sucesos independientes, también son independientes
AyB:AyB:AyB.

e Es interesante observar que la relacion de independencia es simétrica, puesto que:
P(B/A) = P(B) implica que P(A/B) = P(A). En efecto, Si P(B/A) = P(B),
se tendra que P(A/B) = P(AnB)/P(B) = P(A) » P(B)/ P(B) = P(A).

Montgomery y Runger (2002) destacan ademas que la independencia implica
resultados relacionados como:
P(AnB)=P(A)P(B)
El concepto de independencia es una relacion importante entre sucesos. Una
relacion mutuamente exclusiva entre dos sucesos esta basada solo en los resultados que

comprenden los sucesos. Sin embargo, una relacion de independencia depende del
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modelo de probabilidad usado para el experimento arbitrario. A menudo, la
independencia es asumida para ser la parte del experimento arbitrario que describe el
sistema fisico en el estudio. Hwei y Hsu (2003) afiaden la siguiente propiedad: Si A, By
Ctal que P(ANBNC)=P(A)xP(B)xP(C) entonces:

e A, By C son independientes.
e« P(ANB)=P(A)xP(B)
e P(ANC)=P(A)xP(C)
e P(BNC)=P(B)xP(C)

Dependencia
Del concepto de independencia se deduce el concepto de sucesos dependientes.
Cuadras y cols. (1988) lo definen de esta forma: “Si P(A/B) # P(A), la presencia de

B altera la probabilidad de A y se dice que el suceso A es estocasticamente dependiente
del suceso B. Si P(A/B) > P(A), la presencia del suceso B favorece al suceso A. Si
P(A/B) < P(A), la presencia del suceso B desfavorece al suceso A”. Igualmente

podemos decir que:

e Cuando P(B/A) = P(B) entonces la ocurrencia de A no tiene ningun efecto sobre

la de;

e Cuando P(B/A) > P(B) entonces el suceso A favorece al B;

e Cuando P(B/A) < P(B) entonces el suceso A desfavorece al B;

e Cuando P(B/A) = P(B) entonces la ocurrencia de A no tiene ningun efecto sobre
B.

Como veremos en el estudio de los antecedentes, los alumnos confunden sucesos
independientes y mutuamente excluyentes. Sin embargo, hemos visto que la
probabilidad conjunta de dos sucesos mutuamente excluyentes es igual a cero. Por ello,
dos sucesos mutuamente excluyentes son dependientes, ya que la ocurrencia de uno
hace que el otro no pueda ocurrir.

Otro punto que los alumnos confunden es la relacion entre dependencia y
causalidad. Este tipo de sesgo también se pone de manifiesto en los estudios sobre la

forma en que los sujetos perciben la asociacion entre variables. Por ejemplo, Estepa
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(1994) ha puesto de manifiesto como algunos alumnos confunden correlacion y
causalidad, denominando a este fendmeno "concepcién causal de la asociacion
estadistica”. Este aspecto no es muy estudiado en los libros de texto, aunque lo hemos
encontrado explicitamente en Sacerdote y Balima (en preparacion).

Los autores indican que “la estadistica no se ocupa de las relaciones causa-
efecto;... la estadistica puede ayudar a orientar una ciencia que estudia la naturaleza
hacia una explicacion causal, pero no a justificarla™ (p. 16).También resaltan que “el
tiempo no interviene en la estadistica, aunque para algunos modelos sera el factor
ordenador de los resultados y el orden puede interesar” (p. 16). Este comentario lo
hacen para justificar que es posible calcular tanto una probabilidad condicional directa

(respecto al tiempo) como su inversa.

Intercambiabilidad

En algunos de los textos de enfoque bayesiano se incluye este concepto, como
hipdtesis no tan restrictiva como la independencia. Por ejemplo, en Berry (1996, p. 134)
se presenta este concepto en la forma siguiente: “Dos experimentos son intercambiables

si se cumple lo siguiente:

1. Los posibles resultados son los mismos en los dos;

2. Laprobabilidad de cada resultado de uno es la misma que en el otro;

3. La probabilidad condicional para el segundo experimento, dados los resultados del
primero son las mismas que las probabilidades condicionales del primero, dado el

segundo”.

Regla del producto
Una propiedad relacionada con las anteriores es la regla del producto, que permite
calcular las probabilidades en experimentos compuestos. Esta regla es la siguiente:
P(ANB)=P(A)xP(B/A)

Algunos de textos de estadistica, como el de Nortes (1993), diferencian entre
sucesos independientes y dependientes para la aplicacion de la regla del producto,
proporcionando explicitamente las formulas, o bien ejemplos de su aplicacion, en los

dos casos. Para dos sucesos independientes, la regla del producto se define en la
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férmula siguiente
P(AnB)=P(A)xP(B)

Botella y cols. (1993, p. 283) introducen el teorema del producto del siguiente
modo: “La probabilidad de verificacion simultanea de dos sucesos independientes es
igual al producto de sus probabilidades simples”. Para mas de dos sucesos
independientes, se iria generalizando la regla. Por ejemplo, para tres sucesos
independientes la regla es la siguiente:

P(AnBNC)=P(A)xP(B)xP(C)

Para n sucesos independientes la regla del producto es como sigue:
PA, N A, n..nA)=PA)XPA,) X..xPA,)

Para dos sucesos dependientes, la probabilidad de que ocurran A y B (sucesivas 0
simultaneas) es igual a la probabilidad de que ocurra A por la probabilidad de que
ocurra B condicionando de A, es decir, segun expresa Nortes Checa (1993, p. 219):

P (AnB) =P (A) P(B/A)

En el caso de més de dos sucesos dependientes, la regla del producto seria:
P(AnNBNC) = P(A)xP(B/A)xP(C/ANB)

Teorema de la Probabilidad Total
Introducidas las nociones de dependencia e independencia y la regla del producto
podemos pasar al teorema de la probabilidad total, que expresa la probabilidad de un
suceso cuando se conocen las probabilidades de que este suceso sea debido a cada una
de una serie de causas mutuamente incompatibles. Sea {A} una sucesion de sucesos
n-1
disjuntos dos a dos, y tales que P(ﬂ A)>0 y su union constituya una particion del
i=1

espacio muestral (sistema completo de sucesos). Se verifica que:

P(An..nA) = P(A) P(A ] A)P(AI AN A) ..P(ATAN..0NAY)
P(UA /Aj = iP(A I A)

i=1
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Teorema de Bayes

Sean n sucesos disjuntos B, B,,..,B,,Ae Q tales que P(B)>0,P(A)>0
i=1 2, .., n;tales que forman un sistema completo de sucesos. Se verifica que:
P(A/Bi)P(Bi)  P(A/Bi)P(Bi)

P(Bi/A) =
> P(Bi)P(A/Bi) P(A)

Cuadras y cols. (1988, p. 122) definen los sucesos {Bl, B,..... Bn}e Q con
P(B,) >0, como una particion del espacio muestral E. A estos sucesos los denominan
“causas” y al suceso A “efecto”. A es un suceso cualquiera que si ocurre, lo hace
conjuntamente con uno de los sucesos de la particion {B,, B,,..., B, } .

Las probabilidades P(B;) >0; i=1,...,n se denominan probabilidades a priori ya
que son las que se asignan inicialmente al los sucesos B,.Las probabilidades
P(A/B,)>0; i=1..,n se denominan verosimilitudes del suceso A admitiendo la
hipotesis B, .Las verosimilitudes P(A/B,) >0 nos permiten modificar nuestro grado de
creencia original P(B;) obteniendo la probabilidad a posteriori P(B, / A).

Sean B,,B,,...,B, y A Kk sucesos mutuamente excluyentes y exhaustivos,

entonces:

P(A)=P(B,nA)+...+ P(B,nA)=P(B,)P(A/B)+...+ P(B,)P(A/B,)

1.6.2. PROBLEMAS Y PROCEDIMIENTOS

Un punto importante en nuestro marco tedrico son los problemas que se resuelven
con la ayuda de la probabilidad condicional. Diaz (2004, 2007) analiza los problemas
relacionados con la probabilidad condicional en una muestra de libros de texto usados

en la ensefianza de estadistica en Psicologia. Encuentra las siguientes categorias:

1. Calcular una probabilidad condicional, dentro de un experimento simple, como en
el siguiente ejemplo, tomado de Gutiérrez Martinez y Rodriguez (1993, p. 47): “Se
lanza un dado. Sabiendo que ha aparecido un nimero mayor o igual que 5, ¢Cual es la

probabilidad de que sea multiplo de 3?”
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2. Calcular una probabilidad condicional en un experimento compuesto. Diaz (2004,
2007) diferencia en este caso el contexto de muestreo con reposicion y sin reposicion.
Un ejemplo del caso de muestreo con reposicion es el siguiente, tomado de Devore
(1998, p.119) es el siguiente: “Una urna contiene 5 bolas rojas y 8 verdes. Se extrae
una bola y se reemplaza por dos del otro color. A continuacion, se extrae una segunda

bola. Calcular la probabilidad de que la segunda bola sea verde.

3. Calcular una probabilidad condicional a partir de probabilidades conjuntas y
simples (P(A/B) = P(AnB)/P (B), siempre que P(B) >0). Un ejemplo es el
siguiente problema resuelto de Lipschutz y Lars (2001, pg.117). “Sea A y B eventos con
P(A) = 0.6, P(B) = 0.3, P(A nB)= 0.2. Encuentre: P(AUB), P(A), P(B)
P(A|B), P(B|A)”.

4. Calcular una probabilidad compuesta haciendo uso de la regla del producto. Diaz
(2004, 2007) diferencia los casos de sucesos dependientes e independientes. Un r
ejemplo, en el caso de suceso dependiente es el siguiente: “En una bolsa se tienen 4
bolas blancas y 2 bolas negras; otra contiene 3 bolas blancas y 5 bolas negras. Si se
saca una bola de cada bolsa, hallar la probabilidad de que ambas sean blancas™
(Spiegel, 2000, p. 139).

5. Determinar si dos sucesos son dependientes o independientes: Un juego consiste
en arrojar simultaneamente una moneda u un dado. Comprobar que los sucesos en los
que esta implicados la moneda y el dado son independientes. (Martin-Pliego y Ruiz-
Maya , 2006, p. 41)

6. Diferenciar entre sucesos mutuamente excluyentes y sucesos independientes. Por
ejemplo, “;Puede ser independientes dos sucesos mutuamente excluyentes que tienen

probabilidad no nula?” (Pefia, 1986, p.77).

7. Calcular la probabilidad total. Todos los problemas relacionados con el teorema

de Bayes implica la resolucion de un problema de probabilidad total. Ademas, algunos
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libros incluyen explicitamente este tipo de problemas. Por ejemplo el tomado de
Gutiérrez, Martinez y Rodriguez (1993, p. 47). ““En una determinada poblacion, el 40%
son mujeres, el 30% son universitarios, y el 20% son mujeres universitarias. Si se

selecciona al azar una mujer. ¢ Cuél es la probabilidad de que sea universitaria?”

8. Resolver problemas bayesianos. Son los problemas en que se da una particién del
espacio muestral y la probabilidad inicial de los sucesos que la componen asi como la
condicional de un nuevo suceso que depende de los anteriores. Se pide la probabilidad
final de los sucesos de la particion. “Las probabilidades de que un articulo proceda de
una fabrica A o de una B son 0,6 y 0,4, respectivamente. La fabrica A produce articulos
defectuosos con probabilidad 0,01, y la B, con probabilidad 0,05. Se observa un
articulo y resulta defectuoso. Calcula la probabilidad de que provenga de la fabrica
A’ Arnold (2004, p. 43).

9. Resolver problemas de probabilidad condicional y conjunta en experimentos
compuestos de diferentes experimentos simples. Por ejemplo:*“En una universidad
terminan la carrera el 5% de Arquitectura, el 10% de Ciencias y el 50% de Letras (sélo
hay estas carreras). Eligiendo un estudiante al azar se pide: a) Probabilidad de que sea
de Arquitectura y haya terminado la carrera; b) Nos dice que ha terminado la carrera.
Probabilidad de que sea de Arquitectura” (Cuadras y cols., 1988, p. 137).

10. Estimar probabilidades condicionales y conjuntas mediante simulacion. Estos
problemas sélo los hemos encontrado en los dos libros con enfoque basado en el
ordenador. Por ejemplo: “Considera el ejemplo de prueba sanguinea discutido en el
capitulo. Supon que haces tres pruebas y son todas positivas. ¢Tienes una alta
probabilidad de tener la enfermedad? Usa Minitab en los calculos™ (Albert y Rossman,
2001, p. 34),

1.6.3. REPRESENTACIONES Y ARGUMENTOS

Los elementos del lenguaje, tales como términos, expresiones, notaciones,
gréficos, etc. son necesarios para resolver los problemas matematicos, para representar
objetos abstractos, para generalizar su solucion o para describirlos a otras personas. En

relacion a la probabilidad condicional hemos encontrados los siguientes:

24



El problema de investigacion 25

Términos y expresiones

Encontramos una gran variedad en los libros analizados, entre los que citamos los
siguientes: probabilidad, probabilidad condicionada, diagrama de arbol, aleatorio,
conjuntos vacio, total, union, interseccion, probabilidad de la union, probabilidad de la
interseccion, funcién probabilistica, variable aleatoria, equiprobabilidad, independencia,
dependencia, espacio muestral, suceso, frecuencia relativa, ley de los grandes nameros,
regla de Laplace, regla del producto, convergencia, simulacion con uso del ordenador,
etc.

Asimismo encontramos términos asociados a los conceptos relacionados:
distribucion de probabilidad, variables aleatorias discretas y continuas, propiedades
estadisticas, calculo de probabilidades de variables y estadisticos, ley de los grandes
ndmeros.

Hacemos notar que cada una de estas expresiones corresponde a conceptos o
propiedades matematicas que el estudiante deberia haber aprendido antes de finalizar el

tema, lo que muestra la complejidad del objeto de estudio.

Expresiones algebraicas

Expresiones como la siguiente, forman parte del conjunto de representaciones
simbolicas relacionadas con la probabilidad y se usan sobre todo al dar argumentos de
tipo deductivo:
P(G)=P((G n AU (G nB)) = P(G nA) + P(G nB) =P(G/AP(A) + P(G/B)P(B)

En ella tenemos una demostracion de que la probabilidad de un suceso se puede
descomponer como la suma de la descomposicion de la probabilidad en otros sucesos
compuestos. Otras expresiones algebraicas se usan al describir los conceptos
relacionados: Por ejemplo, es frecuente encontrar expresiones algebraicas representando
el teorema de Bayes.

P(B|A)P(A) __ P(B|A)P(A)

P(A|B)= :
"B S eeIA)PA)

En ella podemos ver la descomposicion de la probabilidad condicionada de un

conjunto de sucesos mutuamente excluyentes y exhaustivos {A,A,,..., A,..., A}, tales
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que la probabilidad de cada uno de ellos es distinta de cero y de un suceso B cualquiera

del que se conocen las probabilidades condicionales P(B| Ai), como el cociente de la

descomposicion de los sucesos simples en otros complejos. (Para ello utilizamos la

propiedad anteriormente estudiada).

Representaciones gréaficas

Los graficos es uno de esos elementos que siempre estan presentes en la
Probabilidad. Se reconoce en los graficos un medio elocuente de comunicar ideas, para
refutar teorias, de representar relaciones entre varias variables, de usarlos para distinguir
con ellos el foco de atencién, en como se cuestionan los datos, en sus propdsitos, en la
precision de la informacion cualitativa extraida de ellos y la realizacion ocasional de
funciones instrumentales.

A la hora de representar la Probabilidad Condicionada es comun el uso de los
diagramas de arbol. Segun Fischbein (1987), el diagrama en arbol facilita la resolucion
de problemas de probabilidad, aunque algunos autores han mostrado que los alumnos
tienen dificultades en construir un diagrama en arbol adecuado al problema. En la figura
1.2 reproducimos un grafico de diagrama de arbol que hemos encontrado en la Internet

(www.mirrorservice.org/sites/home.ubalt.edu/ntsbarsh/Business-tat/opre504S.htm).

Figura 1.2. Diagrama de arbol
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Otro grafico que se utiliza a la hora de representar la Probabilidad condicionada es
la representacion de sucesos, mediante un diagrama de Venn. Con este grafico tenemos
una vision espacial de las diferentes situaciones que se pueden presentar en el
comportamiento de intersecciones, uniones y como se condicionan unos sucesos a otros.
(Ver Figura 1.3, encontrada en Internet en:

www.kalipedia.com/graficos/interseccion.html?x=20070926klpmateyp_30.Ges).
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Figura 1.3. Representacion de sucesos

Representaciones elaboradas por el ordenador

Merece mencion aparte de representacion, la simulacion, la cual permite a través
del ordenador estudiar las propiedades de un fendmeno aleatorio reemplazandolo por
otro isomorfo. Por medio de dispositivos como el modelo de urnas es factible simular
experimentos probabilisticos, tales como el lanzamiento de un dado, de una moneda,
etc. El papel que juega la simulacion en la ensefianza de la estadistica y la probabilidad
ha sido resaltado entre otros por Biehler (1997, 2003), Batanero (2003) y Mills (2003),
avisando que la simulacion permite poner en manos del estudiante un instrumento que
hace posible la exploracion y el descubrimiento de conceptos y principios que de otro
modo serian mucho mas abstractos. Sin embargo, la falta de “guias practicas” que
dirijan el trabajo de exploracion del simulador, donde a veces se disefia de manera
parcial y difusa los significados pretendidos en el proceso de estudio, provocara que los
estudiantes tengan dificultades para observar el comportamiento del fendmeno (Godino,
Font y Wilhelmi, 2008).

1.7. EDUCACION ESTADISTICA EN INTERNET

La estadistica es una de las materias que mas ha sido influida por la tecnologia, y
en particular por Internet (Galmacci, 1996), a partir de las contribuciones de muchas
personas e instituciones en todo el mundo, la mayoria de las cuales no buscan un
beneficio econémico directo. Destacamos la pagina de la International Association for
Statistical Education, http://www.stat.auckland.ac.nz/~iase/ donde se recogen vinculos
a otros servidores, asi como publicaciones, incluyendo tesis doctorales, actas de

conferencias y revistas electronicas, como Statistics Education Research Journal. La
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importancia de estos recursos se reflejo en la organizacion de una conferencia
estadistica sobre “Statistics Education and Internet” en el afio 2003 (http://www.ph-
ludwigsburg.de/iase).

Estos recursos han influido en la metodologia la ensefianza de la estadistica
(Hawkins, 1997). Los profesores usan recursos de Internet en sus clases en diversas
formas: los libros de texto electrdnicos o articulos disponibles en Internet se prestan a la
consulta, en incluso a su modificacion (blogs, aplicaciones Wiki, etc). La Internet
proporciona para la ensefianza de la estadistica datos de todo tipo, a partir de los
Institutos de Estadistica (e.g, http://www.ine.es/) 0 a partir de paginas dirigidas a la
ensefianza de la estadistica (e.g. http://lib.stat.cmu.edu/DASL/). Los estudiantes pueden
realizar investigaciones sobre cualquier tema que les interese buscando sus datos en
estos servidores. Ademas, los datos estan preparados para introducirse directamente en
las calculadoras gréficas u ordenadores de los alumnos, quienes pueden trabajar con los
datos, combinarlos, intercambiarlos con sus compafieros o exportarlos a otros
ordenadores o calculadoras.

Los recursos disponibles en Internet permiten la explotacion de los objetos
estadisticos significativamente abstractos a través de la creacion de un micromundo
virtual que el estudiante puede manejar, experimentando los efectos de las variables
definidas. Entre otros temas, permite explorar los conceptos de probabilidad y de la
inferencia, y sustituir las demostraciones formales por razonamientos mas intuitivos
(Mills, 2002). Veremos algunas de estas aplicaciones en el Capitulo 3.

Muchos de estos micromundos se basan en la simulacion, sugerida por Heitele
(1975) en su lista de ideas estocasticas fundamentales. La simulacion desempefia en
estadistica un papel similar al del isomorfismo en otras ramas de la matemética. A
través de la simulaciébn ponemos en corespondencia dos experimentos aleatorios
diferentes, con la condicion de que cada suceso elemental del el primer experimento
corresponde a un sélo un suceso elemental del segundo, a fin de que los hechos puestos
en correspondencia, en ambos experimentos sean equiprobables.

Por otro lado, la simulacién es mas que una herramienta de ensefianza, es también
una herramienta para el trabajo estadistico, por lo que conviene mostrarlo estudiantes.
El método de simulacién de Monte Carlo se desarrollé durante la Segunda Guerra

Mundial por un grupo de matematicos, entre ellos John von Neumann y se aplica hoy
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dia en la industria y prevision de muchos fendmenos. Por ello es un tema de interés en
la ensefianza y los recursos en Internet facilitan su introduccion.

Sin embargo, el uso de la simulacion también tiene consecuencias negativas.
Borovcnik y Peard (1996) destacan el hecho de que la solucidn obtenida por medio de la
simulacion no ofrece pistas sobre como y por qué la soluciéon realmente resuelve el
problema, ya que al estar basada en una perspectiva frecuentista de la probabilidad, no
considera otros puntos de vista del concepto de probabilidad. Ademas, la simulacién
proporciona sélo una estimacion de la frecuencia del valor tedrico de la probabilidad,
gue puede apartarse del mismo, especialmente para un serie de experimentos pequefia.
Ademas, los estudiantes pueden confundir los objetos mateméticos frecuencia y
probabilidad, que son de naturaleza diferente (Dantal, 1997). Por esa razon, es necesario
el estudio de la simulacion en los recursos disponibles en Internet.

Una ultima aplicacion son las plataformas que incluyen listas de discusién entre
profesores o entre alumnos y gestién del trabajo de los alumnos a distancia, cuando el

no es posible la comunicacion directa con el profesor.
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CAPITULO 2
INVESTIGACIONES PREVIAS SOBRE PROBABILIDAD
CONDICIONAL

2.1. INTRODUCCION

Para fundamentar este trabajo, en este capitulo presentamos un resumen las
principales investigaciones relacionadas con la comprension de la probabilidad
condicional e independencia. Estas investigaciones se han realizado tanto en el campo
de la Psicologia, dentro de los estudios sobre razonamiento y toma de decision bajo
incertidumbre, como en el de la Educacion Matemética

La sintesis que realizamos parte del articulo de Diaz y de la Fuente (2005), asi
como del estado de la cuestion que Diaz (2007) presenta en su tesis doctoral y se amplia
con otras investigaciones no tenidas en cuenta por estas autoras. En primer lugar
revisamos los trabgjos relacionados con la comprension conceptual y procedimental,
que son la mayoria, pues los trabajos sobre ensefianza del tema son bastante escasos.
Incluimos también un apartado sobre el anadlisis de libros de texto y las conclusiones de
este estado de la cuestion.

2.2. COMPRENSION CONCEPTUAL

Algunas investigaciones sobre la comprensién conceptual de la probabilidad
condicional se centran en analizar si los alumnos son capaces de aplicar la definicion o
propiedades del concepto en situaciones muy simples, como € muestreo con o sin

reposicion.

2.2.1. COMPRENSION DE LA PROBABILIDAD CONDICIONAL

Intuitivamente la probabilidad condicional P(A/B) de un suceso A dado otro
suceso B se define como la probabilidad de que ocurra el suceso A sabiendo que ha
ocurrido e suceso B y formamente se define mediante la siguiente expresion, con la

condicion de que P(B)>0.

P(A/B) = P(AB)/P(B)
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Algunas investigaciones analizan si |os estudiantes comprenden estas definiciones
y pueden aplicarlas en laresolucién de problemas y toma de decisiones en lavida diaria.
Las principales dificultades aparecen cuando no se sabe si dos sucesos 0 experimentos
son o no independientes, por ggemplo, en e contexto de muestreo.

En este contexto Maury (1986) analizé lacomprensién intuitiva de la probabilidad
condicional en 374 estudiantes del curso preuniversitario y ultimos cursos de
Bachillerato, usando un contexto de extraccion de bolas en urnasy otro de ruletas. En €l
primer caso, la extraccion se realiza con y sin reemplazamiento. Aunque el 60% de los
alumnos resolvid correctamente los problemas de probabilidad simple, sdlo e 25%
resolvié adecuadamente los de probabilidad condicional La dificultad se debio
principalmente a que los dos sucesos considerados no eran equiprobables. En otro
experimento Maury (1985; 1986) planted a 290 alumnos de entre 13 y 16 afios € mismo
problema usando sucesos equiprobables y latasa de respuestas correctas subié al 70%.

Para Maury este mayor éxito indica e reconocimiento intuitivo de la
independencia por parte de los alumnos. La autora también observo un éxito mayor
cuando en la pregunta se listan todos los sucesos posibles del espacio muestral, que
cuando no se listan, considerando, en consecuencia, que parte de la dificultad de los
problemas se debe a que los alumnos no son capaces de restringir correctamente €l
espacio muestral en la probabilidad condicional.

Totohasina (1992) propuso problemas de probabilidad condicional a 67 alumnos
del curso preuniversitario, que habian estudiado |a probabilidad, pero no la probabilidad
condicional. Aproximadamente e 60% de ellos lo resolvieron correctamente
apoyandose en representaciones como diagrama en arbol, tabla de doble entrada o
representacion rectangular. Algunos estudiantes no interpretaron probabilisticamente el
enunciado, haciendo uso solo de las frecuencias absolutas de casos. Otros alumnos a
veces no restringieron el espacio muestral a calcular 1as probabilidades condicionales o

bien confundieron la probabilidad conjuntay la probabilidad condicional.

2.2.2. INTERCAMBIO DE SUCESOSEN LA PROBABILIDAD CONDICIONAL

Muchos estudiantes no discriminan adecuadamente entre las dos direcciones de la
probabilidad condicional P(A/B) y P(B/A), error que Falk (1986) denominafalacia de la
condicional transpuesta y que se ha observado principamente en problemas de
contextos médicos. En este se confunde la probabilidad de tener una enfermedad
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cuando ha sido positiva una cierta prueba con la probabilidad de un resultado positivo
en la prueba, dado que se tiene la enfermedad (Eddy, 1982). Por gemplo, la
probabilidad de tener una mamografia positiva si se tiene cancer de pecho (que es muy
ata), se confunde con la de tener cancer de pecho s se tiene la mamografia positiva
(que es muy pequeiia). En todo caso, la prestigiosa revista Lancet publico un estudio
donde se advierte de los riesgos de un diagndstico erroneo en la prueba de mamografia
(Gotzsche y Olsen, 2000) u se indica que para mejorar su capacidad de decision, las
mujeres que toman la prueba deberia ser informada de |os riesgos potenciales en el caso
de un falso positivo.

También Batanero, Estepa, Godino y Green (1996) encontraron esta misma
confusién en la interpretacion de tablas de contingencia donde se confunden las dos
posibles frecuencias condicionales relacionadas con una misma celda de datos. En su
investigacion, arededor del 20% de los estudiantes del curso preuniversitario
confundieron “porcentaje de fumadores que contraen cancer de pulmén” con
“porcentaje de personas con cancer de pulmoén que fuman”.

Esta confusion se extiende asimismo al contexto de la interpretacion del nivel de
significacion « en los contrastes de hipétesis (Valecillos, 1994). El nivel de
significacion a se define como la probabilidad condicional de obtener un resultado R

en la region de rechazo cuando la hipotesis nula H, es cierta, es decir o =P(R/H,).

Cuando un contraste de hipétesis resulta significativo (o que quiere decir que R ha
ocurrido) y alguien pregunta por la probabilidad de haber cometido un error (la
probabilidad de que Hy sea cierta) a menudo se contesta con . En esta situacion se
estaria confundiendo P(R/H,) con P(H,/R). Pero la probabilidad P(H,6/R) no

tiene sentido en inferencia clasica, y sdlo puede calcularse en inferencia bayesiana, con
lo que los investigadores estarian mezclando |a filosofia e interpretacion de estas dos
escuelas de inferencia, que son incompatibles (Diaz, 2007).

Una posible explicacion dada por Falk (1986) ala confusion entre los dos sentidos
de la probabilidad condicional es la imprecision del lengugje cotidiano. Cuando
escribimos una probabilidad condicional usando la notacion matemética es claro cuél es
el suceso condicionante y cua € condicionado, pero en e lenguge ordinario la
probabilidad condicional (tener cancer si se es fumador) y su inversa (ser fumador si se
tiene cancer) no siempre se distinguen claramente entre si 0 de la probabilidad conjunta
(ser fumador y tener cancer).
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2.2.3. CONFUSION ENTRE PROBABILIDAD CONDICIONAL Y CONJUNTA

Debido a esta imprecision del lenguaje, en los problemas de probabilidad
condicional los alumnos confunden con frecuencia la probabilidad condicional y la
probabilidad conjunta. Por este motivo en la investigacion de Ojeda (1995), las
preguntas sobre interseccion de sucesos fueron mas dificiles que las de probabilidad
condicional y la mitad de los sujetos del estudio interpretaron la intersecciéon como
condicionamiento. Einhorn y Hogarth (1986) sugieren que los enunciados que usan la
conjuncion “y” pueden llevar a confundir la probabilidad conjunta y la probabilidad
condicional, como ocurrio en su investigacion a preguntar a 24 estudiantes “ ¢Cual es
la probabilidad deir al supermercado y comprar café?” .

Un error relacionado con la probabilidad conjunta es la falacia de la conjuncién
(Tversky y Kahneman, 1982b) o creencia de que es mas probable la interseccion de dos
sucesos que la de uno de €ellos por separado o la de su unién. Puesto que la probabilidad
de la interseccién se obtiene multiplicando dos probabilidades, que son numeros
menores o iguales a la unidad, e resultado de esta multiplicacién nunca puede ser
mayor que la de uno de los factores. Sin embargo, muchos alumnos dan una mayor
probabilidad a lainterseccion de dos sucesos si uno de ellos es muy probable, como por
ejemplo, consideran mas probable “ser joven eir ala discoteca’ que simplemente “ser
joven”. El error es resultado de considerar a la conjuncion “ser joven e ir a la

discoteca” - mas representativa de la poblacion que ser simplemente joven.

224. RELACION ENTRE |[INDEPENDENCIA Y PROBABILIDAD
CONDICIONAL

Las dificultades de comprensién de la probabilidad condicional son debidas en
ocasiones a la fata de percepcion de la independencia, ya que dos sucesos son
independientes si |a probabilidad de uno de ellos no cambia a condicionarlo por €l otro.

La dificultad de aplicar la idea de independencia continda en la Universidad,
como muestra Sanchez (1996), quien pasO un cuestionario a 88 profesores de
Mateméticas que participaban en México en un programa de actualizacion. Solo 44
profesores hicieron intentos sisteméticos por resolver un problema de independencia.
De ellos 39 dieron una respuesta, pero solo 4 utilizaron la regla del producto y llegaron
a la solucién correcta. En las respuestas incorrectas encuentra dos tipos de

razonamiento:
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1. Creer que dos sucesos son independientes si y solo si son excluyentes, error muy
extendido, y descrito anteriormente por Kelly y Zwiers (1986), quienes suponen que
es debido a la imprecision del lengugje ordinario, en que “independiente” puede
significar, a veces, separado. Esta creencia es erronea pues dos sucesos excluyentes
son justamente dependientes pues uno no puede ocurrir alavez que € otro.

2. Creer que para gque dos sucesos sean independientes cada uno de ellos ha de
pertenecer a un experimento diferente y no al mismo experimento. También esto es
falso, pues a tomar a azar una mujer de una poblacion, |os sucesos “ser menor de
20 afos’ y “ser sevillana® son independientes, aungque se refieran a un mismo

experimento (tomar lamujer a azar de la poblacion).

2.2.5. CONDICIONAMIENTO Y CAUSACION

La causalidad es un concepto cientifico, filoséfico y psicol6gico complejo, aunque
las personas lo comprenden de forma intuitiva en base a su experiencia cotidiana con
situaciones de relaciones de causa y efecto. La relacion causal estricta ocurre cuando al
variar un suceso A (por gemplo, a cambiar la cantidad de agua en un recipiente) otro
suceso cambia (el peso del recipiente cambiard). Es dificil de hallar en el mundo real
relaciones perfectas de cause y efecto y por ello los estadisticos hablan de relacion de
causa débil cuando a suceder A cambia la probabilidad de que ocurra B (Diaz, 2007).
Es decir, cuando P(B/A) es diferente de P(B), por lo cua una relacion de causalidad
implica una dependencia de tipo estadistico entre |os sucesos implicados. Por g emplo, a
mayor numero de horas de estudio aumenta la probabilidad de una mejor nota, pero no
es seguro, pues & alumno podria hacer un mal examen por un cansancio excesivo.

Desde el punto de vista de |la probabilidad condicional, si un suceso A es la causa
estricta de un suceso B, siempre que suceda A, sucedera B, por o que P(B/A)=1. Sin
embargo lo contrario no es cierto, ya que dos sucesos pueden ser dependientes, sin que
uno de ellos sea causa del otro. Por giemplo hay una relacién inversa entre la tasa de
natalidad de un paisy la esperanza de vida, pero larelacién no es de tipo causal.

Desde € punto de vista psicolégico, la persona que evalla una probabilidad

condicional P(A/B) puede percibir dosrelaciones diferentesentre Ay B:
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e B Relacion causal: Si percibe que B (suceso condicionante) es causa de A causal,
estimando la probabilidad de un efecto A dado cierto conocimiento de la causa B.
Por g emplo, la probabilidad de que si una persona tiene pulmonia tenga fiebre es
ata.

e Relacion diagnostica: Si percibe A como una causa de B, se redlizaria un
razonamiento diagnostico, estimando la causa dado el conocimiento del efecto. En
el gemplo, si una persona tiene fiebre, la probabilidad de que tenga pulmonia no es
alta, pues hay muchas enfermedades que originan lafiebre.

Aungue mateméticamente |os dos enunciados son equivalentes, desde un punto de
vista psicoldgico hay una creencia que las relaciones causales son mas fuertes que las
relaciones diagnosticas (Tversky y Kahneman, 1982a) debido a la existencia de un
sesgo causal cuando las personas se enfrentan con tareas relacionadas con la
probabilidad condicional.

Larelacién de causalidad también se asocia, a menudo, con la secuencia temporal
(Falk, 1986) y agunos estudiantes tienen problemas con la condicionalidad cuando se
invierte el ge de tiempo en que los sucesos ocurren de una forma natural. Por ejemplo,
s les preguntamos cudl es la probabilidad de que el abuelo de una persona tuviera los
0jos azules. Esta creencia, que consiste en rechazar la evidencia ocurrida después del
suceso que juzgamos, se conoce como falacia del ge temporal y consiste en suponer
que e suceso condicionante en la probabilidad condicional ha de preceder
temporalmente al condicionado.

Entender que la probabilidad de un suceso puede ser revisada a la luz de
resultados posteriores es importante en la aplicacion del Teorema de Bayes donde la
actualizacion de las probabilidades a la luz de los resultados juega un papel tan
importante. Gras y Totohasina (1995) identifican tres tipos de concepciones erréneas
sobre la probabilidad condicional en estudiantes:

« Enlaconcepcién cronoldgica los estudiantes interpretan la probabilidad condicional
P(A/B) como una relacion temporal, donde e evento condicionante B siempre
precede al suceso A.

. En la concepcion causal, los estudiantes interpretan la probabilidad condicional
P(A/B) como una relacion causal implicita, donde € suceso condicionante B es la

causay A laconsecuencia.
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« En la concepcién cardinal los estudiantes interpretan la probabilidad condicional

Card (AN B)

P(A/B) como la proporciéon
(A/B) prop Card(®)

, que es correcta solo en el caso de un

espacio muestral finito equiprobable. Otros estudiantes interpretan P(A/B) como la
Card (A)

roporcion
prop Card(B)

, que es siempre falso.

2.3. RESOLUCION DE PROBLEMAS
Otras investigaciones estudian las estrategias y errores de los estudiantes al
resolver problemas. Las mas importantes son |as relacionadas con el Teorema de Bayes

y las que analizan como influyen las variables del problema en laresolucion.

2.3.1. PROBLEMASRELACIONADOSCON EL TEOREMA DE BAYES
Totohasina (1992) encuentra las siguientes estrategias espontaneas entre los

alumnos que tratan de resolver un problema del Teorema de Bayes:

= Cambio de referencia: Consiste en restringir € espacio muestral para tratar €l
problema como si se tratase de un problema de probabilidad simple.
= Calculo de cocientes de porcentges, o que implica, en la préactica la formula de

Bayes, aunque deducida de una materiainformal.

Después de realizar un experimento de ensefianza de la probabilidad condicional,
pero en & que no se introduce formalmente el teorema de Bayes, aunque se plantean y
resuelven problemas de probabilidad inversa basandose en arboles y tablas de doble
entrada, propone a los alumnos un problema de Bayes y examina los tipos de diagramas
en arbol utilizados por los alumnos.

El autor supone que los alumnos pueden encontrarse con dificultades en funcién
del tipo de representacion elegida para resolver e problema, que les es dado en formato
verbal. Al pasar, por g emplo, a una tabla de doble entrada, se dificulta la percepcion de
la naturaleza secuencial de algunos problemas, porque lo que queda mas visible es la
interseccion de los dos sucesos y puede llevar alos alumnos a confundir la probabilidad
condicional y la conjunta. De un total de 65 alumnos que participaron en la evaluacion,

26 construyeron un arbol directo, con lo que se resaltd claramente e aspecto secuencial
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de los experimentos (calculo de la probabilidad directa); 9 de estos estudiantes |legaron
a construir correctamente a arbol inverso, que muestra claramente la probabilidad
inversa. Otros 7 alumnos usaron el diagrama en arbol, pero no contemplaron el aspecto
secuencial y no llegaron a asignar correctamente las probabilidades. S6lo 9 alumnos
llegaron a la solucion correcta de los problemas. Los autores concluyen que el uso de
un arbol es el recurso mas efectivo pararesolver problemas de probabilidad condicional,
sobre todo cuando se refiere a un problema diacronico (dirigido en e tiempo). Pero
puede reforzar las concepciones causalistas 0 cronologistas en los alumnos que las
manifiestan.

Otra dificultad descrita por Totohasina es la necesidad de invertir condicion y
condicionado en los problemas tipo Bayes, ya que, como hemos sefialado, los alumnos
con frecuencia confunden el papel de estos dos sucesos en una probabilidad condicional
y por tanto confunden una probabilidad condicional con su inversa. Totohasina sugiere
gue este obstaculo de “reversibilidad” también aparece en e aprendizaje de otras
nociones matematicas, por gemplo a aprender el concepto de primitiva de una funcion,
partiendo del de derivada.

2.3.2. INFLUENCIA DEL LENGUAJE Y EL FORMATO

Pollatesk y cols. (1987) analizan las variables que pueden influir en la resolucion
de los problemas de probabilidad condicional, entre otras, € formato en que se da €l
enunciado (probabilidad o porcentaje), y & contexto. El porcentgje de respuestas
correctas fue similar paralas problemas dados en probabilidades o dados en porcentgjes,
pero en el caso en que € factor causal se hacia presente, la versién porcentual es mas
sencilla y los aumnos dan mayor nimero de respuestas correctas que en la version
probabilistica

Gigerenzer (1994) sugiere que la dificultad en la resolucion de problemas
referidos al teorema de Bayes desaparece cuando las preguntas se plantean en términos
de frecuencias. Llama a este formato frecuencias naturales porque se asemeja mas a la
forma en que recogemos informacion de las frecuencias de sucesos aleatorios en una
situacion de muestreo natural alo largo de nuestra experiencia. Cuando la informacion
se ofrece en términos de frecuencia, €l cllculo de la probabilidad a posteriori es méas
natural, porque el sujeto no tiene que aplicar toda la complejidad del teorema de Bayes,
sino sblo tener en cuenta los casos favorables y posibles, de modo que el problema se
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transforma en un problema simple de probabilidad. Sus resultados coinciden con los de
Ojeda (1995) en sus investigaciones con estudiantes de secundaria.

Resultados similares se han obtenido a plantear otros problemas probabilisticos
en términos frecuenciales, por 1o que Gigerenzer y colaboradores recomiendan, cuando
sea posible, cambiar a frecuencias el formato de las preguntas. En €l caso particular de
la falacia de la conjuncién Fiedler (1988) encontré una reduccion considerable del
nimero de respuestas incorrectas al plantear las preguntas en formato de frecuencias.

Siguiendo esta linea de investigacion, Lonjedo y Huerta (Huertay Lonjedo 2003;
Lonjedo, 2003; Lonjedo y Huerta, 2005) describen algunas variables que influyen sobre
la resolucion de problemas de probabilidad condicional por estudiantes con y sin
nociones previas de los contenidos. Los autores anadlizan s la resolucion de los
problemas puede hacerse utilizando el razonamiento numérico y por tanto los
estudiantes no necesitan utilizar las relaciones entre probabilidades para resolver €l
problema. Esto ocurre sobre todo cuando los problemas no son interpretados como
probabilidades y a causa de ello no se usan las propiedades de la probabilidad para
obtener la solucion del problema. Es sblo a final del proceso de resolucion del
problema cuando los estudiantes responden a la pregunta del problema en términos de
probabilidad.

Lonjedo y Huerta concluyen gue hay factores que afectan al éxito en la resolucion
del problema gue no necesariamente son € conocimiento de las relaciones entre
probabilidades. Estos factores pueden ser la naturaleza de los datos de los problemas.
En su estudio clasifican los problemas atendiendo a la naturaleza de los datos en el texto
del problema, distinguiendo entre datos presentados en términos de probabilidad, datos
presentados en frecuencias absolutas, datos presentados en términos de razén o datos
expresados en combinacion. Los autores presentaron un estudio en e que se les
presentaban a los alumnos 6 problemas de probabilidad condicional en e que la
estructura de datos no varia, pero si su naturaleza y el contexto. Los resultados
mostraban que €l éxito en la resolucién de los problemas no dependia del uso correcto
de unas determinadas férmulas. Estudiantes capacitados para ello, no siempre usaban
los datos interpretados como probabilidades. Por otra parte, estudiantes que no conocen
dichas formulas resuelven los problemas, por 1o que e éxito no depende de €ellas sino
del uso correcto del razonamiento aritmético aplicado a unos datos no interpretados
como probabilidades, sSino como razones o proporciones.
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2.3.3. Uso derepresentaciones en la solucién de los problemas

Las representaciones juegan un papel primordial en la resolucion de problemas
matematicos. Los sistemas de representacion son entidades abstractas compartidas que
se usan para organizar la informacion mediante determinadas reglas sintacticas.
Martignon y Wassner (2002) plantean el uso de diagrama en arbol, junto con las
frecuencias naturales para ensefiar la resolucion de problemas que involucren el
Teorema de Bayes. En la solucién del mismo se comienza identificando los sucesos a
que se refiere la pregunta del problemay se les denota. A continuacion se les organiza
para operar con ellos, por gemplo, sustituyéndolos en una formula y finalmente se
opera para obtener la solucién.

Una representacion adecuada de los problemas facilita el calculo y produce
soluciones acertadas a los problemas (Gigerenzer y Hoffrage, 1995). El éxito se debe a
la estrecha relacion entre el diagrama en arbol y la forma inductiva en que procesamos
la informacion en las tareas bayesianas. Usando la regla matemética de Bayes
realizariamos las mismas operaciones, pero en un orden diferente, es decir, siguiendo un
proceso deductivo, y aunque nuestra mente esta equipada para ambos tipos de procesos,

el primero es méasintuitivo y natural.

24. LA PROBABILIDAD CONDICIONAL ENLOSLIBROSDE TEXTO

Algunos autores analizan la presentacion de la probabilidad condicional en los
libros de texto, junto con otros conceptos que generalmente suelen aparecer ligados a
ella, tales como dependencia e independencia o probabilidades en experimentos
compuestos.

En su revision de libros de texto, Ortiz (1999) comprueba gue muchos no incluyen
el estudio de la probabilidad condiciona y cuando lo hacen € estudio estd muy
restringido. En su andlisis, Ortiz (1999) encontré6 dos variantes principales de la

definicion de probabilidad condicional en los libros de secundaria.

— Definicién tipo 1: “S Ay B son dos sucesos en un espacio muestral E, definimos la
probabilidad de A condicionada por B, como el cociente entre la probabilidad de la
interseccion de Ay By la probabilidad de B” .

— Definicidn tipo 2: “La probabilidad del suceso condicionante P(B) debe ser distinta

de cero para poder definir la probabilidad condicional como:
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P(AnB),

P(A/B) = 5(6)

En otros casos, vio que se hacia mencién de la probabilidad condicional, a través
de un gjemplo, aunque sin nombrarla explicitamente. Un hecho observado por Ortiz es
la ambigliedad del lenguaje, o que da lugar a confusion en los alumnos, ya que, en vez
de indicar que la probabilidad del suceso B viene condicionada por € suceso A se dice
gue es € suceso B € gue viene condicionado. Esto podria dar |a falsaimpresién de que
estamos trabajando con una probabilidad smple o de que se quiere redizar otra
operacion entre sucesos. Esta ambigliedad Ilega a veces a presentar una definicion de
“suceso condicionado” incorrecta desde el punto de vista tradicional y sefialada por
autores como Falk (1986).

Respecto a indicar que el suceso condicionante tiene que tener una probabilidad
no nula, son pocos libros los que lo incluyen. También observd que en otros libros,
aunque no hace mencién explicita de la probabilidad condicionada, s aparecen
gjercicios relacionados con ella. No se destaca tampoco el papel de los dos sucesos que
intervienen en la probabilidad condicional ni e diferente valor de la probabilidad
condicional cuando intercambiamos estos sucesos entre Si.

Respecto a la independencia de sucesos, la definicion que presentan los libros de
texto es a través de la probabilidad condicionada, es decir que dos sucesos son
independientes cuando P(B/A)=P(B) suele aparecer en gran cantidad de los textos.
También la definicion de que dos sucesos son independientes cuando € resultado de
uno de ellos no influye en la realizacion del otro, aparece en la mayoria de los casos. El
teorema de la probabilidad total y las férmulas de Bayes apenas se incluyen en los
textos analizados.

Lonjedo y Huerta (2005) exploran los problemas escolares verbaes de
probabilidad condicional en los libros de texto, observan que las cantidades presentes en
la mayor parte de estos problemas, no estan expresadas en términos de probabilidad
sino que presentan naturaleza diversa. Segun los autores los problemas escolares de
probabilidad condicional encontrados en los libros de texto solo seran clasificados como
problemas de calculo de probabilidades si los datos del problema son interpretados

como probabilidades y es necesaria las relaciones entre probabilidades para

solucionarlos.
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2.5. CONCLUSIONESDEL ESTUDIO DE LASINVESTIGACIONESPREVIAS

En los apartados anteriores hemos realizado unarevision de las investigaciones en
sobre comprension de la probabilidad condicional, conjunta, independencia y teorema
de Bayes. Se han descrito diferentes errores y algunas de las razones para |os mismos,
asi como algunas variables que facilitan la resolucion de los problemas sobre estos
conceptos.

La investigacion revisada muestra que este no es un tema sencillo, que tiene una
amplia variedad de matices y los alumnos lo asocian con la problematica de la
causalidad y temporalidad, teniendo dificultad en la percepcion de los experimentos
compuestos en € caso de situaciones sincronicas. Se confunde independencia y
exclusion, se cambian los términos de la probabilidad condicional, se confunde ésta con
la conjuntay se asigna a la probabilidad conjunta un valor mayor que a la probabilidad
simple, violando las reglas |6gicas del calculo de probabilidades. La presentacion en
los libros de texto no siempre es completa y los problemas incluidos en el tema, en
ocasiones son problemas aritméticos y no verdaderos problemas probabilisticos.

En consecuencia, pensamos que dada la importancia de la probabilidad
condicional en estadistica y en la vida cotidiana, las dificultades descritas en los
alumnosy las carencias de los libros de texto, merece la pena continuar la investigacion
sobre el tema. Nuestro estudio en el Capitulo 3 de recursos disponibles en Internet para
la ensefianza del tema se orienta a identificar aquellos que pudieran contribuir a la
superacion de algunos de los errores descritos. Este estudio lo usaremos como
fundamento para en una proxima investigacion disefiar procesos de estudio de la

probabilidad condicional y su didéctica, dirigidos a laformacion de profesores.
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CAPITULO 3.
RECURSOSEN INTERNET PARA LA ENSENANZA DE LA
PROBABILIDAD CONDICIONAL

3.1. INTRODUCCION

En este capitulo analizamos y clasificamos algunos recursos disponibles en
Internet que podrian ser Utiles para la ensefianza de la probabilidad condiciona en
diferentes niveles educativos y para la formacion de los profesores que llevan a cabo
esta ensefianza. La finalidad es por un lado seleccionar algunos de estos recursos para,
en una segunda fase de la investigacion (futura tesis doctoral), disefiar unidades
didacticas basadas en el uso de la tecnologia para la formacién de profesores respecto a
la ensefianza de la probabilidad condicional. Por otro lado, la informacién que hemos

recogido puede orientar alos profesores en la mejora de su ensefianza del tema.

3.2. METODOLOGIA DEL ESTUDIO
En este capitulo hemos Ilevado a cabo una primera clasificacién de los recursos,
gue luego puede ser modificada o ampliada en la futura tesis doctoral. La busqueda se

harealizado a través de varios sistemas;

e Explorando algunos servidores de educacion estadistica, que incluyen listados de
recursos en Internet. Hemos explorados los servidores de Biblioteca virtual de
recursos manipulativos (http://nlvm.usu.edu/es/nav/vlibrary.html); en la plataforma
Mundo matematico (http://www.planetamatematico.com/), NCTM
(http://www.nctm.org/); 1ASE (http://www.stat.auckland.ac.nz/~iase/); Proyecto
Descartes del Ministerio de Educacion, Politica Social 'y Deporte
(http://descartes.cnicemecesd) vy d servidor de  nuestro  grupo
(http://www.ugr.es/~batanero/).

e A partir de algunos articulos que describen recursos en Internet, como los Mills
(2002) y de Diaz y de la Fuente (2005).

e Mediante busqueda directa en buscadores de Internet, utilizando palabras claves
como “Applet” y alguna de las siguientes “probabilidad condicional” “probabilidad
condicionada’, “Independencia’, “conditional probability”, “Bayes’, etc.



44 Recursos en Internet para la ensefianza de |la Probabilidad Condicionada

Una vez localizado un recurso, se clasifica en algunos de los apartados que se
describen en este capitulo. Localizados los principales recursos dentro de una de las
categorias, se estudian eligiendo uno que nos parezca interesante desde el punto de vista
didéctico. Llevaremos a cabo un andlisis detallado de dicho gemplo. Asimismo, se
eligen otros dos recursos de interés para hacer una descripcion resumida y e resto
simplemente se listan en unatabla.

El principal recurso en cada categoria se analiza desde diferentes puntos de vista.
En primer lugar, describimos el recurso, proporcionando datos de su ubicacion en
Internet y su autor, asi como |os objetivos que se persiguen con él, caso de que se hayan
explicitados o puedan deducirse del andlisis del recurso. En segundo lugar se lleva a
cabo un andlisis matemético de las posibles soluciones correctas (en caso de que se trate
de un problema o un juego cuya estrategia se justifique mediante la solucion de un
problema). Si se trata de un recurso de exploracion, analizamos tan solo los objetos
matemati cos en juego.

De acuerdo a Godino, Font y Wilhelmi (2008) una tarea importante para €
profesor es valorar la préctica docente con lafinalidad de favorecer el aprendizaje de los
estudiantes. Para facilitar éste valoracion los autores describen diversos niveles de
andlisis, algunos de los cuales creemos que también pueden aplicarse a estudio de los
recursos didécticos, entre ellos los recursos en Internet. El andlisis del recurso se

completa con dos de estos andlisis:

a. Los sistemas de précticas y objetos matematicos implicitos en estas soluciones
correctas 0 € trabajo con el recurso. Seguin los autores, €l andlisis de objetos ligados
a las précticas se aplica durante la planificacion de la ensefianza 'y pretende estudiar
las practicas matematicas planificadas para dicha ensefianza. Permite descomponer
el proceso de estudio previsto en una secuencia de episodios y describir las préacticas
supuestas. Como consecuencia, trataremos de identificar las configuraciones y
objetos latentes en € trabajo de los estudiantes a resolver problemas con los
recursos analizados.

b. Los posibles conflictos semidticoss de los estudiantes en e uso del recurso,
describiendo con detalle las que se hayan reportado en las investigaciones previas,

como por g emplo, Diaz (2005) y Diaz y de la Fuente (2005).
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Para algunos recursos se describe laliteratura o historiarelacionaday |as variantes
del mismo recurso encontradas en otros sitios de Internet. Se finaliza el capitulo con la
descripcién de los procesos mateméticos implicitos en su uso y una valoracion global de
la idoneidad didéctica del trabgjo con este problema en cursos de formacion de
profesores.

A continuacién presentamos | os resultados.

3.3. JUEGOS

En esta categoria se incluyen diversos juegos encontrados en Internet, donde
interviene la probabilidad condicional. La utilidad que pueden tener estos juegos en la
formacién de profesores es que permiten contextualizar la reflexion epistemoldgica
sobre la probabilidad condicional y otras ideas estocasticas fundamentales, y analizar las
posibles dificultades y obstaculos de los alumnos en e tema (Godino, Batanero y
Flores, 1999).

El problema de Monty Hall

En este apartado analizamos un recurso (cuya pantalla principal se muestraen la
figura 1) que hemos preparado y que simula €l problema conocido como “ Problema de
Monty Hall”, e incluye también algunas actividades en relacion al juego.

Direccion en Internet: http://www.ugr.es/~odap2/1/

Figura 3.3.1. Pantalla principal del Juego de Monty Hall
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Descripcion

Este juego, cuya pantalla principal se nuestra en la figura 3.3.1 también aparece
como parte de los Applets incluidos en € National Library of Virtual Manipulatives
(http://nlvm.usu.edu/) en relacion con los temas de tratamiento de datos y probabilidad.
Permite experimentar una de las versiones del Problema de Monty Hall. El recurso esta
inspirado en el concurso televisivo Let's Make a Deal (Hagamos un trato), emitido entre
1963 y 1986 en la television americana y su nombre proviene del presentador del
concurso, Monty Hall. El concurso generé bastante polémica en relacion a posibles
soluciones del problema matemético latente y muestra las intuiciones incorrectas en
relacion ala probabilidad condicional. Laformulacion mas conocida de dicho problema
proviene de una carta a la columna de Marilyn vos Savant en Parade Magazine (Bohl,
Liberatore, y Nydick, 1995) y se reproduce a continuacion.

Supdn gue estas en un concurso, Y se te ofrece escoger entre tres puertas. detras de una de €ellas
hay un coche, y detras de las otras, cabras. Escoges una puerta, digamos la n°1, y €l presentador,
gue sabe lo que hay detras de las puertas, abre otra, digamos la n°3, que contiene una cabra.

Entonces te pregunta: " ¢No prefieres escoger la n°2?". ;Es megjor parati cambiar tu eleccion?

El problema origina fue planteado por Selvin (1975 a), quien posteriormente
(Selvin, 1975b) hace la primera mencién del término "problema de Monty Hall". Un
problema andlogo denominado "problema de los tres prisioneros’, fue publicado por
Gadner (1959), aunque su version hace el proceso de eleccion explicito, evitando las

suposiciones de laversion original .

Solucién M atematica del Juego

Cuando se trabaja con e problema de Monty Hall en un curso de probabilidad,
podemos hacer a los estudiantes alguna pregunta del tipo: ¢Debe el concursante
mantener su eleccion origina o escoger la otra puerta? ¢Hay alguna diferencia entre
cambiar o0 no? ¢Cud serialaopcion correcta, quedarse con lapuertainicial, cambiar ala
otra puerta o es irrelevante? Les pediremos que justifiguen su decision con un
argumento de tipo probabilistico.

Para simplificar el problema, asumimos que solamente hay dos tipos de jugador,
los que nunca cambian de puertay los que cambian siempre. La pregunta se limita a ver

gue tipo de jugador tiene la mayor probabilidad de ganar €l coche. En caso de que los
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estudiantes no logren dar la solucion o den una solucion erronea (o cud es lo més
frecuente), se puede dar oportunidad de simular €l juego usando €l recurso y obtener
datos experimentales que les ayuden a intuir (y posteriormente demostrar) la solucion
correcta (Ver Figura 2). La solucién correcta se basa en tres suposiciones bésicas:

e Que el presentador siempre abre una puerta,
e Quelaescoge después de que € concursante escojalasuya, y que tras ellasiempre
hay una cabra

Figura 3.3.2. Resultado de una simulacion

Solucién intuitiva 1

Una estrategia de solucion es usar un diagrama en arbol (Figura 3), donde vemos
facilmente las distintas posibilidades que podemos encontrarnos. Hay dos puertas sin
premio y una con premio. Por tanto la posibilidad de elegir la puerta premiadaes 1/3. S
me quedo con esta puerta’y no cambiamos solo tenemos 1/3 de posibilidades de ganar y
2/3 de perder. Si, por € contrario, cambio de puerta, la probabilidad de ganar sera la

misma que elegir inicialmente la puerta sin premio, es decir 2/3.

Figura 3.3.3. Espacio muestral cuando no se cambia de puerta
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Solucién intuitiva 2

Otro razonamiento que da la misma solucion es el siguiente: Consideramos, en
primer lugar, el experimento “puerta que tiene e premio” (cada puerta tiene
probabilidad 1/3). A continuacion, consideramos la puerta que se elige (1/3 cada
puerta). Estos dos primeros experimentos son independientes.

El tercer experimento es la puerta que abre el locutor que es dependiente de los
anteriores, como se muestra en € diagrama en abol (Figura 4). Observamos que s
cambiamos de puerta, las posibilidades de ganar son de 1/3, sumando las probabilidades
de todas las ramas del arbol. Sin embargo si cambiamos, tenemos probabilidad 2/3

porque:

e S escogemos una puerta con una cabra, entonces e presentador muestra la otra
cabra. Nosotros cambiamos (a la puerta que tiene el coche) y ganamos,
e [Escogemos puerta con coche, entonces, € presentador muestra la otra cabra,

cambiamos (a la puerta con la segunda cabra) y perdemos.

Figura 3.3.4. Espacio muestral en e experimento compuesto

Solucién experimental

El trabgo de los alumnos con el Applet, experimentando con € juego y
reflexionando sobre los resultados, proporciona a los estudiantes una experiencia
intuitiva sobre los resultados que se obtienen en este juego con cada una de las dos
estrategias (cambiar o no cambiar de puerta). Partiendo de la evidencia de estos
resultados (claramente se observa experimentalmente que las posibilidades de ganar €
juego son el doble al cambiar la puerta), el alumno ve sus intuiciones contradichas, es
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decir, se produce un conflicto cognitivo y al tratar de resolverlo, eventualmente puede
llegar a uno de los razonamientos intuitivos mostrados anteriormente. En el transcurso
de la experimentacion con el Applet, debemos elegir una de las tres puertas al azar (este
es el primer experimento aeatorio). La experiencia con €l juego muestra al alumno la

siguiente secuencia:

e Una vez hemos elegido una de las puertas, € programa nos abre una puerta donde
no hay dicho premio.
e A continuacion, el programa nos dala opcion de quedarnos con la puerta elegida o

cambiar ala que queda sin descubrir.

Cuando realizamos €l juego, el Applet nos proporciona, ¢cuando se 1o pedimos?
una tabla similar a la Tabla 3.3.2. Gracias a ella podemos conocer € porcentgje de

éxitos con cada una de las estrategias “ ganar cambiando” y “ ganar no cambiando”.

Tabla 3.3.2. Tabla de datos proporcionada por € Applet

% de ganar cuando no cambias. (nimero de aciertos de |as veces que no cambiamos)

% de ganar cuando cambias. (nimero de aciertos de las veces que cambiamos)

A partir de los resultados proporcionados en esta tabla podemos comparar la
frecuencia relativa de ganar en cada una de las dos estrategias e intuir qué estrategia es
mejor. Teniendo en cuenta que los resultados son aleatorios, deberiamos redlizar €l
juego un nimero de veces considerable para que los resultados se gjusten a la solucion
del problema, pero el ordenador permite un gran nimero de simulaciones rgpidamente

En conclusion, € Applet nos proporciona una solucion experimental, sobre cuél es
la estrategia ganadora. Pero no nos explica la razon de por qué una estrategia es
preferible alaotra. Ser& necesario que el profesor trate de reconducir al estudiante a una

de las soluciones intuitivas 1 o0 2, para que comprenda el comportamiento del juego.

Solucién formal 1
La solucion forma de este problema utiliza las propiedades de la probabilidad
condicionada, que es un objeto cuya definicion es sencilla de entender pero dificil de

aplicar.
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Parallegar ala solucion definimos |os siguientes sucesos:

e A El jugador selecciona la puerta que contiene el coche en su seleccion
inicial.

e B: El jugador selecciona una puerta que contiene una cabra en su seleccién
inicial.

e G: El jugador gana el coche.

Asumimos que hay dos tipos de jugador, los que nunca cambian de puertay los
gue cambian siempre; en este caso la pregunta se limita a ver que tipo de jugador tiene
la mayor probabilidad de ganar el coche. Estamos interesados en calcular P(G) para
cada tipo de jugador. Para calcular P(G), basta con notar que G=(G N A) U (G N B), ya
queANB=@yAUB= Q. Esto es equivalente a decir que {A, B} es una particion de
Q, siendo Q el espacio muestral del experimento; por tanto, aplicando €l axioma de la

unién de probabilidades.

P(G)=P((G N A) U (G N B)) = P(G N A) + P(G N B) = P(GIA)P(A) + P(G/B)P(B)

En cualquier caso, dado que no tenemos ninguna razon para pensar lo contrario,
podemos aplicar e principio de indiferencia, suponiendo que las puertas son
indistinguibles y diremos que P(A)=1/3 y P(B)=2/3 pues hay un coche y dos cabras.
Para ello, aplicamos simplemente la regla de Laplace. Ahora debemos definir que tipo

de jugador estamos estudiando:

« Jugador que nunca se cambia: En este caso P(G|A)=1y P(G|B)=0 pues el jugador
se queda con su seleccion inicia. Por lo tanto P(G)=1/3.

o Jugador que siempre se cambia: En este caso P(G|A)=0 y P(G|B)=1 pues €
jugador se cambia a la Unica puerta cerrada que queda (y sabemos que como el
presentador sabe donde esta € coche, siempre mostrara una cabra). Por lo tanto
P(G)= /3.

En resumen, si mantiene su eleccion original, gana si escogié originamente €l

coche (con probabilidad de 1/3), mientras que si cambia, gana si escogio originalmente
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una de las dos cabras (con probabilidad de 2/3). Por lo tanto, € concursante debe

cambiar su eleccion si quiere maximizar la probabilidad de ganar € coche.

Soluciéon formal 2

Sea & (2, P)={1,2,3} la variable aeatoria que asigna un nimero de puerta

(aquella detras de la cual se encuentra e coche). Esta variable aeatoria tiene
distribucién discreta uniforme (es decir todos los valores son equiprobables) y son

estocéasticamente independientes.

Sea ¢. (', P’)= {n} la variable aleatoria nUmero de la puerta que abre €

moderador y que dependera de las anteriores. S =¢& (el concursante elige el coche),
entonces hay dos posibles valores con probabilidad %2 (los nimeros de las dos puertas
no elegidas por el concursante). En caso contrario, solo hay un valor, con probabilidad 1
(el nimero de la puerta sin coche). La probabilidad que € candidato se lleve € coche
bajo e supuesto que él no cambia de puerta es entonces P(7=£)=1/3. La probabilidad
gue & candidato se lleve el coche bajo € supuesto que é cambia de puerta es entonces
P(n=£)=2/3.

Obj etos matematicos puestos en juego

Al resolver matematicamente € juego mediante alguna de las soluciones
anteriores se utilizan implicitamente los objetos mateméticos que se muestran en latabla
3.3.3. Observamos en dicha tabla gue, dependiendo de la solucién, se pueden usar una
configuracion diferente de objetos matematicos, siendo més complegjas las soluciones
formales, especiamente la segunda que involucra la idea de variable aleatoria. Por
tanto, €l recurso que hemos construido en s mismo no determina el trabajo matemético
gue se hace, sino, junto con €l tipo de solucion obtenida. Ello hace que con este Applet

se puedatrabar a diversos niveles de profundidad, dependiendo del tipo de estudiante.
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Tabla 3.3.3. Configuraciones epistémicas en |as soluciones correctas
Tipo Objetos mateméticos Significado en lasituacién |Int. 1|Int. 2[Exp.f Form1l [Form2
Problema |- Elecciéndelapuerta |- Determinar lamejor X | X | X X X
estrategia
- Verbal - Explicaciondelasituacion | X | X | X X X
- Gréfico - Diagramaen arbol X | X
- Representacion iconica del
juego
- Simbdlico - Expresar sucesos, X X
probabilidades
- Numérico: Porcentgjes |- Probabilidades en X
o porcentaje
g - Numérico: Frecuencias |- Resultados del experimento X
o - lconico - lconos que representan los X
— sucesos y resultados
- Experimento aleatorio |- Elegir una puerta X | X [ X X X
- Puertaque abre € locutor X | X [ X X X
- Ganar €l premio X | X [ X X X
- Sucesos; espacio - Puertas1,2,3 X | X [ X X X
muestral - Ganar/no ganar X | X [ X X X
- Experimento - Composicién de los X | X | X X X
compuesto experimentos anteriores
- Sucesosene - Producto cartesianodelos | X | X | X X X
experimento espacios muéstrales
Compuesto anteriores
- Frecuenciarelativa - Exitos/ nimero X
experimentos
- Convergencia - Tendenciadelafrecuencia X
aunvador fijo
- Interseccion de sucesos |-  Conjunto comin de X
SUCESDS.
- Unién de sucesos - Sucesos en uno u otro X
conjunto
a - Suceso imposible - Interseccién de un suceso y X
*8‘. Su complementario
2 - Probabilidad clasica |- Proporcién de casos X | X X X
8 favorables aposibles
- Probabilidad - Limite delafrecuencia X
frecuencial
- Axiomas probabilidad |- Explicitacion delos X X
axiomas
- Probabilidad - Proporcion de ocurrencia X | X [ X X X
condicional suceso respecto ala
ocurrencia de otro
- Regladelasuma - Probabilidad de ganar X | X X X
- Regladd producto - Probabilidad conjuntg; X
dependencia
- Variable deatoria - Numero de puertacon X
premio
- Nudmero de puerta elegida
- lgualdad dev. - Caoincidenciade valores; X
aleatorias acierto
- Distribucion de - Conjunto de valores con X
probabilidad sus probabilidades
- Distribucion discreta |- Conjunto finito de valores X

uniforme

equiprobables
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- Variables dleatorias - Ladistribucion de unano
independientes depende deladelaotra
o - Cdlculo prob. intuitivo |- Aplicar reglasintuitivas  |[X  |X
‘g - Cdélculoprob. formal |- Aplicar reglasde cdculo X X
g formal
3 - Cdélculo de probabilidad|- Estimar la probabilidad X
3 frecuencial mediante lafrecuencia
T - Representacion gréfica |- Diagrama; esquema X | X
- Diferenciaprobabilidad |- Restriccién del espacio X | X X
condicionaday simple muestral
B - Lafrecuenciaconverge |- Ley empiricadelos X
B ala probabilidad grandes nimeros
3 - Teorema Prob. total - Aplicar alasituacién X
g - Axiomade unién - Laprobabilidaddelasuma| X | X X
T es suma de probabilidades
Argumento - Razonamiento - Demostracion de la X | X X
deductivo solucion
- Razonamiento empirico|- Comparar aciertos con X
distintas estrategias

Dificultades posibles de los estudiantes

La complgjidad del problema, aparentemente simple se muestra en e andlisis
realizado de objetos matematicos y de los procesos que se analizaran en la seccion 3.8.
También en la literatura relacionada con este problema se han descrito varias soluciones
erroneas, relacionadas con una deficiente intuicion sobre la probabilidad, que
comentamos a continuacion. Estas soluciones pueden ser debidas a errores en €l proceso
de representacion-interpretacion (conflictos semidticos) o bien a la atribucion de
propiedades que no tienen a ciertos objetos o situaciones, como vemos en |0s casos que

siguen.

Razonamiento erroneo 1. Percepcion de la independencia

Un primer problema se produce porque no se percibe la dependencia de los
sucesivos experimentos (elegir una puerta inicialmente y puerta que abre el locutor). Es
decir, 0 bien no se visualiza bien la estructura del experimento compuesto 0 se suponen
los sucesivos experimentos como independientes, habiendo un conflicto consistente en
atribuir una propiedad (independencia) que no tienen los experimentos. Pensamos que
esto es un conflicto semidtico pues no se ha interpretado correctamente la descripcion
verbal del experimento (ha habido un fallo de interpretacion de esta descripcion verbal,
gue no es més que la representacion del experimento real).

A primera vista parece obvio que da igual cambiar de puerta o no, pues no se

visualiza la forma en que la informacion proporcionada por €l locutor afecta a la
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probabilidad inicial de obtener un premio que, sin esta informacion, es 1/3. De nuevo
hay un fallo en percibir una propiedad: Se puede condicionar un suceso por otro que
aparece antes o después de € y este condicionamiento puede cambiar |a probabilidad
inicial del suceso.

Este error de razonamiento es explicado mediante la “falacia del ge de tiempos’
descrita por Falk (1986), que consiste en que las personas creen erroneamente que una
informacion actual (la puerta mostrada por €l locutor) no puede afectar a un suceso que
ocurrio con anterioridad a la misma (en qué puerta estaba el premio). Esta falacia puede
estar causada, en parte, por la confusion entre condicionamiento y causalidad (nuevo
conflicto semidtico a confundir entre si dos conceptos diferentes). En el capitulo 2 se
comentd sobre esta creencia erroneay sus posibles explicaciones.

Razonamiento errdneo 2. I ncorrecta percepcion del espacio muestral

Otra posibilidad de error en este problema es una incorrecta enumeracion del
espacio muestral en uno o varios de los experimentos que intervienen. Es decir, habria
un fallo en pasar de la idea espacio muestral (intensivo) a espacio muestral concreto
(extensivo) o lo que es lo mismo, fallo en la particularizacion del espacio muestral en
este experimento.

Laintuicion nos dice que, unavez elegida la puerta, y quitando la puerta que abre
el locutor, que nunca tiene premio, solo quedan dos posibilidades equiprobables. Por
tanto, y la puerta que nosotros escogimos tiene un 50 % de tener una cabray por tanto
daigual cambiar que no hacerlo. En este razonamiento se esta realizando una incorrecta
enumeracion del espacio muestral al calcular la probabilidad condicionada, otro sesgo
descrito por Grasy Totohasina (1995).

El problema radica en que estamos cometiendo un error en este planteamiento y es
gue no consideramos la informacion disponible de que “el presentador conoce donde
esta el premio”. Yaque e presentador abre la puerta después de la eleccién de jugador,
la eleccion del jugador afecta a la puerta que abre € presentador, por tanto el espacio

muestral en el segundo experimento depende del resultado del primero:

e Si el jugador escoge en su primera opcidn la puerta que contiene el coche (con una
probabilidad de 1/3), entonces el presentador puede abrir cualquiera de las dos
puertas restantes. El espacio muestral tiene dos posibilidades con probabilidad 1/2
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Ademas, € jugador pierde el coche si cambia cuando se le ofrece la oportunidad.

e Pero, s €l jugador escoge una cabra en su primera opcion (con una probabilidad de
2/3), el presentador sdlo tiene la opcion de abrir una puerta, y esta es la Unica puerta
restante que contiene una cabra. En ese caso, € espacio muestral tiene un solo
elemento, la puerta restante tiene que contener e coche, por 1o que cambiando lo

gana.

Razonamiento erréneo 3. I ncorrecta asignacion inicial de probabilidades

Otra solucion incorrecta se obtiene de la siguiente interpretacion, que es una
variante de la anterior: Si el presentador escoge de manera aeatoria entre las puertas
gue ain no se han abierto, entonces la probabilidad que el candidato se lleve € coche
(en €& caso de no cambiar de puerta) es 0,5 pues €l coche ha de estar en una de las
puertas no abiertas. Por lo tanto, 0,5 es la probabilidad que el candidato se lleve €
coche. El problema ahora es que la asignacion de probabilidades a las puertas que abre
el locutor es incorrecta. Este fallo se debe aincorrecta aplicacion de laregla de la suma
de probabilidades porque hay una errénea descomposicion-composicién de los
sucesivos espacios muestrales en | os diferentes experimentos.

Esto sucede porque lo que muestra el presentador no afecta a tu eleccién original,
sino solo a las otras dos puertas no escogidas. Una vez se abre una puerta'y se muestra
la cabra, esa puerta tiene una probabilidad de O de contener un coche, por 1o que degjade
tenerse en cuenta. Si el conjunto de esta puerta mas la que has eegido tenian una
probabilidad de contener e coche de 2/3 en & experimento inicial (elegir la puerta),
entonces, s una tiene una de ellas (la abierta) tiene probabilidad de 0 en & segundo
experimento (que la puerta tenga el coche), latercera puerta (no elegida ni abierta) debe
tener una probabilidad de 2/3.

Es decir, la probabilidad de 2/3 se traspasa entera a la puerta no escogida ni
abierta por € locutor (en lugar de dividirse entre las dos puertas sin abrir), porque en

ningun caso puede el presentador abrir 1a puerta escogida inicialmente.

Razonamiento erroneo 4. I nterpretacion incorrecta de la convergencia

Podria originarse una reafirmacion en la creencia de que es indiferente cambiar o
no de puerta si, a experimenta con e Applet, e alumno obtiene (debido a la
aleatoriedad) un resultado parecido con las dos estrategias.
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Esta posibilidad es mayor cuando el nimero de experimentos que se hagan con €l
Applet sea pequefio, pues la convergencia de las frecuencias relativas a la probabilidad
se cumple a largo plazo, pero no en pequefias series de ensayos. Si el alumno obtiene
este resultado, podria llegar a admitir que su suposicion inicia era correcta. Habria acé
el peligro de que se reafirme en la “creencia en la ley de los pequefios nimeros’
(Kahneman, Slovic y Tversky, 1982), que consiste en esperar convergencia incluso en
pequeiias series de experimentos. Puesto que laley de los grandes nimeros indica que la
frecuencia relativa se aproximard a la probabilidad en una larga serie de ensayos, si 1os
resultados obtenidos en una serie de ensayos (incluso pequefia) confirman la hipotesis
erronea de que es indiferente cambiar de puerta, el estudiante no solo no cae en su error,
sino que puede considerar los resultados experimentales como confirmaciéon de su

hipétesis.

Variantesy otrosjuegos

El juego de Monty Hall est4 basado en una paradoja clésica de la teoria de las
probabilidades, que fue planteada por Joseph Bertrand (1822-1900), matematico francés
cuyas principales areas de trabgjo fueron la Teoria de Numeros, la Geometria
Diferencial y la Teoria de las Probabilidades. En 1888 publico € libro Calcul des
probabilitiés, e cual, contiene numerosos e emplos de problemas de probabilidades en
los cuales €l resultado depende del método de resolucién del problema, entre ellos €
siguiente problema original

Tenemos tres cajas. una caja que contiene dos monedas de oro, una caja con dos monedas de
plata, y una caja con una de cada tipo. Después de elegir una caja al azar se toma una moneda al
azar, por gemplo una moneda de oro. ¢Cudl es la probabilidad de que la otra también sea de

oro?

Puede parecer que la probabilidad de que vuelva a salir otra moneda de oro sea de
1/2, pero de hecho, la probabilidad es 2/3.

Las soluciones correctas e incorrectas descritas se aplican ahora a esta variante.
Encontramos otra version con cartas de colores. El problema en este caso es €

siguiente:
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Supongamos que se tienen tres cartas: una carta de color negro en ambos lados, una carta blanca
en ambos lados y una carta mixta que es de color negro en un lado y blanca por €l otro. Ponemos
todas las cartas en un sombrero, cogemos una al azar, y la colocamos sobre una mesa. El lado de
la carta hacia arriba es de color negro. ¢Cuéles son las probabilidades de que e otro lado

también sea negro?

El problema con las 100 puertas: Una version algo mas elaborada para ver la
dependencia de los experimentos es replantear € problema. Si en lugar de haber sélo
tres puertas hubiese 100, y tras la eleccidn original el presentador abriese 98 de las
restantes para mostrar que tras de ellas hay cabras, y e concursante cambiase su
eleccion ganaria el coche solo si lo ha escogido originalmente (1 de cada 100 veces).
Pero si la cambia, ganaria si no lo ha escogido originalmente (y por tanto es o que resta
tras abrir las 98 puertas), 99 de cada 100 veces.

Urna con fichas de dos colores (two colours). Esta actividad permite a usuario
simular la extraccion bolas de color rojo y verde que se encuentran en tres cajas. Las
cajas estan predispuestas de manera que hay dos bolas rojas en una cagja, dos bolas de
color verde en otra, y una verde y una bolaroja en el tercero. El usuario puede mezclar
el orden de las cgjasy e orden en & que se extraen las bolas de las cgjas. Para gecutar
en modo de prueba multiples, introducimos el nimero de ensayos que deseamos en €l
cuadro y hacemos clic en el boton de gjecutar multiples ensayos. El programa permite al
usuario manipular e nimero de pruebas para experimentar con la probabilidad
condicional. Para calcular la probabilidad de que el evento se produzca debe tener en
cuenta gqué efecto tiene el primer evento en el segundo. En este Applet la condicion es
gue la primera bola debe ser verde. En el podemos comparar el nimero de veces que la
primera bola esta en verde y € nimero de veces que ambas son de color verde para
conocer la probabilidad condicional. En la tabla 3.3.4 se presentan las variantes
encontradas del problema de Monty Hall y otros juegos paraddjicos que se relacionan

con la probabilidad condicional.

Tabla 3.3.4. Juegos sobre probabilidad condicional

Nombre Direccion

100 puertas http://estadisticaparatodos.es/tall er/montyhall/montyhal | .html

Advanced Monty Hall http://www.shodor.org/interactivate/activities/AdvancedMontyHall/

Cartas http://web.educastur.princast.es/ies/iesreype/ Departamentos/M ates/paradojas.htm.

Coin Toss Applet http://www.ibiblio.org/links/applets/appindex/cointoss_a.html
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Generalized Monty
Hall

http://www.shodor.org/interactivate/activitiesGeneralizedM ontyHall/

Ken white's coin

http://shazam.econ.ubc.cal/flip/index.html

flipping page

Las dos monedas http://www.betweenwaters.com/probab/coingame/coinmainD.html

Let's make adeal http://www.stat.sc.edu/~west/javahtml/L etsM akeaDeal .html

Monedas http://www.betweenwaters.com/probab/coingame/coinmainD.html

Monty Hall http://nlvm.usu.edu/en/nav/frames asid 117 g 3 t 5.html?from=topic_t 5.html

Monty Hall Problem
Demonstration

http://onlinestatbook.com/simulations/monty_hall/monty_hall.html

Monty Knows

http://math.ucsd.edu/~crypto/Monty/monty.html

Monty may puzzle

http://www.betweenwaters.com/probab/monty/montmainD.html

Monty's dilemma

http://www.mste.uiuc.edu/pavel/javaldilemmalindex.html

Simple Monty Hall http://www.shodor.org/interactivate/activities/SimpleM ontyHall/
The gambler'sruin http://math.ucsd.edu/~anistat/gamblers_ruin.html

problem

Thelet'smakeadeal http://lwww.stat.sc.edu/~west/javahtml/L etsMakeaDeal .html
applet

The Monty Hall http://people.hofstra.edu/Steven_R_Costenoble/MontyHall/MontyHall Sim.html
problem

The Monty Hall http://www.nytimes.com/2008/04/08/science/08monty.html ?_r=1
Problem

The three door http://www.dcity.org/braingames/3doors/index.htm

dilemma

Three doors http://www.decisionhel per.com/montyhall.htm

simulation

Two colours http://www.shodor.org/interactivate/activities/twocolors/

Figura 3.3.5. Two colours
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3.4. EXPLORACION DE CONCEPTOS

Incluimos en este apartado |0s recursos que pueden servir para visualizar algunos
de los objetos matematicos que se relacionan con la probabilidad condicional, o algunas
de las propiedades o teoremas relacionados con los mismos. Dichos recursos permiten
a estudiante variar diferentes datos, tales como el numero de sucesos o las
probabilidades de los mismos y ver e efecto de dicho cambio sobre otros sucesos y
probabilidades. A continuacién describimos algunos recursos en esta categoria.
Exploracion de las operaciones con sucesosy sus probabilidades

En primer lugar analizamos un recurso (cuya pantalla principal se muestra en la

figura 3.4.1) que permite explorar |as operaciones entre dos sucesos.
Direccion en Internet: http://www.stat.tamu.edu/~west/Applets/Vennl.html

Figura 3.4.1. Pantalladel Conditional ProbabilityApplet

Conditonal Frabability Applet
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Descripcion

El recurso muestra un diagrama de rectangulo con una particion del espacio
muestral en un suceso A y su contrario no A y otro suceso B y su contrario. Las
probabilidades de A y B y de sus contrarios estan fijadas, mientras que las de las
operaciones binarias con estos cuatro sucesos van a depender de su situacion relativa en
el espacio muestral.

Pinchando con € raton, se puede también colorear diferentes sucesos,
A B, A B,AnB,AnB,AUB Yy AUB. Laposicion relativa de los sucesos Ay B se

pueden modificar moviendo € cursor, visualizando las probabilidades P(ANB),
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P(AnB), P(AUB) y P(AUB). Este programa calcula automéaticamente las
probabilidades condicionales P(B/ A) y P(A/B), aunque no muestra como se hace el
célculo sino tan solo e resultado.

Un primer objetivo es que e alumno perciba e significado de la interseccion, la
unién y los complementarios y de como cambian las probabilidades segun la posicion
relativa de los sucesos. También permite observar la diferencia entre P(A/B) y P(B/A),
ya que muchos estudiantes confunden estas dos probabilidades o las consideran iguales,
segun Einhorn y Hogarth (1986). Es decir muchos estudiantes no discriminan
adecuadamente entre las dos direcciones de la probabilidad condicional P(A/B) y
P(B/A), error que Falk (1986) denominafalacia de la condicional transpuesta.

Otra posible aplicacion seria comprobar que independencia no es lo mismo que
mutua exclusividad. Moviendo los sucesos A y B hasta que no tengan interseccion
comun (es decir sean mutuamente excluyentes) se observa claramente que tanto la
probabilidad condicional P(A/B) como la de la interseccion P(AnB) son nulas,
aunque el producto de las probabilidades de los sucesos Ay B no lo sea. Por tanto no se
cumple la definicion de independencia.

También se puede trabajar el error denominado falacia de la conjuncion (Tversky
y Kahneman, 1982b) o creencia de que es mas probable la interseccion de dos sucesos
gue la de uno de ellos por separado o0 la de su union. Los estudiantes pueden
experimentar que la interseccién siempre tiene una probabilidad igual o menor que lade

cualquierade los sucesos.

Anélisis matemético del recurso
El recurso es basicamente una visualizacion de las diferentes operaciones que se

pueden formar con dos sucesos, y sus respectivas probabilidades. A partir de los sucesos
A B, Ay B con P(A), P(B), P(K) y P(E) fijos, el Applet nos muestra directamente

las siguientes propiedades:

e Descomposicion de la probabilidad de lainterseccion:
P(AnB)=P(A)+P(B)-P(AuUB)

e Descomposicion de la probabilidad de la union:
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB)
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e Probabilidad del complementario:
P(A) =1- P(A)

e Leyesde Morgan que permite calcular la “probabilidad del contrario de launién e
interseccion
P(AnB)=P(AUB) o P(AUB)=P(ANB)

e Cdélculo delaprobabilidad condiciona a partir de lainterseccion

p(a/B)=PACE) . b gy - PATE)
P(B) P(A)

Obj etos matematicos puestos en juego
Un resumen de los objetos matematicos y significados implicitos en el recurso se

presentaen laTabla3.4.1.

Dificultades posibles de los estudiantes

Una de las principales dificultades que pueden encontrar los estudiantes es la
interpretacion del lenguaje del Applet. En la columna de la izquierda aparecen
diferentes operaciones con sucesos bajo la palabra “event” y las notaciones de las
operaciones con sucesos, aungue intuitivas son correctas. Sin embargo, en la columna
derecha s6lo aparece mencion a P(event), pero luego en cada fila no vuelve a aparecer la
notacion de probabilidad. Es por ello que los estudiantes podrian considerar todas las
probabilidades listadas como probabilidades simples (en lugar de referirse a la
probabilidad de la union, interseccion o contrario).

La notacion coloquia para los sucesos interseccion y la probabilidad condicional
puede también ocasionar el error pues Einhorn y Hogarth (1986) sugieren que los
enunciados que usan la conjuncion “y” pueden llevar a confundir la probabilidad
conjuntay la probabilidad condicional.

Por otro lado, como no se puede cambiar el tamafio relativo de los sucesos Ay B,
se puede interpretar que la probabilidad solo depende de la posicidn relativa de los
sucesos, aunque en realidad también dependeria del tamafio de los sucesos en relacion al

espacio muestral.
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Tabla 3.4.1. Objetos matematicos implicitos en el recurso
Tipos Objetos mateméticos en la Significado en la situacion
situacion
Situaciones- Exploracion delas - Experimentacion del cambio de probabilidades al cambiar
problemas operaciones entre sucesos y laposicion relativa de dos sucesos
sus probabilidades
Lenguaje Gréfico: Visualizacion Particion de un espacio muestral (A, no A; B, no B)
mediante rectangulos Interseccion y union de B con el suceso A
El &rea de rectangulo total seriala probabilidad 1
A,B Sucesos
A and B, not A and B I nterseccion de sucesos e interseccion de complementarios;
Not A, not B Complementarios de los sucesos A y B
AorB,NotAorB Unién delos sucesos Ay B
A given B, B given A Condicion; hay unaincorreccién pues lo que se condiciona
es la probabilidad no los sucesos
P(A), P(B), ... Probabilidad de |os sucesos
P (Event) Se refiere alas probabilidades de los sucesos listados en la
pantalla;
Verba Explicacion de la situacion
Conceptos Experimento aleatorio Experimento abstracto, no se concreta
Sucesos Cuatro partes en el espacio muestral, se trata de sucesos
diguntos dos ados
Espacio muestral Conjunto de posibilidades
Complementarios El espacio muestral menos el suceso
Unién Suceso formado por el conjunto de todos los elementos que
forman parte de cada suceso por separado
I nterseccion Suceso formado por el conjunto de todos |os elementos
comunes alos todos los sucesos
Particion El &rea de cadarectangulo y su complementario esigual al
del rectangulo mayor
Probabilidad Medidarelativadel area de cada parte respecto al total
Probabilidad condicional Medidarelativa del area de BNA respecto a cada parte A
P(B/A)
Procedi- Cambio de posicién relativa Se modifica el areade algunasregionesy su medida
mientos con €l cursor relativa respecto al total
Célculo de probabilidades Se aplicarialaférmula; automatico
condicionadas
Comparacion de Representacion de las distintas probabilidades smplesy
probabilidades condicionadas; automatico; visualmente las puede
comparar €l alumno
Representacion gréfica Diagrama
Propiedades La probabilidad Lamedidarelativa del &rea de BNA respecto a cada parte
condicional P(A/B) puede A puede ser diferente ala medida relativa del areade BNA
ser diferente dela respecto a B
probabilidad condicional
P(B/A)
Independencia Cuando dos sucesos son independientes se muestra que la
probabilidad condicional de B condicionado aA esigua a
la probabilidad de B
Incompatibilidad Cuando dos sucesos son incompatibles se muestra que la
probabilidad condicional de B condicionado aA esigua a
cero
Argumentos Visualizaciones Definicion visua de las distintos sucesos y de larelacion

entre ellos
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Variantesy otrosrecursos de exploracion

En lafigura 3.4.2 mostramos un recurso que puede servir para explorar laidea de
independencia. Los estudiantes deben imaginar una bargja de cartas que contienen
tarjetas de color rojo y negro y hacer predicciones sobre la ocurrencia de diferentes
sucesos. El porcentgje de tarjetas rojas puede ser modificado. Se trata de hacer
concienciar a los estudiantes de gque la probabilidad de cada suceso no varia en funcion
de los resultados obtenidos.

Se les debe alentar a jugar el juego de varias maneras. En primer lugar, hacemos
un giercicio en e gue la carta adivinada es la roja De esta manera se puede estimar la
proporcion de tarjetas rojas encubiertas. EI mismo gjercicio puede ser realizado por
adivinar el porcentaje de cartas de color negro. Al final del gercicio, los estudiantes
deben ser animados a reflexionar sobre laidea de independenciay sobre la existenciade
sesgos tales como la falacia del jugador. También se puede hacer observar la
estabilizacion de las frecuencias relativas a la larga, pero hacer notar las fluctuaciones

en las series cortas de ensayos.

Figura3.4.2. Card test Applet Figura 3.4.3. Conditional probability Applet

e T g

Al e Bin ol gonn o

Compiinn hutpands - Qo N - -

El recurso de lafigura 3.4.3. consta de un cuadrado de seis por seis que representa
las 36 posibilidades a la hora de tirar 2 dados de seis caras y nos permite investigar
como se comportan las probabilidades condicionales. Hay 2 listas desplegables en la
parte superior de la pantalla. Podemos hacer una eleccion de estas listas para ver los

diferentes sucesos que se presentan en e Applet y decidir cua es e suceso
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condicionante. Cuando se haya elegido €l suceso de cada lista, algunas de las celdas del

cuadrado se colorearan de rojo o amarillo.

L os cuadrados de color representan €l nimero de combinaciones de los dados que

satisfagan la condicion B (la segunda condicion de la derecha de la lista desplegable).

De estas celdas de color, €l rojo representa las combinaciones, que también cumplen la

primera condicién (A).

Tabla 3.4.2. Recursos para visualizacion de la probabilidad condicional y otros objetos

Nombre Direccion

Bayes Rule http://www.bolderstats.com/gallery/prob/bayes.html

Birthday http://onlinestatbook.com/simulationg/birthday/birthday .html

Demonstration

Cabri Java Applet http://www.pl anetghe.com/beta/compound%20events¥%20two/Cabri Java%20Files/
CAB.HTM

Card test Applet http://www.stat.tamu.edu/~west/A ppl ets/cardtest.html

Condicional http://onlinestatbook.com/chapter5/conditional_demo.html

probability demo

Conditional http://www.rfbarrow.btinternet.co.uk/htmasa2/Prob2.htm

probability

Conditional http://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Probability/Conditi onal Probability.shtml
probability and

independent events

Conditional http://www.spsu.edu/math/deng/m2260/stat/cond/cond.html

Probability and

Multiplication Rule

Conditional http://www.stat.tamu.edu/~west/Applets’Vennl.html

probability Applet

Conditional http://onlinestatbook.com/simulations/conditional_p/conditional_p.html
Probability Demo

Dice and conditional  http://www.math.fau.edu/Richman/Liberal/dice.htm

probability

Dice Table http://www.shodor.org/interactivate/activities/DiceT abl e/

Gamblers Fallacy

http://onlinestatbook.com/simulations/gambler_fallacy/gambler.html

Simulation

Java Applets: http://www.dim.uchile.cl/~mkiwi/ma34allibro/chapterd/ TwoArm/TwoArm.html
TwoArm

Marbles http://www.shodor.org/interactivate/activities/marbles/

Probabilty by http://www-stat.stanford.edu/~susan/surprise/
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Surprise

Racing Game with http://www.shodor.org/interactivate/activities/RacingGameWithOneDie/
OneDie

Random Birthday http://www-stat.stanford.edu/~susan/surprise/Birthday .html
Applet

Two Events: http://www.stat.wvu.edu/SRS/M odul es/ProbL aw/GivenProb.html

Conditioning

Venn Conditional http://www.bol derstats.com/gall ery/prob/conditional .html

Venn Diagram http://www.bol derstats.com/gallery/prob/venn.html

Venn Diagram http://www.teachers.ash.org.au/miK emath/V ennDiagramA ppl et/\V ennGame.html
Applet

Venn Diagram Shape http://www.shodor.org/interactivate/activities/ShapeSorter/
Sorter

Venn Diagrams http://www.shodor.org/interactivate/activities/'\VVennDiagrams/

Venn Diagramsand  http://www.stat.berkel ey.edu/~stark/Java/Html/V enn3.htm
Probability

Existen dos métodos para calcular P(A/B), uno de ellos implica contar los

cuadrados de colores, €l otro utiliza una férmula. EI Applet nos proporciona métodos
para ver como se relacionan entre si. Si pulsamos "Reverse”, se intercambian las

declaraciones Ay B. Con lo que debemos detectar rapidamente que P(A/B) no es, en
generd, igua a P(B/ A).
Finalmente, en latabla 3.4.2 presentamos las direcciones de estos y otros recursos

de exploracion.

3.5. RECURSOSPARA RESOLVER PROBLEMAS

Segun Fischbein (1975), e diagrama en arbol facilita la resolucion de problemas
de probabilidad, aunque algunos autores han mostrado que los alumnos tienen
dificultades en construir un diagrama en &bol adecuado a problema. En el
Departamento de Ingenieria Matemética, Universidad de Chile encontramos una ayuda
parala construccién de estos diagramas, que mostramos en la Figura 3.5.1.

Direccion en internet:
http: //www.dim.uchile.cl/~mkiwi/ma34a/libro/chapter4/Tree/Tree.html

65



66 Recursos en Internet para la ensefianza de la Probabilidad Condicionada

Figura 3.5.1. Pantalla principal del recurso para construccion de diagramas en arbol
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Descripcion

Los gréficos de &bol son uno de los recursos més Utiles para visualizar tanto
situaciones de combinatoria como situaciones probabilisticas. En la terminologia de
Fischbein (1975) pertenecen a los "modelos esquematicos’ y presentan importantes
caracteristicas intuitivas. Fischbein comparte con Bruner la hipétesis de que una
estructura puede manifestarse de diferentes formas: enactiva, iconica y simbdlica sin
cambiar, por ello, sus caracteristicas esenciales. El uso de métodos adecuados de
representacion facilitay acelera e transito hacia la comprension de un concepto. Entre
las representaciones gréficas destaca el diagrama en arbol a que Fischbein considera un
modelo generativo en cuanto sugiere y facilita una generaizacion iterativa
(experimentos sucesivos con sus sucesos) generalizacion constructiva (experimento
compuesto a partir del ssmple), ayudando a desarrollar el razonamiento recursivo. El
diagramas de arbol segin Fischein da a los conceptos un significado intuitivo que, por
una parte, ayuda a su comprension algebraica y, por otra, le va a dar un sentido a la
formula de resolucion. Ofrecen una representacion de la estructura de la situacion lo que
contribuye a la inmediatez de la comprension y a la busgueda de la solucion del
problema. A pesar de estaimportancia, Pesci (1994) demostrd que los estudiantes tenian
dificultades para construir diagramas de &bol adecuado para representar situaciones
probleméticasy, asi, el mismo gréfico es la causa de muchos errores.

Bayes Tree estd pensado para ayudar en esta tarea. La pantalla presenta un
diagrama de arbol con dos ramas, cada una de las cuales tiene dos bifurcaciones, por 1o
cual representa e espacio muestra en un experimento compuesto, donde cada

experimento simple tiene dos sucesos.
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El Applet presenta unas casillas donde se pueden introducir las probabilidades a
priori P(A) y las probabilidades condicionales P(C/A) y P(C/B). Una vez introducidos
los datos, se presiona € botén "go" y € programa calcula las probabilidades conjuntas
P(ANC)=P(A) P(C/A) y P(AnD)=P(A) P(D/A) etc., visudizandolas d fina
de cadaramadel arbol. EI Applet también incluye e arbol inverso que permite calcular
las probabilidades condicionales inversas P(A/C), P(B/C), P (A/D. P(B/D). Por tanto,
puede ser (til para visualizar la solucion de problemas de Bayes en caso de sdlo dos

sucesos en la particion del espacio muestral.

Analisis matematico del recurso
El recurso resume basicamente el teorema de Bayes y las propiedades de la
probabilidad condicionada.

e Teoremade Bayes:
P /a) = PA/B)P(B) _ P(A/B)P(B)
> P@)PaB) P
e Cdélculo delaprobabilidad condicional a partir de lainterseccion:
p(A/B):m
P(B)

e Cdélculo delaprobahilidad de lainterseccion a partir de la condicional (variante)
P(A/B)P(B)=P(AnB) o P(B/ A)P(A)=P(ANB)

e Cdculo de la probabilidad simple a partir de la interseccién y de la condiciona

(variante)
P(B) - P(ANB) P(A) = P(ANB)
P(A/B) P(B/A)

Objetos matematicos puestos en juego

El andlisis de este recurso muestra | os siguientes objetos matematicos implicitos:
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Tabla 3.5.1. Objetos matematicos implicitos en el recurso
Tipos Objetos mateméticos en la Significado en la situacion
situacion
Situaciones- Exploracion del Experimentacién de la descomposicion de los sucesos al
problemas teorema de Bayes cambiar las probabilidades condicionadas y simples
Lenguge Gréfico: Visualizacion Particion de un espacio muestral en €l experimento simple
mediante diagramas de Particion de un espacio muestral en el experimento compuesto
arbol Descomposicién de un experimento en probabilidades
condicionadas
Posibles sucesos que originan un suceso dado
ab,c Sucesos de la particion
clb, cla Condicionamiento de sucesos
P(a), P(c|b), P(clb) Probabilidad ssmple y probabilidades condicionadasiniciales
Iconico I conos que representan |os sucesos y resultados
Conceptos Experimento aleatorio Experimento abstracto, no se concreta
Sucesos Cuatro sucesos en el espacio muestral
Sucesos Los sucesos ay b son complementarios
complementarios L os sucesos ¢ y d son complementarios
Probabilidad smple Probabilidad de cada elemento de forma independiente;
Probabilidad Probabilidad de los el ementos compuestos que forman el
condicional diagrama de arbol
I nterseccion de sucesos Conjunto com(in de sucesos
Probabilidad conjunta Probabilidad de la interseccién
Procedimien Cambio de Se modifica el diagramade érbol y las respectivas
tos probabilidadesiniciales probabilidades smplesy condicionadas
con € cursor
Céculode Se aplicarialaformula; automatico
probabilidades
condicionadas
Célculo de Se aplicarialaférmula; automético
probabilidades inversas
Comparacion de Representacion de las distintas probabilidades simples y
probabilidades condicionadas; automético
Representacion gréfica Diagrama de &rbol; esquema
Propiedades La probabilidad Se observa numéricamente
condicional P(A/B)
puede ser diferente a
P(B/A)
Teorema probabilidad A partir de las distintas probabilidades representadas podemos
total calcular la probabilidad total
Teorema de Bayes A partir de las distintas probabilidades representadas podemos
calcular la probabilidad condicional de cualquier suceso
condicionado a otro
Independencia Cuando dos sucesos son independientes se muestra que la
probabilidad condicional de un suceso condicionado aotro es
igual alaprobabilidad del primero
Incompatibilidad Cuando dos sucesos son incompatibles se muestraque la
probabilidad condicional de de un suceso condicionado a otro
esigua acero
Argumentos Visualizaciones Definicién visual de las distintos sucesos y de larelacién entre
ellos
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Dificultades posibles de los estudiantes

La complgidad del problema radica en la falta de claridad del Applet, ya que no
gueda claro que probabilidad calcula. Los errores que pueden cometer |os estudiantes a
la hora de interpretar el Applet van desde identificar ay b como dos sucesos que no
tienen nada en comun (siendo uno el complementario del otro) o creer que € Applet
representa cuatro sucesos distintos (siendo en realidad dos y sus complementarios).

Otro problema gue se pueden dar a la hora de interpretar el diagrama es que en
ningun momento aparece que significa ninguno de los valores que se calculan cuando se

ingresan los resultados. Lo que lleva que se confunda por g emplo P(c) con P(c/a).

Variantes

En lafigura 3.5.2. se presenta conjuntamente el diagrama en &rbol y tabla de doble
entrada, que también es un recurso Util para resolver problemas de probabilidad, aunque
Totohasina indicd que resalta mejor la interseccion de sucesos que la probabilidad
condicional. Escribimos los nimeros en €l interior de latabla. Como se ve, € marginal
de filay columna de los totales se actualizan continuamente. Hacemos clic en el boton
de calcular para e célculo de las probabilidades y apareceran en su lugar dentro del
diagrama de arbol. Tiene la ventgja de presentar simultaneamente datos en frecuencias
absolutas y en probabilidades por lo que segin Martignon y Wassner (2002) facilitaria
la resolucion de los problemas.

Figura 3.5.2. Tree Diagram Applet Figura 3.5.3. Building a probability tree
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Se han encontrado otros g emplos, tales como el presentado en la figura 3.5.3. que
crea autométicamente diagramas en arbol que pueden ayudar a la interpretacion de
como se distribuyen los sucesos. Este recurso tiene la ventgja de permitir mas de dos
ramas en cada bifurcacién del &rbol, pero presenta el inconveniente que una vez que se
subdivide una rama en cierto nimero de partes las ramas del mismo nivel se dividen

igualmente Otros g empl os los reproducimos en la tabla 3.5.2.

Tabla3.5.2.
Nombre Direccion
Bayes Theorem http://onlinestatbook.com/simul ations/bayes/bayes.html
Demonstration
Bayes Tree http://www.bolderstats.com/gallery/prob/bayesT ree.html
Building probability trees http://www-stat.stanford.edu/~susan/surprise/Probability Tree.html
Libro de Probabilidades http://www.dim.uchile.cl/~mkiwi/ma34allibro/chapter4/Tree/ Tree. html
Universidad de Chile
Probability trees http://www.geocadabra.nl/geocadabra_english_probabilitytree.ntm
Tree Applet http://www.stat.sc.edu/~west/A ppl ets/tree.html

3.6. LECCIONESOLIBROSDE TEXTO

En este apartado encontramos versiones electrénicas de |ecciones de probabilidad
condicional o del teorema de Bayes que a veces forman parte de libros de Probabilidad
completos. La ventgja que € libro electrénico aporta se debe, en primer lugar, a
formato de hipertexto, que permite ampliar informacion sobre ciertos temas que
aparecen marcados con hipervinculos, cuando lo desea €l lector. Navegando a través de
los hipertextos, € estudiante puede consultar temas de complegjidad creciente, en forma
més productiva de lo que se haria en un texto o incluso una enciclopedia. Ademas, estos

libros o lecciones el ectrénicos incorporan recursos de visualizacion y exploracion.

Direccion en Internet: http://yudkowsky.net/rational/bayes

Descripcion

En la pagina web de Eliezer Yudkowsky, podemos encontrar ‘An Intuitive
Explanation of Bayes Theorem’ un tratado sobre el teorema de Bayes dentro del
contexto cientifico médico (con gemplos aplicados a céancer de mama), donde se

explica en qué consiste la probabilidad condicional, se desarrolla con detalle el Teorema
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de Bayes y se explican las diferencias entre |le razonamiento estadistico tradicional y €l
bayesiano. El recurso incluye numerosos ejemplos, con calculadores interactivos
asociados, donde, ademéas de comprobar la solucién del gemplo, pueden variarse los
datos para ver como afectan a la solucion. Proporciona también notas de humor para
aligerar laexposicion del tema.

Un aspecto importante de esta pagina es el del uso de las tablas 2x2 que aparecen
en la mayoria de los geemplos. A partir de dicha tabla podemos utilizar todas las
propiedades de la probabilidad condicionada tales como la interseccion o el teorema de
Bayes para aplicarlas en contexto médico.

Figura3.6.1. An Intuitive Explanation of Bayes Theorem

El autor plantea cuestiones médicas tales como la siguiente: “ 1% de las mujeres a
la edad de cuarenta afios que participan en una mamografia tienen cancer de mama.
80% de las mujeres con cancer de mama positivo dan positiva en una mamografia.
9,6% de las mujeres sin cancer de mama también tendra positivas mamografias. Una
mujer en este grupo de edad dio positiva la mamografia. ¢Cual es la probabilidad de
gue €ella tenga realmente € cancer de mama?’ donde se pueden observar elementos
correspondientes a la probabilidad condicionada y a la relaciones que se dan entre las
probabilidades.

Figura 3.6.2. Dos recursos de visualizacion en laleccion
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Otro aspecto importante que podemos observar en Internet es la descripcion de los
distintos errores que se pueden dar en este tipo de problemas, tanto a nivel estudiantes
como a nivel profesional, tales como “ solo alrededor del 15% de los médicos son
capaces de resolver el problema de manera correcta’. Ademés podemos encontrar
calculadores para ayudarnos a comprobar como funcionan este tipo de problemas y
explicaciones de como descomponer el problema de manera que la resolucién de este
sealo més facil posible. También se introducen recursos de visualizacién (Ver gemplos

enlafigura3.6.2).

Analisis matematico del recurso
El recurso resume € teorema de Bayes y @ funcionamiento de la Estadistica
Bayesiana, sobre todo aplicada al andlisis de tablas 2x2. A partir delos sucesos A 'y B

con P(A) y P(B), €l autor nos muestra como funcionan las diferentes propiedades de

la probabilidad condicionada, aplicando estas propiedades a eemplos médicos,

sobretodo sobre céncer. Para ello utiliza los siguientes elementos y propiedades

mateméticas:
e Teoremade Bayes:
P(B /A = P(A/B)P(B,) _ P(A/Bi)P(Bi)
>pP@)Pas)  PW

e TeoremadelaProbabilidad Total:

P(OB,/A] = ZH:P(BI/A)

e Cdculo delaprobabilidad condicional a partir de lainterseccién

P(ACB) | gy - PACE)

P(A/B) =3
(B) P(A)

e Cdculo delaprobabilidad de lainterseccion a partir de la condicional (variante)
P(A/B)P(B)=P(AnB) o P(B/ A)P(A)=P(AnB)

e Cdculo de la probabilidad simple a partir de la interseccién y de la condiciona

(variante)
P(B) = P(AnB) 0 P(A) = P(ANB)
P(A/B) P(B/ A
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Obj etos matematicos puestos en juego

En latabla 3.6.2. incluimos | os objetos matematicos y significados implicitos en e
recurso. NoOtese que la notacidn para el suceso interseccion es incorrecta y no hay una
notacion especifica parala probabilidad condicional.

Dificultades posibles de los estudiantes

Una de las principales dificultades que pueden encontrar los estudiantes es €
hecho de que la notacion y las definiciones son poco explicitas y a veces laformaen la
gue el autor se expresa parece poco seria. Aparte de lo poco formal de las explicaciones
el autor intenta explicar e comportamiento del teorema de Bayes sin dar nociones
basicas ninguna del comportamiento de la probabilidad, sus propiedades y sus
definiciones. En consecuencia, aunque posiblemente e recurso es Util para médicos y
otros profesionales de ciencias de la salud, quienes han de usar el teorema de Bayes en
el diagndstico, puede que los estudiantes no transfieran 1o aprendido a otras situaciones
de uso del teorema de Bayes. También podrian presentarse algunas de las dificultades

yadescritas en relacion alos recursos anteriores.

Tabla 3.6.2. Objetos matematicos implicitos en el recurso

Tipos Objetos mateméticos en la Significado en la situacion
situacion
Situaciones- - Exploracion del teorema | - Experimentacion del cambio de probabilidades inversas al
problemas de Bayes cambiar los datos
Lengugje - A B, X - Sucesos de laparticién
- AyB - Interseccioén de sucesos
- A|B,BJA Al xJA - Condicion
- P(A),P(B), ... - Probabilidad de los sucesos
- lconico - lconos gque representan |os sucesos y resultados
- Verbd - Explicacién de lasituacion
Conceptos - Experimento aleatorio - Experimento abstracto, no se concreta
- Sucesos - Cuatro partes en €l espacio muestral, se trata de sucesos
diguntos
- Tablas2x2 - Situacion espacial de los sucesos

- Complementarios

El total menos el suceso

- Unién Suceso formado por el conjunto de todos los elementos que
forman parte de cada suceso por separado

- Interseccién Suceso formado por el conjunto de todos |os elementos
comunes alos todos los sucesos

- Particion El &rea de los cuatro rectéangulos esigual a del rectangulo
mayor

- Probabilidad Medidarelativa de cada parte respecto al total

- Probabilidad condiciona

Medidarelativa de BNA respecto a cada parte A o de B

- Interseccion de sucesos

Conjunto comun de sucesos

- Cdculode
probabilidades
condicionadas

Se aplicarialaférmulaen los calculadores
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probabilidades simples

- Cdculode -

Se aplicarialaférmula en los calculadores

probabilidades

- Comparacion de -

Representacion de las distintas probabilidades smplesy
condicionadas;

Propiedades - Laprobabilidad -

condicional P(A/B)
puede ser diferente de la
probabilidad condicional
P(B/A)

Lamedidarelativa del &reade BNA respecto a cada parte
A puede ser diferente alamedidarelativadel areade BnA
respecto aB

- Teorema probabilidad -

A partir de las distintas probabilidades representadas

total podemos calcular la probabilidad total

- Teoremade Bayes - A partir de las distintas probabilidades representadas
podemos calcular la probabilidad condicional de cualquier
A condicionado aB

- Independencia - Cuando dos sucesos son independientes se muestra que la
probabilidad condicional de B condicionado aA esigua a
la probabilidad de B

- Incompatibilidad - Cuando dos sucesos son incompatibles se muestra que la
probabilidad condicional de B condicionado aA esigua a
cero

Argumentos - Visudizaciones - Definicion visual delas distintos sucesosy de larelacion

entre ellos

Variantesy otros gjemplos de lecciones o libros de texto

En la figura 3.6.3 mostramos una unidad de introduccién a la probabilidad

condicionada, el teorema de la probabilidad total y el teorema de Bayes obtenida de la

pagina Descartes del Ministerio de Educacion. En ella se supone el conocimiento de los

conceptos elementales de la teoria de la probabilidad (suceso, operaciones con sucesos,

etc.). La unidad tiene también una préctica para recordar las propiedades de la

probabilidad y larelacion con la unidn e interseccién de sucesos.

Figura 3.6.3. Probabilidad Condicional

Figura 3.6.4. Probabilidad condicional y

probabilidad de eventos simultaneos

El recurso de la figura 3.6.3 encontramos una leccién basada en varios problemas

de probabilidad condicional, en particular €l trabgo con experimentos compuestos.
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Incluye situaciones que a muchas personas les resulta dificil de comprender ya que sus
resultados experimentales pueden parecer contrarios a la intuicion, con lo los podemos
definir como paraddjicos. Esta leccion pretende conducir a consideraciones mas
profundas sobre las relaciones mateméticas y a la adquisicion de herramientas para la
resolucion de problemas relacionados con probabilidad condicional y probabilidad de
eventos simultaneos. Al terminar esta leccion, se intenta que los estudiantes hayan

aprendido laférmula para la probabilidad de eventos simultédneos independientes.

Otros g emplos
Se han encontrado otros g emplos, que reproducimos en latabla 3.6.3.
Tabla3.6.3.

Nombre Direccion

An Intuitive Explanation http://yudkowsky.net/rational/bayes
of Bayes Theorem

Conditional Probability;  http://www.math.uah.edu/stat/prob/Conditional .xhtml
Definitions and

Interpretations

Contingency Tables http://onlinestatbook.com/stat_sim/contingency/index.html
Probabilidad condicional  http://www.hrc.es/bioest/Probabilidad_15.html
y gemplos

Probabilidad condiciona  http://www.eduteka.org/M I/master/interactivate/l essons/pmd.html
y probabilidad de

eventos simultaneos

Statmedia http://www.ub.edu/stat/ Grupsl nnovacio/ Statmedi a/demo/Statmedia.htm
The Beginnings of http://mathforum.org/isaac/problems/probl.html

Probability...

Hare and Tortoise http://www.mathsonline.co.uk/nonmembers/resource/prob/chasemel.html
Probability of http://www.shodor.org/interactivate/di scussions/Probability Of Simul ta/
Simultaneous Events

Discussion

Base Rates http://onlinestatbook.com/chapterb/base_rates.html

The Probability of http://www.intuitor.com/stati sticBad T estResults.html

Penalizing the Innocent

Dueto Bad Test Results

Java Applets. Bayes http://www.dim.uchile.cl/~mkiwi/ma34allibro/chapter4/Bayes/Bayes.html

Conditional probability  http://www.ibiblio.org/links/devmodul es/condprob/index.html
module
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Conditional Probability  http://ww.math.unl.edu/~sdunbar1/Teaching/M athematical Finance/L essons/
and Conditional Conditional /Conditional Probability/condprob.shtml
Distributions

Conditional Probability  http://www.cut-the-knot.org/Probability/Conditional Probability.shtml

Conditional Probability  http://www.math.uah.edu/stat/prob/Conditional .xhtml

Conditional Probability  http://people.hofstra.edu/Stefan_ Waner/tutorialsf3/unit6_5A.html

and Independence

Conditional Probability  http://mww.mathgoodies.com/lessons/vol 6/conditional .html

Conditional Probability  http://www.saskschools.ca/curr_content/mathb30/prob/less/invest3.htm
Investigation

3.7. CALCULADORES

Algunos recursos son simplemente una ayuda en los céculos. Entre ellos
encontramos (Figura 3.7.1) el siguiente calculador de la probabilidad condicionada
utilizando el teorema de Bayes.
Direccion en Internet: http://www.gametheory.net/Mike/appl ets/Bayes/\WWhoRewar d.html

Figura3.7.1. Calculador de Bayes

El Applet consiste en un simulador de probabilidad condicionada a partir de un
gjemplo sobre una empresa. Se desea recompensar |os empleados con gran capacidad
para el trabajo, con bonos. ¢Qué probabilidades hay de premiar a los buenos empleados
y no a los empleados que no cumplen? A la izquierda, se introduce la posibilidad de
"éxito" para cada tipo de empleado. Por gjemplo, €l 80% en €l primer cuadro significa
gue 20 veces de cada 100, una gran capacidad para trabajo no es reconocida, 0 el 25%
significa que 25 de cada 100 personas trabajan duro. El estudiante puede comprobar los
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cambios en la probabilidad final cuando varia los datos del problema. Ademas puede

utilizarlo como calculadora para resol ver sus problemas de probabilidad condicional.

Andlisis matematico del recurso

El recurso resume el teorema de Bayes a partir de un calculador que ssmula un

gemplo concreto sobre una empresa. Comenzando con dos sucesos, € Applet nos

muestra |l os resultados del teorema de Bayes. Para ello utilizalos siguientes elementos y

propiedades matematicas:

e Teoremade Bayes:
P(A / Bi)P(Bi) _ P(A / Bi)P(Bi)

P(Bi / A) =

Obj etos matematicos puestos en juego

ZP(Bi)P(A / Bi)

P(A)

A continuacion incluimos la tabla de andlisis de objetos mateméticos y

significados implicitos en e recurso. Notese que la notacion para los sucesos es

incorrectay no hay una notacion parala probabilidad condicional.

Tabla 3.7.1. Objetos matematicos implicitos en el recurso

Tipos Objetos mateméticos en la Significado en la situacion
situacion

Situaciones- - Exploracion ddl teorema Calcular la probabilidad condicionada a partir de

problemas de Bayes sucesos simples

Lenguaje - Buen empleado, mal Sucesos
empleado, proporcion de
buenos empleados

- lcdnico I conos que representan |os sucesos y resultados
- Verbd Explicacion de la situacion
- Sucesos Conjunto del espacio muestral
- Complementarios El total menos el suceso
- Interseccion Suceso formado por el conjunto de todos los
elementos comunes a los todos los sucesos
- Probabilidad Medida relativa de cada parte respecto al total
- Probabilidad condicional Medidarelativa de BnA respecto a cada parte A o
deB
- Céculode Se aplicarialaférmula en los cal culadores
probabilidades
condicionadas
- Cdéculode Se aplicarialaférmula en los calculadores
probabilidades simples
- Comparacion de Representacién de las distintas probabilidades
probabilidades simplesy condicionadas,

Propiedades - Laprobabilidad Lamedidarelativadel &reade BNA respecto a cada
condicional P(A/B) parte A puede ser diferente alamedida relativa del
puede ser diferente de la &reade BNA respecto aB
probabilidad condicional
P(B/A)
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- Teorema probabilidad - A partir de las distintas probabilidades representadas
total podemos calcular la probabilidad total
- Teoremade Bayes - A partir de las distintas probabilidades representadas
podemos calcular la probabilidad condicional
Argumentos - Visualizaciones - Definicién visua delas distintos sucesosy de la
relacion entre ellos

Dificultades posibles de los estudiantes

Una de las principales dificultades que pueden encontrar los estudiantes es la
notacion ya gque € ggemplo puede ser las definiciones de los sucesos son poco explicitas.
Aparte el Applet intenta explicar e comportamiento del teorema de Bayes a través de
un giemplo, sin dar nociones basicas ninguna del comportamiento de la probabilidad
condicionada, sucesos, etc. Por ello podrian aparecer de nuevo las dificultades descritas

anteriormente en otros recursos.

Variantesy otros gjemplos de lecciones o libros de texto

En la figura 3.7.2 mostramos un calculador aplicado al juego de dados y a la
probabilidad condicional. Se selecciona dos eventos de entre todos los posibles que
podrian ocurrir a tirar un par de dados y que se despliegan a pinchar el color de cada
dado. En los eventos del espacio producto se pueden seleccionar los distintos sucesos
del experimento como puede ser que €l color blanco sea4 y lasumaes 7. Podemos ver
que hay 11 pares de valores con €l elemento 4 y para las que 2 dan como suma 7. Por lo
tanto, la probabilidad de que la suma 7, dado que aparece un 4, es 2/ 11. A partir de
ejemplos de este tipo podemos comprobar cual es el funcionamiento y larelacion de los

sucesos en la probabilidad condicionada.

Figura 3.7.2. Probabilidad Condicionada Figura 3.7.3. Conditiona Probability and

Multiplication Rule

‘Conditional Probability and Multiplication Rule

Example. s
shown, Now one indidual s o be seeced at rancom. Find PEE), PQM)and M E),

Defiion: (M |E) = P(MandE )/P(E).

Mtfcation Rae:

P(AmiB)= KA)R(B|A)= KE)'KA[B)
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Tabla 3.7.2. Calculadores de probabilidad condicional

Nombre Direccion

Bayes Rule Applet: Who to http://www.gametheory.net/Mike/Applets/Bayes’WhoReward.html
Reward?

Bayes Rule Calculator http://stattrek.com/T ool s/BayesRul eCal cul ator.aspx

Condition Probability Applet http://www.ibiblio.org/links/appl ets/appindex/CommCh.html

Conditional Probability and http://mwww.spsu.edu/math/deng/m2260/stat/cond/cond.html

Multiplication Rule

Dice and conditional probability  http://math.fau.edu/Richman/Liberal/dice.htm

Joe's Conditional Probability http://webspace.ship.edu/deensl ey/prep2008/partici pants/
Joyner%20-%20Probability June%2012.html

El recurso de la figura 3.7.3 encontramos un calculador de probabilidad simple y
condicionada aplicado a un gjemplo en el que se supone que el espacio muestral muestra
la poblacién de adultos en una pequefia ciudad que hayan cumplido los requisitos para
un titulo universitario. Se clasifican los datos segun €l sexo y € tipo de empleo.
Eligiendo una persona que se elegiran a azar podemos encontrar P(E), P(M) y P(M | E).

Otros g emplos

Se han encontrado otros g emplos, que reproducimos en latabla 3.7.2

3.8. PROCESOSMATEMATICOS

De acuerdo a Godino, Font y Wilhelmi (2008), un segundo tipo de andlisis
didactico es e de los procesos matematicos y conflictos semidticos. En toda practica
interviene un sujeto (en nuestro caso los posibles alumnos que resuelven el problema).
Este nivel de andlisis se centra en los procesos que, efectivamente, intervienen en la
realizacion de las précticas previstas y 1os conflictos de los estudiantes.

Ademés de los objetos mateméticos ya descritos, 10s autores consideran procesos
de materializacién — idealizacion, particularizacién — generalizacion, descomposicion —
reificacion, representacion — significacion, personalizacion — institucionalizacion. La
finalidad es describir la complgjidad de las practicas mateméticas como factor

explicativo de los conflictos semiéticos que se podrian producir en su realizacion.
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Para finalizar €l capitulo realizaremos ahora este andlisis sobre el conjunto de
applets presentados. En nuestro caso puesto que € andlisis de los recursos se hace a
priori, el estudio tendrd un caracter hipotético.

Podemos observar los siguientes procesos de materializacion-idealizacion (es

decir pasar de algo que se percibe aago que no se percibe):

« Los objetos graficos del Applet (puertas, premio, dados, bolas en urnas, cuadrados
de una particion, ramas de un arbol) e incluso las acciones que realizamos con €é
(pinchar en una puerta, mover un cuadrado, afiadir una rama a arbol introducir un
dato en un calculador) son objetos visibles u ostensivos, pero representan a otros
objetos u acciones (puerta en el concurso, coche o cabrareales; apuesta que se hace;
dados, particiones de un conjunto, diagrama en arbol) que son imaginarios.

« Las operaciones aritméticas se representan simbélicamente; por gemplo 1/3
representa la operacion de dividir la unidad en tres partes y también el resultado de
la division, que es un numero real que no percibimos directamente. Igualmente las
operaciones algebraicas de clculo de probabilidades se representan
simbolicamente.

« Los diferentes simbolos o palabras representan propiedades, conceptos u
operaciones. Por gemplo, G= (G nA) U (G n B) representa en forma visible
una propiedad matemética. La formula del teorema de Bayes representa en forma
simbdlica el enunciado del teorema y también la serie de operaciones de céalculo
necesarias en su aplicacion.

« El diagrama en arbol representa, por un lado la estructura del experimento (por

pasos) y en cada paso, |os resultados del experimento y sus probabilidades.

Procesos de particularizacion — generalizacion (dualidad extensivo — intensivo).

Es cuando pasamos de un caso particular, generalizando a una propiedad de un
conjunto o viceversa, cuando una propiedad que sabemos es general, la aplicamos a un
caso particular:

« Sabemos que la suma total de todas las probabilidades de los sucesos en un
experimento es la unidad. Particularizando |legamos en el problema de Monty Hall
aquelaprobabilidad inicial de elegir una de las tres puertas es 1/3.
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« Sabemos que la probabilidad de la interseccién de sucesos independientes es €l
producto de probabilidades. Particularizando, |legamos a las probabilidades de las
ramas finales en un diagramaen &rbol.

« Al trabajar con el Applet en el problema de Monty Hall vemos que si cambiamos de
puerta estamos obteniendo €l doble de aciertos que s no cambiamos. Aunque no
sepamos por qué, aceptamos (generalizando) que la probabilidad de acierto
cambiando de puerta serd el doble que s no se cambia. Al trabajar con el Applet
gue simula la realizacion de un experimento, observamos la estabilidad de las
frecuencias alalarga; probando con varios sucesos y generalizando |legamos a una
comprension intuitiva de laley de grandes nUmeros.

« Conocemos € axioma de la union gque se cumple en forma general. Para €l
problema de Monty Hall, en la solucion formal 1 aplicamos el axioma de launién al
caso del suceso suma de dos sucesos (aunque se cumple para cualquier nUmero de

sucesos, aca particularizamos para 2).

Procesos de representacion — significacion.

Los procesos de representacion y significacion aparecen continuamente en el
trabajo matemético, pues como no podemos operar directamente con objetos ideales,
representamos las operaciones sobre los mismos por medio de simbolos o por medio de
otros objetos. Es decir, o bien representamos un objeto abstracto de cierta manera o bien

tenemos que interpretar (dandole un significado) una representaci on matemética:

o El juego rea de Monty Hall lo representamos en e Applet mediante gréficos
dinamicos; la eleccion de una puerta la representamos pinchando en € gréfico que
representa esta puerta. |gualmente representamos la extraccion real de bolas de una
urna, la construccién real de un diagrama en arbol, lanzamiento de dados, etc.

« El objeto “probabilidad” lo representamos por la letra P; la probabilidad de un
suceso que denominamos A o representamos mediante P(A). A (el suceso) asu vez
representa un resultado en el juego, por gjemplo, ganar. Dependiendo del Applet, se

representan |os sucesos con cuadrados o regiones, ramas de un &rbol, etc,
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Procesos de descomposicion — reificacion (dualidad sistémica — unitario).
El alumno que trata de resolver el problema tiene que pasar constantemente de
considerar objetos elementales (unitarios) a considerar objetos compuestos de varios

objetos elemental es (sistémico):

« Cadasuceso del experimento consistente en elegir una puerta (o de uno de los otros
experimentos) es elemental. Pero el espacio muestral del experimento (conjunto de
las tres puertas) es sistémico.

o Cada resultado del juego de Monty Hall (ganar o perder) es elemental. Pero la
frecuencia relativa o el porcentge de veces que se gana o pierde se calcula como
una operacion sobre €l total de los resultados al realizar n veces el experimento.

« Cadarama del diagrama en éarbol es elemental, mientras que todo €l diagrama en
arbol es sistémico.

« En la solucién forma 2 a problema de Monty Hall, cada valor de la variable
aleatoria es elemental, mientras que la variable aeatoria y su distribucion son
Sistémicos.

Procesos de personalizacion - institucionalizacion (dualidad personal —ingtitucional).

Los autores indican que al comenzar un proceso de estudio serd necesario lograr
gue los estudiantes asuman €l problema y se involucren en su solucién. Es lo que
Brousseau (1998) denominala devolucion del problema. Pensamos gque esto se consigue
totalmente con el uso de estos recursos, pues €l interés del alumno se centra en ganar,
en el caso de los juegos 0 en explorar el recurso en los otros casos. y olvida que se trata
de un problema matematico. Ha personalizado |la situacion.

El proceso inverso es pasar de lo personal a lo institucional. Esto lo logra €l
maestro cuando discute colectivamente con los estudiantes para decidir cudles de las

soluciones son correctasy por qué.
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CAPITULO 4. CONCLUSIONES

4.1. INTRODUCCION

Para finalizar € trabajo de investigacion comentamos las conclusiones a las que
hemos llegado, tanto a nivel de objetivos, como respecto alaidoneidad didéctica de los
recursos trabgjados en la enseflanza de la probabilidad condicional. Asimismo

comentamos algunas posibles lineas de investigacion para proseguir este trabajo.

4.2. CONCLUSIONESRESPECTO DE LOSOBJETIVOS
En primer lugar comentamos las conclusiones respecto a los objetivos presentados

en el Capitulo 1y que reproducimos aqui parafacilitar lalectura.

- Objetivo 1. Analizar €l objeto matematico “ probabilidad condicional” , mostrando
la red de objetos (conceptos, propiedades, problemas, representaciones y
argumentos) ligados a una presentacién elemental del tema. Con ello pretendiamos
comenzar €l andlisis de sSignificado ingtitucional de referencia en esta

investigacion.

Para lograr este objetivo, hemos creido oportuno realizar un resumen de todos los
elementos y propiedades relacionados con la probabilidad condicional encontrados en
un conjunto de libros de texto que consideramos apropiados, tanto a nivel de secundaria
como a nivel universitario. En primer lugar se presenta en € Capitulo 1 las propiedades
y conceptos, seguidamente los problemas y procedimientos, ademés de incluir
elementos del lenguaje, tales como términos, expresiones, notaciones, graficos, etc.
necesarios para resolver problemas, representarlos, generalizarlos o describirlos. Con
ello se comienza a describir € significado institucional de referencia, que se refinara en
la continuacion de lainvestigacion.

La conclusion gue se obtiene de este andlisis es que la probabilidad condicionada
es uno de los conceptos mas complegjos, dentro del contenido de Probabilidad y
Estadistica en |a Ensefianza Secundaria, por 1os muchos elementos que englobay que el

alumno ha de relacionar.
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- Objetivo 2. Obtener una primera perspectiva de la investigacion en Psicologia y

Educacion en relacién a la probabilidad condicional.

Paralograrlo, y partiendo de trabajos de sintesis anteriores en el Capitulo 2 hemos
descrito las principales investigaciones relacionadas con la comprension de la
probabilidad condicional.

Como conclusién hemos comprobado que la probabilidad condicionada esta
intimamente relacionada con errores comunes en el aprendizaje de los estudiantes, tanto
anivel conceptual (intercambio de sucesos en la probabilidad condicional; confusion de
independencia y mutua exclusividad, confusion de probabilidad conjunta y
condicional), como a nivel procedimental (aplicacion del teorema de Bayes, resolucién
de problemas) e incluso de lenguaje. Son muchos también los sesgos de carécter
psicoldgico (como lafalacia de la condicional transpuesta, la falacia de la conjuncion o
del gje de tiempos) que no parecen mejorar con la ensefianza segun Diaz (2007).

Por otro lado apenas hay investigaciones centradas en la enseflanza y no
conocemos ninguna centrada en la preparacion matematica o didéctica de los
profesores. Por ello consideramos que seria interesante tocar estos aspectos en un

trabajo futuro.

- Objetivo 3. Realizar una busqueda, clasificacion y analisis de recursos de Internet

gue sean potencialmente Utiles en la ensefianza de la probabilidad condicional.

El objetivo de encontrar elementos en Internet que pudiesen ayudar a la
comprension de la probabilidad condicional se ha trabado de cumplir mediante una
ardua tarea de busqueda, clasificacion, agrupacion y andlisis de los distintos recursos
gue se presenta en el Capitulo 3. El resultado ha sido un indice bastante amplio de
recursos que proporcionan ayudas de aprendizaje, plantean una vision diferente del
término probabilidad condicionada, plantean problemas paraddjicos, permiten la
graficacion, simulacién y experimentacion y proporcionan a estudiante un aspecto
visual del que carecen los libros de texto. Pensamos que un uso adecuado de estas
ayudas, debidamente insertado en e proceso de aprendizaje ayudara a estudiante a

comprender |as propiedades y aplicaciones de |a probabilidad condicional.
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4.3. IDONEIDAD DIDACTICA DEL TRABAJO CON LOSRECURSOS

A continuacion tratamos de usar la nocion de idoneidad didéctica que generalmente
se aplica a la valoracion alguna situaciéon didactica, en el andisis de los recursos
presentados en e capitulo 3. Usaremos como gemplo € problema de Monty Hall
(seccion 3.3), aunque igualmente se aplicaria al resto de los recursos.

Laidoneidad didactica se define como la articulacién de seis componentes (Godino,
Wilhelmi y Bencomo, 2005; Godino, Contreras y Font, 2006) cada uno de los cuales
puede presentarse en mayor o menor grado. Para analizar s se verifican los diferentes
tipos de idoneidad descritos en el punto anterior, |0s autores proporcionan unas guias de
descriptores para poder valorar cada uno de los tipos de idoneidad. En €l trabgo en €l
aula, se plantearia el problema a los estudiantes, dejando un tiempo para la posible
solucion. Seguidamente se discutirian con los estudiantes las soluciones correctas e
incorrectas encontradas por los mismos, hasta lograr que se acepte alguna de las
soluciones correctas.

El profesor ayudaria a analizar las causas de los errores y haria un resumen de lo
aprendido. En caso de resistencia a la solucion, se dejaria experimentar con la solucién
para que, al ver sus intuiciones refutadas por la evidencia empirica, los estudiantes
tratasen de revisar la solucion erroneay sus causas.

A continuacion describimos y valoramos resumidamente los componentes de la
idoneidad:

e |doneidad epistémica o0 matematica: Se trata de ver si hay representatividad de los
significados ingtitucionales implementados (o pretendidos), respecto de un
significado de referencia. Pensamos que € Applet, junto con e proceso de estudio
descrito podria tener una idoneidad matemética en el aprendizaje de los conceptos
de: probabilidad condicional, experimento compuesto, dependencia e independencia
y experimentos dependientes e independientes. Como vemos en la Tabla 3.3.3, esta
idoneidad podria ser mas o0 menos grande, dependiendo del tipo de solucion
encontrada. En general las soluciones formales tienen mayor idoneidad en un curso
universitario y de formacion de profesores, pero en un curso con chicos de
secundaria, las soluciones intuitivas podrian ser suficientes. La solucion empirica,
tiene, en general, baja idoneidad matematica, a menos que se complemente con una

solucién intuitiva o formal.
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Idoneidad cognitiva: Mide e grado en que los significados pretendidos/
implementados son asequibles alos alumnos, asi como si |os significados personal es
logrados por los alumnos son los significados pretendidos por el profesor. Pensamos
gue la situacion planteada tiene suficiente idoneidad en cursos de formacion de
profesores, sobre todo de profesores de secundaria. Asimismo podria tener
idoneidad suficiente en los Ultimos cursos de secundaria o Bachillerato, pues los
razonamientos descritos estén al acance de los alumnos.

Idoneidad interaccional: Grado en que la organizaciéon de la ensefianza permite
identificar conflictos semicéticosy resolverlos durante el proceso de instruccion. Este
tipo de idoneidad dependera de como organiza el educador € trabagjo en el aula. Serd
importante que los estudiantes trabgjen en grupos para que surja el conflicto y se
explicite. Serd importante también organizar una solucidén colectiva de las
soluciones para que los mismos alumnos ayuden a sus comparieros a detectar los
puntos equivocados.

|doneidad mediacional: Disponibilidad y adecuacién de los recursos necesarios para
el desarrollo del proceso de ensefianza-aprendizaje. No se precisa de muchos
recursos, pues incluso podria hacerse una simulacién con objetos fisicos. Pero, con
un solo ordenador en el aula, donde los alumnos pueden jugar colectivamente se
puede trabagjar esta situacion. La idoneidad aumentaria si se trabaja en €l aula de
informética donde cada alumno o profesor puede experimentar individualmente o
por parejas con €l recurso.

Idoneidad emocional: Interés y motivacion del alumnado en el proceso de estudio.
Pensamos que esta es la mas dta de todas con este juego que sin duda intriga e
interesaatodo el que trata de resolverlo.

Los componentes de idoneidad estudiados para € problema de Monty Hall se

pueden extrapolar a otros recursos, siempre que su uso esté basado en situaciones

didéacticas apropiadas a mismo. La disponibilidad de recursos libremente accesibles en

Internet hace que la cultura y la ciencia se estdn democratizando cada vez més, por lo

que el aprendizaje se lleva acabo no sélo en el aulatradiciona (Galmacci, 2001). El uso
de este tipo de recursos aumenta la motivacion de los alumnos por e tema, ya que se
presentan los conceptos de una forma més llamativa y permite al alumno adoptar un
papel activo en su aprendizge. Es por ello importante que el profesor tenga en cuenta
estos recursos 'y los incorpore a su ensefianza.
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4.4. POSIBLESLINEASPARA CONTINUAR LA INVESTIGACION

Para finalizar describimos brevemente |os puntos sobre los que pensamos trabajar
en una futuratesis doctoral .

En primer lugar se piensa continuar el andisis de los recursos didécticos
relacionados con la probabilidad condicional en Internet, las posibles soluciones si se
trata de problemas, como de los objetos mateméticos usados y posibles dificultades de
los estudiantes. Todo ello con la finalidad de orientar a los profesores que deseen
utilizar estos recursos.

Sin embargo, un recurso didéactico por si solo no resuelve todos los problemas de
aprendizgje. Se plantea, asi € reto de disefiar unidades didacticas para la ensefianza de
la probabilidad condicional en Educacion Secundaria y Bachillerato que incorpore
estos recursos. Asimismo seria necesario evaluar dichas unidades didacticas, en cursos
con alumnos de estos niveles educativos. Seria también posible pensar en la ensefianza
universitaria y realizar estudios de ensefianza y aprendizaje de la probabilidad

condicional utilizando recursos de Internet con este tipo de estudiantes.

Finalmente, el campo en que pensamos concretar nuestra futura tesis doctoral es
la formacion de profesores de Educacién Secundaria y Bachillerato, pues la
investigacion sobre este punto es inexistente. Por un lado, nos podriamos concretar en la
evaluacion de los conocimientos mateméticos o didécticos de dichos profesores, parala
cua seria necesario elaborar instrumentos adecuados de evaluacion y analizar los

resultados en muestras de profesores en formacion o gercicio.

Por otro, se podria disefiar unidades didactica dirigidas a la preparacion de estos
profesores (tanto en e aspecto matematico como en el didactico) basandonos en los
recursos de Internet analizados y los resultados de la investigaciones presentadas en €l
Capitulo 2. En concreto nuestra intencidn en disefiar un curso que pueda realizarse a
distancia, evaluar su efectividad con algunos profesores y ofertar libremente el material
preparado en Internet a través de la pagina del grupo de investigacién. Con €lo
cumpliriamos € requisito de elaborar unatesis en el tema especifico del Proyecto SEJ
2007-60110, centrado en la formacion de profesoresy en el cual he recibido la beca de
Formacion del Personal Investigador BES-2008-003573.
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