Modelos Matematicos 11 Examen final

Universidad de Granada

e | N Grado en Matematicas 14 de junio 2021
Apellidos: Firma:
Nombre: D.N.I. o pasaporte:
La duracion del examen es de tres horas.
Ejercicio 1 (3 puntos). Se considera el funcional F|y fo (2% + y/(2)?) dz definido en el dominio

D ={C?0.1] : 4(0) = y(1) = 0, /Oly(:c)zd:v: 1}

Se pide:
(i) Encuentra todos los extremales (puntos criticos) de F.

(ii) Discute si F alcanza o no un minimo en D. En caso afirmativo, calcula dicho minimo e indica
dénde se alcanza.

(iii) Responde a los apartados anteriores en el caso en que

= {02[0, 1] : /01 y(x)? de = 1}.

Solucién 1. Denotemos p =y’ y F(x,y,p) = p?. Entonces

1 1
Fly) = 3+/0 F(z,y,p)dx

La forma de incorporar al funcional la ligadura presente en D es considerar la funcién corregida

F*<x7y7p) = F(x7y7p) - )\yz :p2 - )\y2 .

La ecuacién de Euler-Lagrange asociada a F™* viene dada por

* d *
0=1F, — e (Fy) = —2\y — 2y
0, equivalentemente,

v+ Xy =0.

Esta ecuacién debe resolverse sujeta a las condiciones de contorno y(0) = y(1) = 0. Los valores
propios son en este caso A, = n’m%, n € N, en tanto que las funciones propias vienen dadas por
yn(z) = Bsen(nnz), donde B € R.

El problema de minimizacién planteado adopta la forma de un problema de tipo isoperimétrico
(salvo traslacién), por lo que la existencia de minimo en D estd garantizada. De hecho, el minimo de
FenDesm = %Jr)\l = %+772 y, de entre las infinitas funciones propias asociadas y;(x) = Bsen(wx),
las tnicas que satisfacen la ligadura son aquellas que cumplen

1 1 2
1= Bz/ sen(rx)? de = BQ/ (HCOS(ZW:C)> dx = 5 ,
0 0 2 2



de donde se deduce que

B=4V2.

Por consiguiente, F alcanza su valor minimo en D en las funciones
y(z) = +V2sen(rz) .
Finalmente, si las condiciones de contorno son y'(0) = y'(1) = 0, entonces los valores propios
adoptan la forma
mientras que las funciones propias son
yo(x) =C €R, yp(xr)=Acos(nmx), AcR,neN.

Ahora ha de cumplirse
1
1= / C?dr = C?,
0

luego el minimo de F en D es m = £ 4+ \g = + y se alcanza en
g 3 3y

y(x) = £1.

Ejercicio 2 (4 puntos). Se considera el siguiente problema:

P —IAu+z-Vu+ (|z?+1L)u = f(z) en B(0,1),
(P)= w =0 en 9B(0,1),

donde B(0,1) es la bola unidad abierta de centro cero y radio uno en R?, 9B(0, 1) denota su frontera,
y f € L*(B(0,1)).

(i) Plantea la formulacién variacional (o débil) del problema, que denotaremos por (Py ). (Es decir:
encuentra un espacio de Hilbert X, un funcional bilineal a : X x X — R y un funcional lineal
F : X — R tales que el problema (P) pueda reescribirse de la forma a(u,v) = F(v), para todo
veX.)

(ii) Prueba que
| (o Vel@)ota) + (o + Do) da 2 0 1)
B(0,1)
para toda funcién ¢ en el espacio de Hilbert del item (i).

(iii) Demuestra que existe una unica solucién del problema (Py ). jEn qué sentido es solucién del
problema (P)?.

(iv) ;Permite el teorema de Lax-Milgram asociar al problema variacional anterior un problema de
minimizacién? Justifica la respuesta.

Solucién 2. (i) El espacio de Hilbert con el que vamos a trabajar, motivado por las condiciones
de contorno, es H}(B(0,1)). Definimos la forma bilineal a : H}(B(0,1)) x H}(B(0,1)) — R de la
siguiente forma:

atup) = [ o (§7u() - Vol@) + - Vule) pla) + (o + Du@)p()) d.

Es facil de comprobar, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, que la forma bilineal esta bien defi-
nida del hecho de que u, ¢ € HZ(B(0,1)). Por otra parte, definimos la forma lineal F' : H} (B(0,1)) —

R del siguiente modo:
F@) = [ f@)e)ds.
B(0,1)

De nuevo, podemos asegurar que F estd bien definida para toda ¢ € H}(B(0,1)) en virtud de la
desigualdad de Cauchy-Schwarz.



(ii) Usemos el teorema de Lax-Milgram para dar respuesta a este apartado. La forma bilineal es
continua ya que

1
lalu, o)l < L IVullze o Vel e
Hxl Loo (B0, IVUll L2(B0,1) [Pl L2 (B(0,1)
+ 121 + Ll oo o, lull L2(so,0) 101l L2 (B0.1))

< Omax{ el + ooy, lellzes 01)}IIUHI\|90H|,

donde hemos considerado |||G||| = VG| 12(p(0,1)) la norma equivalente a la usual en Hg(B(0,1))
(de ahi la constante C').
Igualmente, F' es continua en H}(Q2) ya que

|F(p)| < ||f”L2(B(01 )||90HL2 B(0,1)) < HfHL2 0,1))|H80H|-

La desigualdad (1) es una consecuencia directa de la integracién por partes del primer término
y de las propiedades de ¢ en la frontera de la bola B(0,1):

[ (o Voot + (P + Dpl@)?)ds
B(0,1)

-/ e SVe(@) + (Jaf? + 1p(e)?)do
= [ (e @gp (ol + D) e

= [ lePelaPdez0
B(0,1)

Por otro lado, usando la desigualdad anterior, la forma bilineal es coerciva puesto que

a(u,u) = /B(O ) (i\Vu(x)\Q +x - Vu(x) u(z) + (|z]* + 1u(z)? )dx

1/ 9 1
— Vu(x)|”dx = —|||ul||,
o [T de = gl

en virtud de (1). En este caso la constante de coercividad es i > 0.

Por tanto, tenemos una igualdad entre una forma bilineal, continua y coerciva y una forma lineal
continual sobre Hg(B(0,1)) de la que deducimos la existencia de una tinica funcién u € H}(B(0,1))
que es solucién del problema variacional

Vv

_ [ encontrar wu € H(B(0,1))
(Pv) = { tal que  a(u, ()) F(y), Yo € HY(B(0,1)).

Como comentamos en la parte tedrica de este tema, el hecho de que L?(B(0,1)) ¢ H~*(B(0,1))
implica que la solucién estd, ademas, en H2(B(0,1)), por lo que el problema (P) es satisfecho en
casi todo punto de B(0,1).

(iii) El teorema de Lax-Milgram no asegura que el problema (P) (o su equivalente variacional
(Py)) admita una formulacién equivalente en términos de un problema de minimizacién, toda vez
que el funcional a(-,-) no es simétrico.

Ejercicio 3 (3 puntos). Consideramos las siguientes reacciones entre cuatro especies quimicas
A, B,C, D, con constantes de reaccion ki, k3, kg > 0:

A+BM o o p, D Eog

1. Usando la ley de accién de masas, escribe las ecuaciones diferenciales ordinarias que describen
el comportamiento de las concentraciones a, b, ¢, d de las especies A, B,C, D.



2. Encuentra una ley de conservacién que describa la conservacion de la masa del sistema.

3. Dadas las concentraciones iniciales a(0) = ag, b(0) = by, ¢(0) = ¢, d(0) = dg, con ag, by, co, dy >
0 como en el apartado anterior, ja qué equilibrio debe converger el sistema cuando t — 4007

Solucién 3. 1. Las ecuaciones ordinarias que se piden son

d d d d
aa = —klab + 2k3d, Eb = —klab, $C = klab — kQC, ad = kQC — k3d.

2. Derivando y usando las ecuaciones anteriores Se puede ver que la cantidad a(t) + b(t) 4 2¢(t) +
2d(t) es constante en tiempo.

3. Los equilibrios del sistema son de dos tipos:
(s = const., boo = Coo = doo = 0,

o bien
b = const., Uoo = Cop = Ao = 0.

Esperamos que el sistema converja a un equilibrio de los anteriores que ademas cumpla la ley
de conservacion. Si el equilibrio es del primer tipo esperamos que

oo = ag + by + 2¢co + 2dy,
y si es del segundo tipo esperamos que
boo = ag + by + 2¢o + 2dp.

De las ecuaciones se deduce que b es siempre no creciente, asi que b(t) no puede converger a
un valor mayor que su valor inicial. Asi que esperamos que

(I(t) — ag + by + 2¢q + 2dp, b(t) — 0, C(t) — 0, d(t) — 0

cuando t — +o0.



