Sobre la ecuacion de Schrodinger

La ecuacién de Schrodinger es la ley fundamental de la mecanica cuan-
tica no relativista, teoria fisica que se ocupa de aquellos fenémenos que
acontecen a escalas microscépicas del orden de la constante de Planck. Por
citar solo algunos campos de aplicabilidad, esta ecuacion reviste especial
interés en microelectrénica, criptografia y teorfa y disefio de dispositivos
semiconductores. La ecuacién de Schridinger dependiente del tiempo explica, a
través de la llamada funcién de onda, la evolucién temporal de un conjun-
to de particulas cudnticas (por ejemplo, electrones) sujetas a la accién de
un potencial. La funcién de onda ¢ : [0,00) x R — C asociada a una par-
ticula es una funcién de sus coordenadas temporal y espacial (a las que
denotaremos t y x, respectivamente) que toma valores en el cuerpo de los
numeros complejos, la cual describe probabilisticamente las propiedades
ondulatorias de un sistema fisicoll

Si uno pretendiera escribir una ecuacién en derivadas parciales que
fuese sistematicamente satisfecha por la funcién de onda y extendiese a
la vez la fisica conocida hasta el momento, deberia dejarse guiar por los
siguientes principios:

(a) La ecuacién habria de ser lineal (desde el punto de vista de los ope-
radores que intervienen en su formulacién) y homogénea para que
se cumpliese el principio de superposicion de soluciones, esto es: si i1 y
o son soluciones que representan un sistema fisico dado, cualquier
combinacién lineal de las mismas a1 4 a1, debe ser también una
solucién, donde a7 y ap son constantes cualesquiera.

(b) Los resultados derivados de la ecuacién han de ser compatibles con
los correspondientes a situaciones macroscopicas del &mbito de la
Mecénica Clésica (principio de correspondencia).

'En 1924 Louis-Victor de Broglie habia postulado el conocido principio de dualidad
onda-particula, segtin el cual toda particula admite un comportamiento ondulatorio



(c) Se admite que es suficiente el conocimiento de la funcién de onda
en un instante dado para determinar por completo la evolucién del
sistema. Por consiguiente, la ecuacién que buscamos ha de ser de
primer orden con respecto al tiempo; en caso contrario, habria de
especificarse asimismo el valor de algunas derivadas temporales de
i para obtener la solucién (tinica) del correspondiente problema de
valores iniciales.

Consideremos en primer lugar el movimiento (no relativista) en d di-
mensiones espaciales de una particula libre (esto es, aquella que no esta
sujeta a la accién de ningtn potencial) con masa m, momento lineal p y
energia E bien definidos. En este caso, la evolucién de la misma viene des-
crita por una onda plana

Yop(t,x) = A3t = Achlpa=ED), (1)

caracterizada por el vector de onda k = £ y la frecuencia angular w =
%, donde A € R denota la amplitud de la onda y 7 es la constante de

Planck reducida (7 = 1.054571628 x 10734 - 5). La frecuencia angular estd
relacionada con el vector de onda a través de la identidad

_ho
W—%W ,

que equivale a la siguiente relacion cldsica entre el momento y la energia
cinética de la particula:

_ 1
E=o Il @
Derivando la expresion (1) con respecto al tiempo se desprende
awop . .E . ’P‘Z

Por otra parte, el cdlculo de la derivada de segundo orden con respecto a
x en ((I) nos conduce a

Id&
Axthop = _|k‘21/’0p - _?%p- (4)
Considerando pues los resultados obtenidos en (3) y (4), puede compro-
barse facilmente que la onda plana introducida en (1)) satisface la siguiente
ecuacion en derivadas parciales:
2
iha—¢ __n

A, ©)
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Figura 1: De izquierda a derecha: frente de onda plana propagandose en el espa-
cio (obsérvese como las superficies de igual fase, k - x — wt = K € RR, son planas
y paralelas entre si) y representacion grafica del principio de incertidumbre de
Heisenberg.

que no es otra que la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo
para el caso de una particula libre.

Conviene matizar que la ecuacién de Schrodinger es en si un postu-
lado de la Mecénica Cudntica, por lo que no debe entenderse el proceso
recién descrito como una deduccién sino mds bien como una motivacién
o derivacién formal de la ecuaciéon de Schrodinger a partir de las leyes de
la Mecénica Clasica.

El papel que desempefia la constante de Planck en el &mbito de la Me-
canica Cudntica es sin duda relevante. De hecho, uno de los principios
que la caracterizan —el conocido principio de incertidumbre de Heisenberg— se
formula del siguiente modo:

Ax-Ang, (6)

donde Ax y Ap denotan las correspondientes desviaciones estandar de una
particula respecto de su posicion y velocidad exactas, respectivamente. Es-
to quiere decir que, contrariamente a lo que sucede en el terreno de la Me-
canica Clésica, en que posicién y momento de una particula pueden ser
medidos simultdneamente con absoluta precisién, cuando son las leyes de
la Mecanica Cuéntica las que rigen el movimiento solo es posible reducir
la incertidumbre en una de las dos magnitudes a cambio de que aumente
la de la otra, en el sentido dictado por la formula (6) (véase una interpre-
tacién geométrica del principio en la Figura I)).

En Mecanica Cudntica la energia total E y el momento p asociados a
una particula estan representados, respectivamente, por los operadores di-
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ferenciales

~ .0 ~ :
E:zhg, p=—ihVy. (7)

En tal caso la ecuacién () puede reescribirse como

By =5 79, ®

en clara analogia con la ecuacién clasica (2). Observamos, por tanto, que
el segundo miembro de la ecuacion (8) (o, equivalentemente, de (5)) repre-
senta el operador de energia cinética asociado a la particula:

~ 1 h?
T = b = "o Ay.

Con el propésito de generalizar la ecuacién de Schrodinger obtenida en
(8), supongamos ahora que la particula se mueve en un campo de fuerzas
F que emana de un potencial (real) V: F(t,x) = —V,V(t, x). Al igual que
en el caso de una particula clasica, la energia total E ha de venir dada por
la suma de la contribucién cinética - |p|?> més la potencial V (¢, x):

E= PP vy
2m T
Comoquiera que la energia potencial no depende intrinsecamente ni de p
ni de E, los argumentos establecidos anteriormente nos invitan a conside-

rar los operadores 7 y E definidos en @) y a plantear
~ 1 5
Eyp = (zmp + V) P,

con lo que se obtiene la siguiente generalizacion de la ecuaciéon de Schro-
dinger para la particula libre:

oY o
1h§(t,x) = (—%Ax + V(t,x)> P(t,x), )

que es la célebre ecuacién de ondas propuesta por Erwin Schrédinger en
1926 para modelar la evolucién temporal de una particula cudntica que se
mueve bajo la influencia de un potencial. El operador que aparece entre
paréntesis en el segundo miembro de (9) recibe el nombre de operador
Hamiltoniano asociado a la particula en cuestion:

. h?

H=—A+V,
2m
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por lo que la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo también se
escribe de la forma
n? — (10)
T
Observamos que la ecuacién puede reproducirse a partir de la re-
lacién clésica

1
E=H(tx,p):= %W + V(t,x)

mediante las transformaciones E + Ey p ~— 7, y aplicando después los
operadores Ey H = H(t, x, ) ala funcién de onda (¢, x) en ambos miem-
bros de la ecuacién. Por consiguiente, en el caso mds simple posible en que
el sistema fisico considerado estéd constituido por una particula (sin espin)
en un campo eléctrico externo, la ecuaciéon de Schrodinger adopta la forma
general (9).

La funcion de onda ¢ (t, x) genera la densidad de carga

n(t,x) = [y(t,x)]?,

la cual representa la (densidad de) probabilidad de encontrar la particula
de marras en la posicién x y el instante t. Otra magnitud importante en
este ambiente es la llamada densidad de corriente de probabilidad, que
viene dada por

(%) = im0 Vap(t, )

donde Im(z) representa la parte imaginaria de z y zZ su complejo conjuga-
do. La condicién inicial natural para la ecuacién de Schrédinger es

P(t=0,x) = pi(x), (11)
con 7 : RY — C. De este modo, la solucién del correspondiente problema
de valores iniciales (constituido por las ecuaciones (9) y (11)) puede escri-

birse formalmente (més adelante se dara sentido riguroso a esta expresion)
de la siguiente forma:

p(t,x) = e iy (x) .

Cuando se ensayan soluciones de (9) (con densidad de probabilidad
| (¢, x)|? constante a lo largo del tiempo) de la forma

Y(t,x) = e*%th)(x), E = constante,
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nos vemos abocados al siguiente problema de valores propios:

2
( - ;l_mAx + V(x))GO(X) = Eg(x), (12)

que describe estados ¢(x) con nivel de energia fijo E y recibe el nombre de
ecuacion de Schrodinger estacionaria. En este caso, los valores admisibles de
E son exactamente los valores propios del operador de energia total H.
Las ecuaciones (9) o suelen venir suplementadas por ciertas condi-
ciones naturales que dependen del comportamiento asintético del poten-
cial y limitan el ritmo de crecimiento de ¢ en infinito. El comportamiento
asintético del potencial estd a su vez determinado por el propio caracter
del problema mecano—cuéntico considerado. Por ejemplo, las oscilaciones
de una particula en un pozo de potencial vienen descritas por un potencial
creciente, en tanto que el potencial de un oscilador arménico es tipicamen-
te parabélico: V(x) = |x|2. Por otro lado, a las soluciones de (9) hay que
exigirles la regularidad minima, (t,-) € L?(IR%) para cada t fijo, a fin de
que la integral en RY de n(t, -) proporcione la probabilidad total del siste-
ma fisico en cuestion{} Esto presupone la condicién asintética de caida

lim |¢(t,x)| =0.

|x| =00
Por el contrario, para un correcto tratamiento de J(¢, x) se requerird otro
tipo de regularidad mads restrictiva que incorpore condiciones de integra-
bilidad sobre las derivadas (cf. Capitulo 3). Por ejemplo, admitiendo que
Vi(t,-) € L2(R?) y usando la desigualdad de Holder se puede concluir
que J € LY(RY) y

11 ey ||n( )||L1 ri) [V (B) | 2o -

La ecuacion estacionaria establecida en (12) también se resuelve tipica-
mente en L2(IR%), o bien en la clase de funciones acotadas que tienen un
comportamiento asint6tico determinado cuando |x| — oco. Un ejemplo in-
teresante se plantea cuando el potencial considerado satisface V (¢, x) — oo
cuando |x| — oo. Esta condicién de crecimiento en infinito garantiza que
el operador hamiltoniano H tiene un espectro discreto, es decir, que exis-
te un sistema ortogonal y completo {1} C L?>(RY) de funciones propias

2Que es tipicamente una cantidad conservada en el tiempo, como se estudiara en la
siguiente seccién. Bajo hipétesis convenientes de normalizacién de 1, puede incluso esta-
blecerse que [a7(t,x)dx = [p4|(t,x)[>dx = 1 para todo t > 0 Esto viene a significar
que, observado el sistema en cualquier instante de tiempo, es un suceso seguro (probabi-
lidad maxima) detectar las particulas del mismo en algtin punto del espacio R?



de H, con valores propios asociados {E,} tales que {E,} — oo cuando
n — oo.

Las ecuaciones de Schrodinger del tipo (9) y (12) pueden describir tam-
bién la evolucién de un sistema fisico constituido por varias particulas. En
el caso de N particulas debe considerarse el vector x = (x(l), oo, xN )),
con x) € R, y por tanto x € RN?. La ecuacién @) se reescribe en este
caso del siguiente modo:

. 0P Y (/)
h=r(t,x) = — A w(t,x)+ V(¢ 1),
ih=(t x) Zm]; Pt x) + V(t,x)p(x,t)

donde A§Z ) denota el operador de Laplace actuando sobre la coordenada
xU). En este contexto, el potencial (que l16gicamente ha de tener en cuenta
la interaccién entre las particulas) adopta la forma genérica

N
V(t,x) =Y Vy(t,x@ —x0)).
ij=1
i<j
La ecuacién estacionaria se construye de forma analoga. Una caracteristica
importante de los sistemas de N particulas idénticas es la siguiente: si las
particulas son bosones (por ejemplo, neutrones), la correspondiente fun-
cién de onda ¢ = (¢, x@ L x(N )) ha de ser simétrica en las variables
espaciales, esto es, no ha de sufrir alteraciones cuando se permutan los ar-
gumentos x1), ..., x(N); sin embargo, si las particulas son fermiones (por
ejemplo, electrones), ha de considerarse una funcién de onda antisimétri-
ca, es decir, sujeta a un cambio de signo cada vez que las posiciones x() y
x() de dos particulas cualesquiera son permutadas.
A continuacién desarrollaremos una aproximacién a la teoria L? (con
2 < p < o) de la ecuacion de Schrodinger para la particula libre, la cual
sigue en su mayor parte los contenidos de [Ser].

El teorema de Riesz-Thorin y aplicaciones

En 1939, el matematico sueco G. Olof Thorin demostr6 el enunciado ge-
neral para funciones complejas del teorema que se expone a continuacién,
conocido con el nombre de teorema de Riesz—Thorin en honor también a
Marcel Riesz, que trece afios antes habia probado una versiéon del mismo
en el campo del analisis real. Desde entonces, la teoria de interpolacién ha
alcanzado a numerosas familias de espacios funcionales muy ttiles desde
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la perspectiva de las aplicaciones: espacios de Marcinkiewicz, de Hardy,
de Sobolev y de Besov, entre otros. Una cuidada presentaciéon de estos
aspectos puede encontrarse en [BL]. El teorema de Riesz-Thorin, como
veremos mds adelante, proporciona la clave para demostrar una de las de-
sigualdades mds importantes sobre la norma L¥ de una convolucién. Por
su amplio rango de aplicabilidad en diversos problemas de indole fisico—-
matemadtica demostraremos la versién mads general de este resultado para
el caso de operadores complejos, lo cual habilita en particular su empleo
en el tratamiento de la ecuacién de Schrodinger, cuyas soluciones toman
valores en C. En esta linea y para que la demostracién del teorema sea au-
tocontenida, se requieren previamente algunos comentarios relacionados
con la teoria de Phragmen-Lindelof propia del Analisis Complejo (véase
el Capitulo 12 de [Rud1]). En efecto, el siguiente resultado es una exten-
sion del principio del médulo maximo al caso de dominios no acotados
en el plano complejo, via la cual se puede continuar afirmando que el mé-
dulo de una funcién holomorfa y acotada nunca excede al supremo de la
misma sobre la frontera del dominio.

Teorema 1 (Principio del méximo de Phragmen-Lindelof). Sean a,b € R
y f : II = R una funcién definida en la banda cerrada

M={x+iyecC:a<x<b}
que es continua en IT, holomorfa en Int(IT) y acotada:
|f(z)| <K VzeInt(II).

Entonces
M(x)P= < M(a)'*M(b)* ™%, a<x<b, (13)

donde hemos denotado

M(x) :=sup {|f(x+iy)|}, a<x<b.
yeR

Demostracién. La efectuaremos en dos etapas.
Primera etapa: Caso en que M(a) = M(b) = 1.
Se define la siguiente familia de funciones auxiliares:

F(z) : !

_—, I1, 0.
T p— z € £ >



Del hecho de que Re{1+¢(z —a)} = 1+ ¢(x —a) > 1 en I se sigue que
|Fe| <1, luego

|f(z)Fe(z)| <1 Vzeoll (14)
dado que en el caso que estamos estudiando se tiene que sup,{|f|} =1,
donde JIT denota la frontera de I'l. Ademads |1 + e(z —a)| > ¢|y|, por lo
que

f(2)E(2)] < % Wz—xtiyell. (15)

Definimos ahora el rectangulo
. K
R.—Hﬂ{x—kzyeC.y—:I:E}.

De y se deduce que |fF;| < 1en dR, luego también |fF.| < 1en
R de acuerdo con el principio del médulo méximo. Pero, ademéds, de
se deduce asimismo que |f(z)F(z)| < 1 para todo z = x + iy € I tal que
ly| > %, luego

|f(z)Fe(z)] <1 VzeInt(II), Ve > 0.

Fijando ahora z € Int(IT) y haciendo ¢ — 0 se obtiene |f(z)| < 1 para todo
z € Int(IT), con lo que concluye la primera etapa de la demostracion.
Sequnda etapa: Caso general.
Se define
b—z z—a

8() 1= exp { == log(M()) + ;= log(M(t)) }

Claramente g es entera, no tiene ceros, 1 eg acotada en IT y

8
g(a+iy)| = M(a), [g(b+iy)| = M(b).
f

Por consiguiente, la funcion 2 satisface las hipoétesis de la primera etapa
de la demostracién, de donde se desprende que

'JE
8(z)

<1 VzelInt(I),

lo cual, luego de tomar supremos sobre la parte imaginaria de z, resulta
ser equivalente a la propiedad establecida en (13).
[

Para lo que sigue, nos interesa en especial el siguiente corolario al teorema
de Phragmen-Lindelof, que no es mds que una interpretacién del mismo
cuando se aplica a funciones definidas sobre bandas estrictamente mas
estrechas que I1.
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10 El teorema de Riesz-Thorin y aplicaciones

Corolario 1. Bajo las hipétesis del Teorema (1} log(M(x)) es una funcion
convexa en (a,b).

Asf las cosas, disponemos ya de toda la maquinaria imprescindible pa-
ra demostrar el

Teorema 2 (de interpolacion de Riesz-Thorin). Sean (2 C R? un abierto,
Po, P1,90,491 > 1y T una aplicacién lineal y continua tal que

T:LP(Q) — L1(Q), T:LP(Q)— L1(Q),

con normas respectivas My y Mj. Sean también 1 < p < oy 0 € [0,1]
tales que

1_1-0 0

p Po p1
Entonces

T: L”(Q) — Lq(Q) , (16)

con

1 1-06 0

Z = + —.

q q0 A

Ademas, la norma del operador satisface la siguiente estimacion:

—0) 10
IT|lpq0 < My~"Mj .

Observacién 1. Desde una perspectiva geométrica, el teorema de Riesz-
Thorin afirma que el conjunto

Ar = {(% 3) tal que T : LP(Q)) — m(Q)}

es convexo en el cuadrado [0,1] x [0,1] o, en otros términos, que si At
contiene dos puntos entonces contiene al segmento que los une. Es més,
el teorema permite concluir que la aplicacion A1 — R definida como

p’q
cion <%, %) = || T|| 54,0 es logaritmicamente convexa.

(l l) — log (||T|p,q) es convexa o, equivalentemente, que la aplica-
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Demostracién del Teorema 2} La efectuamos en dos etapas.
Primera etapa: Caso en que pg = p1 = p.

Se define
1 1—-6 6
+

9 q @
con 6 € [0,1]. La prueba se obtiene como consecuencia de una aplicacién
inmediata del teorema de interpolacién para espacios de Lebesgue:

ITA sy < ITF I aoqon I TAITm ) < NT1 0ol T15q0

|fllzria) -

Segunda etapa: Caso en que pg # p1.

Consideremos, por ejemplo, pg < p; (sin pérdida alguna de generali-
dad). Los casos § = 0y 6 = 1 son triviales, por lo que nos centraremos en
elrango(0 < 6 < 1,demodo que pg < p < p1 (y, en particular, 1 < p < ).
Se define entonces el conjunto

F :={f : O = C medibles y acotadas tales que |sop(f)| < oo} .

Observamos en primera instancia que F es denso en L”(Q)) (;por qué?).
Entonces, tomando g € F encontramos que, en particular, ¢ € L*(Q) (por
ser medible y acotada) y ¢ € L!(Q)) (porque su soporte tiene medida fini-
ta); luego podemos concluir que ¢ € LPo(Q)) N LP1(Q)). Por consiguiente,
Tg € L7(Q)) N L7 (Q)) y, en consecuencia, Tg € L7(Q)). En términos de la
dualidad Li-L7, se puede escribir

T h(x)d
HTgHL@(Q) — sup ‘fQ( g)(x) (X) x‘ ) (17)
heF HhHLq’(Q)
Demostraremos en primer lugar que
’/Q(Tg)(x)h(x) dx‘ < My~'M] 181l r (o) 1l g7 (o (18)

para cualesquiera g, € F. Para ello comenzamos considerando la des-
composicién médulo—argumento de ¢y h: ¢ = |g|¢, h = |h|p, donde ¢ y
§ son funciones medibles que toman valores en la circunferencia unidad.
Se definen, de este modo,

g:(x) = exp{pa(z)log(|g(x)])}¢(x),
hz(x) = exp{q'b(z)log(|h(x)]) }v(x),

José L. Lopez



12 El teorema de Riesz-Thorin y aplicaciones

con

1—2z z 1—2z z
— b(z) = — =

Po p1 9o T1

asi como la banda del plano complejo IT := {z € C : 0 < Re(z) < 1}.Se

define asimismo la funcién F : IT — C como

F(z) i= /Q(ng)(x)hz(x) dx.

a(z) =

Para cada x € (), la aplicaciéon z — g(x) es continua en IT, holomorfa en

Int(IT) y acotada, dado que Re(a(z)) € [pl pl] C [0,1]. Es mas,

g=(x)IP? = |exp{pRe(a(z))log(|g(x)])}|"
< Jexp{ L tog(Iz(e }[” =|g<x)|f’.

Por tanto, el teorema de la convergencia dominada permite concluir que
la aplicacion IT — LPo(Q)) definida como z + g es continua en IT y ho-
lomorfa en Int(IT). De forma andloga, la misma conclusion es cierta para
la aplicacion IT — L (Q2) definida como z + h. Luego F es continua en
IT y holomorfa en Int(IT). Ademds, F es acotada porque todas las aplica-
ciones involucradas en su definicién lo son. Aplicando en tltima instancia
el principio del méximo de Phragmen-Lindelof a F se deduce la siguiente
estimacion:

{ngng IF(1+ it)|}9.

[F(0)] < { sup |F(ip)| |

teR

Para z = it se tiene que Re(a(z )) = lo y Re(b(z)) = ql, De este modo,

0

1gitl" = 1817y lI8itl| Lo ||g|| q)- Andlogamente, se dispone de la re-

lacion ||hy|| o = ||h|\ qo La desigualdad de Holder permite entonces
L70(Q & p

estimar |F (it)\ de la s1gu1ente forma:

[EGD] < ITgitl oo (o il o ) < Mollillro ey e

qu

y, por tanto,

2 [

FGD] < Mollgl 5oy IRl o -
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De modo similar se obtiene

» 7

F(1+i0)] < Millgl o I o

Finalmente

e p(ER) (e
F(0)] < M} emﬁngnyig 1>||h||( )

7

que no es otra cosa que la verificacién de la desigualdad (18), toda vez que
g9 = gy hg = h. Por consiguiente,

1TgllLs(n) < My~ GMGHgHLP VgeF

sin mds que sustituir en (17).
Consideremos ahora f € LP(Q) arbitraria. Por densidad, ha de existir
una sucesion {u, } C F tal que

lim {flun = fllvoy} =0y |ua| <If] V7 EN.

Ademas, salvo que hubiera que extraer una subsucesion, es conocido que

{up(x)} = f(x) cp.d.en Q.
Consideremos ahora la descomposicién f = f0 + !, donde

ot = { 10 A1 >

0 en otro caso

Como pg < p < p1, se tiene que [f}|P1 < |f|F y [f°|P0 < |f|P. Usando
la misma descomposicién para las funciones u,, es claro que {u’,;(x)} —
f*(x) c.p.d en Q para k = 0,1. Como [ud[P0 < |u,|P < |f|?, siendo el
altimo término integrable, puede aplicarse el teorema de la convergen-
cia dominada para obtener {||uf, — f%ll 500y} — 0. Asimismo, {||u; —
Ul )} — 0. Como por hipotesis T : LPi(Q2) — L% (Q) es continua
parak = 0,1, se deduce

Jim {|Ty = T oy} =0, M {1 T = Tf ey} =0,

luego
lim {Tud} = f°, nlglgo{Tu%} = f1 cpd.enQ

n—o00
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14 El teorema de Riesz-Thorin y aplicaciones

previa extraccion eventual de subsucesiones. Por consiguiente, {Tu,} —
Tf c.p.d. en Q. Es obvio que la sucesién {||Tun||14(0)} es acotada, pues
estd mayorada por

I Tunl oy < My~ My [l [0y < My~ M| fll v
Usando finalmente el lema de Fatou se comprueba que Tf € L1(Q}), con

ITfllaey < Hminf {||Teen ooy} < Mg~ M If v

Esto concluye la demostracion.
|

El siguiente resultado permite estimar la norma L? de una convolucién
en términos de las normas de cada uno de los factores.

Teorema 3 (Desigualdad de Young para la convolucién). Sean f € L?(R%),
g€ L1(RY) y p,q,7 € [1,00] tales que

Entonces f x ¢ € L'(RY) y

||f*8||Lr(1Rd) < ||f||Lp(1Rd)Hg||Lq(Rd)-

Demostracién. El caso p = 1y 1 < r = g < o0 es obvio. Por otro lado,
sif e LP(RY) yge LPV(RY) conl < p < oo, la desigualdad de Holder
permite concluir facilmente que

1f # gl e ray < o ey £ 1l ey -

Al ser el producto de convolucién bilineal, podemos fijar uno de sus ar-
gumentos y entenderlo como un operador lineal actuando sobre el otro.
Bajo esta perspectiva, acabamos de observar que si fiamos ¢ € LF(IRY)
entonces el operador Ty : f + f * g lleva L}(R?) en LP(RY) y LV (R%) en
L®(R). En efecto: || Tlly , ge < [8llLrre)s 1 Tellycoms < l18lr(re)- Apli-
cando ahora el teorema de interpolacién de Riesz-Thorin puede concluir-

se que Ty : L1(R?) — U(]Rd) para todo g € [1,p'], Con% =1-6+ i =

u yi=1 pe luego + 3 11 — 1. Finalmente, se tiene ademas que

I Tgllgrre < N18llLe(Re):
|
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Teoria L>~L? de la ecuacién de Schrodinger para la particula libre

Sea § el espacio vectorial generado por las funciones gaussianas y sus
trasladadas, esto es: ¢ € G si existen Xj € R4 y Aj,0; € C, con Re(U]-) >0
y 1 <j <mn,tales que

n
8lx) = ) Azt
j=1

Lema 1. G es denso en LP(IRY) para cualquier 1 < p < co.

Demostracién. La llevamos a cabo en varias etapas.
Etapa 1: densidad de C.(R) en LP(R?).

Sean f € LP(R%) y e > 0 fijo. Como el espacio C.(IR?) es denso en
L?(R%), puede encontrarse f € C.(IR%) tal que

7

QW[ m

Hf_]?HLP(]Rd) <

por lo que bastara con aproximar f en LP(IR?) por una sucesién de ele-
mentos de G.

Etapa 2: aproximacion de gaussianas por sucesiones reqularizantes.

Consideremos la funcién G(x) = n-ge P, que en particular cumple
IG|11(rey = 1. En tal caso ha de existir una sucesion {¢x} C C®(RY) tal

que limy oo {||¢x — G||;1} = 0. De hecho, puede construirse del siguiente

modo:
X

ox(x) =9 (7) G(x),
dada ¢ € C®(R?) una funcién meseta que satisface ¢ = 1 en B 1L, ¢ =0
enBjy0 <¢ <1 Si% < |x| < 1. Asi pues, {px} = {Hq;fﬁ} define una
L
sucesion regularizante que verifica limyco{|lox — G|l 1(re)} = 0.

Etapa 3: de como una sucesion de gaussianas puede “hacer las veces”de suce-
sion reqularizante.

Construimos ahora las sucesiones

Gulx) =176 (), gp(x) =m0 (Z), pix)=n""0i(3) .

n n n
Retomando la funcién fde la Etapa 1, puede comprobarse lo siguiente:

José L. Lopez



16 Teoria L? de la ecuacién de Schrodinger para la particula libre

(i) Gy * f converge hacia f en L®(IR%). En efecto: dado ;7 > 0, se tiene

G f — f~||L°°(JRd)

<G = 01) * Fllpooqray + 0% # f = Fllpoo(mey

< 1Gu = 0}l 2 (et Ll oo ey + N8 * F = Fll poogay
<A fll oqmey + 0% * F = Fll oo ey

para valores suficientemente grandes de k € IN. Las propiedades de
la convolucién con una sucesion regularizante nos permiten concluir.

(i) Gy * fvconverge hacia fen L'(R%). El argumento es andlogo al ante-
rior, estimando ahora del siguiente modo:
1(Gu =) * Fll ey < 11Gn = 0l ey £l ey
< llfllprey < 7lsop (O fll Lo (rey

y volviendo a hacer uso de las propiedades de la convolucién con
una sucesion regularizante.

De todo lo cual se desprende que

~ = = = = = €
1Gux f = fll = 1Gu* f = flliiray + Gn* f = fllpo(rey < 3
para valores suficientemente grandes de n € IN.

Etapa 4: aproximacion de G, * fpor sumas de Riemann.

Al ser sop(f) un conjunto compacto, podemos asegurar la existencia
de un ntimero finito de abiertos disjuntos de R¥ que lo recubren, a saber:

sop(f) = U, O;. Asimismo, pueden elegirse puntos y; € 0,1<j<N,
de modo que

~ ~ N ~
e D@ = [ o Gl =nf )y =Y [ Galx=y)Fw)ay

puede aproximarse por SN (x) = YN, A;G,(x —y;) € G, con A; = f(y:)|Oil,
en el siguiente sentido:

~ &

donde || - || denota la norma introducida en la etapa anterior (compruébe-
se).
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Etapa 5: conclusion.

Recopilando la informacién aportada por las etapas anteriores, se de-
duce que

If =S lpwey < F = Fllooway + 1F =S¥l o ey
< 1T SV I~ SN
8 ~
< §+Hf_51]1\]H
8 ~ ~ ~
< §+||Gn*f—f||+||Gn*f—5iV|| <eg,

para lo que se ha usado el teorema de interpolacién para espacios de Le-
besgue.
|

. . py 0
Consideremos la ecuacién de Schrodmge za—lf

cial asociado del tipo

—Ay¥ y un dato ini-

N
pix) = e 5P e g,

=

Es sencillo verificar que una funcién de la forma

Aj() e Bt (19)

M-

y(t,x) =

j=1

resolverd el problema de Cauchy

i = —Ap
{ $(0,x) = 1 (x) 20)

si y solamente si el siguiente sistema diferencial es satisfecho:

{ iAj(t) = 2dAj(t)B;(t)

iBI(t) = 4B;(1)? / (21)

30bsérvese que las constantes fisicas propias de la formulacién de Schrodinger (la
masa de las particulas y la constante de Planck) han sido normalizadas por comodidad
en los cédlculos subsiguientes. Lo que ha de entenderse, en definitiva, es que se ha elegido
un sistema de unidades enel que i =2m =1

José L. Lopez



18 Teoria L? de la ecuacién de Schrodinger para la particula libre

con A;(0) = a; y Bj(0) = b;. La tinica solucién de viene entonces dada
por el par de funciones
bi

aj
— 9 Bi()=—Tt .
(1+4ibt)t 77 144yt

Ai(t) =

Como Re(b;) > 0 (dado que ¢; € G), el nimero 1 + 4ib;t es propiamente

complejo. En consecuencia puede escribirse (1 + 4ib; t)z — eflog(1+4ibjt) iy

temor a que el logaritmo esté mal definido. Ademas como 1+ 4ibjt no se
anula y

Re(b])
|1+ 4ib;t|?
se concluye que §(f,-) € G para todo t € R.

Denotemos §(t) := S(t)ypr, donde S(t) representa la aplicacién flujo

de Schrodinger que asocia a cada condicién inicial el estado del sistema (es
decir, la correspondiente funcién de onda propagada) en el instante t. Se
dispone de la siguiente identidad:

3|2 59 m
% — 2Re<gba—lf> = —2Im(PAsp)

— 2V, [Im(¢>vae(¢)—Re(w)vxlm(zp)}, (22)

Re(B;(t)) = >0,

obtenida tras multiplicar la ecuacién de Schrodinger en 0) por ¢ y tomar
partes imaginarias. Como las soluciones de la forma (19) son en particular
de clase W1, integrando (22) en By y aplicando el teorerna de la divergen-
cia llegamos a

oNp® , _ dRe() olm (1)
/BR o =2 9Bg {Im(lp)T _Re(‘/J)T] do(x),

donde g—z := Vu - 77 denota la derivada normal de u (es decir, segtin la di-
reccién del vector normal exterior 7). Utilizando ahora que tanto i como
g—;’;’ experimentan un decrecimiento de orden exponencial, podemos efec-

tuar el limite R — oo para obtener

oyl®
/IRd o dx =20.

Finalmente, una aplicacién del teorema de la convergencia dominada per-
mite intercambiar integral y derivada, de donde se concluye que la norma
19 (#)]| 12(re) €s constante:

IS il 2ray = 1$Ollr2rey = [1¢1ll2me) Y¢reg.
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Por consiguiente, el operador lineal S(t) : G — L?(IR?) es continuo, donde
hemos considerado G dotado de la norma || - | ;2(ge)-

Finalmente, dado u € L?(IR¥) basta con definir
S(t)u := lim {S(t)un},

donde {u,} C G es tal que {u,} — u en L*(R%), [f para disponer de una

extension lineal y continua S(t) : L?(R%) — L2(IR?) que ademads conserva
trivialmente la norma.

Teoria L'-L* de la ecuacién de Schrédinger para la particula libre

Consideremos el siguiente problema de valores iniciales:

{ i = — A , 23

donde b € C con Re(b) > 0. Repitiendo los argumentos empleados en la
seccion anterior para llevar a cabo el desarrollo de la teoria L?, llegamos a
que una funcién de la forma

Pt x) = A(t) e PO

resuelve el problema si y solamente si los coeficientes A(t) y B(t) sa-
tisfacen (cf. (21))
ol
{ iA'(t) = 2dA(t)B(t) (24)

iB'(t) = 4B(t)? ’

con A(0) = 1y B(0) = b. Por tanto, la tnica solucion de viene dada
por
1 blx>

t) .= S(t s —; s vt/ T
O = S0 = e

Definimos ahoral|

d
1 \2 i
G(t,X) = (ﬁ) e 4 |

4Tal sucesién existe siempre, dado que acabamos de comprobar que G es denso en
L2(R%)

SEn el siguiente capitulo se comprobara que G(t, x) es, de hecho, la solucién funda-
mental de la ecuacién de Schrodinger para la particula libre

José L. Lopez
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Es inmediato apercibirse de que G(t, -) € L*(IR%) para todo t # 0. Ademés
2 ily|2
(Gt )+ pr)(x) = (Lt [ et et ay
4 .
(_')26—b|x2/ e2oxg= (14 ) P gy
1 S _ bxf? _ 4bi—i
= —— | e THam e &
(4711’1?) /IRd

d
1 2 blx|? abt—iy, |2
— e T+4aibt e 4 ‘lyl d
: Y
47rit R4

4bt

2
y= 4bt—ix| dy

donde se ha usado la relacién simple

e 1
4bt —i = 1+4bit
junto con el cambio de variable (complejo) 42=t{y|? — |y|?, a partir de lo
cual se concluye que
S(He PP = G(t, x) x et (25)

Si bien el célculo anterior es puramente formal, las integrales complejas
involucradas fueron rigurosamente tratadas con anterioridad.

Es sencillo verificar que la férmula sigue siendo valida si se re-
emplaza la funcién Gaussiana e~ Jx[? por una trasladada: e~* lx=x0l* Final-
mente, por linealidad se comprueba que es también cierta para todo
elemento de G. Entonces, gracias a la desigualdad de Young para la con-
volucién se dispone de la siguiente estimacion:

1S(t)8llorey = G -) * &l oo (ra)

< NG ) oo ray 181 L1 ey < %HgHU(IRd)

(47t)

para toda ¢ € G. Como G es denso en L' (R?) (Lema , el operador S(t)
admite una tinica extensién lineal y continua S(t) : L1(R?) — L®°(R") que
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satisface
= 1
1S()g oo (rey < rl8lliigey Vg€ LIRY).
(47tt)2
En particular, se tiene que
= 1
IS 1,00 < 7
(47tt)2

Teoria LP-L” de la ecuacién de Schriédinger para la particula libre

Hasta el momento sabemos que el operador S(t) esta bien definido,
para todo t > 0, de L?(R%) en L?(R%) y de L'(R%) en L*(R%). En tal
caso, el teorema de interpolacién de Riesz-Thorin se aplica (con Q = R¥,
po=lgo=cop=q=2q=p,0=7F=201-3) M < (4r)
y M; = 1) para concluir que S(t) : LP(R?) — L” (R?) también esta bien
definido, para todo 1 < p < 2, y satisface la estimacion siguiente:

_d
2

ISCE) e < () (8

En definitiva, lo que acaba de demostrarse es que la solucion de la ecua-
cién de Schrodinger homogénea cumple las siguientes propiedades de dis-
persion:

Proposicién 1. Sea y; € LP(R?), con 1 < p < 2. Entonces la tinica solu-
cién P (t, x) del problema de valores iniciales

{ % Ap=0
¥(0,x) = ¢r(x)
satisface

_d(l_%>
1t ey < @D ™02 e
para todo t # 0, donde p’ denota el indice conjugado de p (% + % =1).

El sistema de Schrodinger-Poisson en dimensiéon d = 3

El problema de valores iniciales asociado a la ecuacién de Schrodinger—
Poisson en dimensién d = 3 es el siguiente:

{ i% = —Au(t) + Vulu 26)

u(0) = uy ’

José L. Lopez
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donde u : [0, T) x R® — C es la funcién de onda y donde el potencial

_ Ju(t,y)I?
Vil = 4 /IRs |x — v 4y @7)
resuelve la ecuacion de Poisson —AV [u] = |u|? (recuérdese la férmula (2?)

para la solucién fundamental del operador de Laplace). Este modelo ha
resultado de gran utilidad para el estudio del transporte cuantico de carga
y en especial para la simulacion de dispositivos semiconductores.
Comenzaremos estableciendo algunas estimaciones sobre el potencial
y sus derivadas, las cuales serdn muy convenientes a posteriori para de-
mostrar que el término no lineal de la ecuacién de Schrodinger—Poisson es
localmente lipschitziano en H?(IR?) y situarnos, por consiguiente, en las
condiciones adecuadas para poder aplicar el teorema de Pazy.

Lema 2. Sea u € H'(IR®). Las siguientes propiedades son satisfechas:
@ [1 2y < 2l
(b) V[u] € L®(R®) y existe C > 0 tal que
IVl sy < Cllull 2y el oy < Clluell ) -
Ademds, existe C = C(||ul|2(r3), |0/l 12(r3)) > 0 tal que
[V{u] = Vo]l e (re) < Cll = o[ (gs) -
(c) VV[u] € L*(R3) y existe C > 0 tal que

< Cllu

3 1
19V 2y < Cllnl g 11 [y

(R3)
Ademds, existe C = C(||u[| j2(r3), |0l 12(r3)) > 0 tal que

IVVIu] = VV[o]|[12gs) < Cll = o[ g gs) -
(d) AV[u] € L*(R3®) y existe C > 0 tal que

3 1
1AV [ullr2qray < Cllull L2 ga) 141l £ gy < Cllu

(]R3 ||H1 R3) -
Ademds, existe C = C({|ul[ g gy, 9] g1 (3)) > 0 tal que

[AV[u] = AV[v]|[12ge) < Cll[ = 0[[ 1 (gs) -
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Demostracién. La prueba de (a) se sigue inmediatamente a partir de la
introduccién de coordenadas polares y de la férmula de integraciéon por
partes (FIP). Argumentamos para ello con u € CZ°(IR?), para extender des-
pués la conclusién a H' (R%) argumentando por densidad. Se tiene

2 u(x)|? o
o /]R3 | |(x|zl ax :/O (/51 |“(Vw)|2dw) dr
;e (f, ) 5 wire) dw) dr

<2/ |||u( )| Vu(x) dx < 2| =

LS
|x]

FIP
= 2

”V”||L2(R3) .

L2

Para probar (b) usamos (una ligera variante de) (a) y la desigualdad de
Holder:
1 lu(y)? }
Viulll; = su / d
IV u]ll L () 47Txe]ll{93{ o -y Y

L sup 4 Ju) ( ! *|u|2)%
1 e
47 YeR3 L2(R?) |x|2

1
ol ooy 12| oy -

IN

IA

Anéalogamente,

2 2
sup /RS |u<y>||x_ ';f(y)' d,,‘}

1 () () — o) + [o(y) (@(y) — 3(w))|
g_sup{/m x =yl dy}

1
V1] = Vielloipoy = 55 56 §

< o (lllaere) + ol 2 ) 14 = 0l re)

Demostramos ahora (c). Como AV[u] = —|u|?> € L'(R?®), integrando
por partes y usando el resultado establecido en (b) se tiene lo siguiente:

IVVinllE: = [ 19Vil@Ra | [ vin) aviele) dy

= | [ Vi) |2dx)<||vu||w a2 ey

< Cllullz ey el o ) -

José L. Lopez
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La estimacién para || VV[u] — VV[0]|| 2(g3) se comprueba de forma andlo-
ga a la obtenida en (b) para ||V{u] — V[0][| oo (r3).-

Para demostrar (d) observamos en primer lugar que [|[AV [u]||2(gs) =
|2, (R?)" Usamos entonces la desigualdad de interpolacién de Gagliardo—

Nirenberg—SoboleVﬁ para estimar la norma en L*(R3), de donde se des-
prende que

3 1
1AV [l 2y = 10l oy < Cllel g V2]

(paralo cualsehaelegidoj=0,k=1,r=4,p=g=2,d=3y0 = %).
La diferencia AV [u] — AV[v] se estima de forma andaloga.
|

Las propiedades sobre el potencial recién expuestas permiten demos-
trar que el término no lineal de la ecuacién de Schrédinger-Poisson se
adecta a las hipoétesis del teorema de Pazy. En efecto, disponemos de la
siguiente

Proposicién 2. La aplicacion F : u +— V[u]u es localmente lipschitziana
en H%(IR3).

Demostracién. Para cualesquiera u,v € H?(IR?) se dispone de la siguiente
estimacion:

IF() = F@) 2 5) < C(IF(0) = F(@) o o) + 1AF () = AF(0) |22 g )

donde se ha empleado el hecho de que la norma H?(IR?) y la norma de la
gréfica del operador A, [[u||a := [[u[|2(r3) + || Au[|12(r3), son equivalentes.

®Para cualquier funciéon f € L1(R?) N Wk?(R?) y cualesquiera j,k € N tales que
0 <j <k, existe una constante C > 0 tal que

k
1D f 1l ey < ClFN e ID 11T ey -

donde

Enelcasoenquel < p < ki—] se tiene % < 6§ < 1. Si por el contrario oo # p > k%]., solo

puede ocurrir % <0<l
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Por otra parte,

|F(u) — F(0)|| 123y = |V[ulu — V[v]o|| 2 (g3

< [[(V[u] = V[o)ul| 2(rey + [[V[0] (1 — 0) | 123

< [|V[u] = Vo]l l[ullp2(rsy + [[V[0] |2 ([0 — 0|l 12 (r3)
< C([lull 2rsy + 1ol ey 19111 r3y) 14— 0l o)

< Cllu — ol g2 (rs)

para alguna constante C = C({|ul|2(r3), [|v]| g1 (rs)) > 0, donde la norma
L* del potencial ha sido estimada en virtud del Lema 2| (b).

Acotamos finalmente ||AF(u) — AF(v)||2(gs) a través de la siguiente
descomposicion:

|AF(u) = AF(0) || 2rey < [[(AV[u])u = (AV[0])0]| 2R3
+[|V[ulAu = Vo] Av| 2gey + 2 VV[u] - Vu — VV[o] - VO 2R3
< A(V[u] = V[oDull2gs) + [[AV[0] (4 — 0) || 2(r3)

| (V]u] = Vo)) Aull2gs) + [[V[0](Au — Av) || 12(gs3)

T2V (V[u] = V[o])Vull 2 gs) + 2| VV[0] - V(4 = 0) || 2R3

:= N7+ N> 4+ N3+ Ny + N5 + Ng.

Bastard pues con verificar que N; < Cl[u — 0|2 (rs) para todo 1 < j < 6.

José L. Lopez
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Se tiene:
Ni <l 1AV = Vo)) 2oy

< C||”||H2(]R3)||”_U||H1(1R3) < C(H”HHZ(]RS))H”_UHHZ(]RS)/
Ny < [AVIo]] 2oyl — ol

< C||U||%11(]Rs)||”—U||H2(1R3) < C(||U||H1(1RB))||” —U||H2(]R3)/
N3 < ||V[”]—V[U]||L°°(R3)||A”||L2(R3)

< Cllullges) 1~ oll sy < Clllgrs) 1 — 2l s,
Ny < Vo)l A1 — Al 2o,

< CHUH%ﬂ(]RBJ)HAu_AUHLZ(]R3) < C(||U||Hl(1R3))H“ _U||H2(R3)r
Ns < 2[V(V[u] = V[o])llpsao) | Vil ooy

< CIVI) — VIl o) 1AV T] — VD2 g 120 e e 188

< CH“||H2(]R3)||”—U||H1(1R3) < C(””HHZ(JRS))H”_U||H2(JR3)/
No < 2[VV[o] s IV (1 = 0l s e

< CIVIR] e 1AV 0] 2 g 12— 2112 e 182t — 0) [ g

< Cllol gl — ollgrs) < Cllolmgs)) 14— ol o)

para lo cual se han usado de forma esencial las propiedades del potencial
contempladas en el Lema [2| Para obtener las estimaciones de N; y Nj se
ha empleado asimismo la siguiente desigualdad de Sobolev: |||« (g3) <
Clu| 2 (rs), mientras que en las estimaciones de N5 y N un ingrediente
importante lo constituye la desigualdad de interpolacién de Gagliardo-
Nirenberg-Sobolev.
[
En esta situacién, una aplicaciéon inmediata del teorema de Pazy nos
permite concluir lo siguiente.

Teorema 4. Sea uy € H?(R?). Entonces existe t* > 0 tal que el problema
de valores iniciales (26)-(27) admite una tnica solucién mild u : [0,t*) —
H?(R?).

Comprobamos finalmente que la solucién brindada por el Teorema
estd globalmente definida, es decir, * = occ. Para ello establecemos en pri-
mer lugar el siguiente resultado.

Lema 3. Sean uy € H*(R®) y u : [0,+*) x R® — C la solucién mild en
H?(R3) del sistema de de Schrodinger-Poisson —. Entonces las si-
guientes leyes de conservacion son satisfechas para todo t € [0, t*):
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(a) Conservacion de la carga: [[u(t)]|12(r3) = [[4oll12(r3)-

(b) Conservacion de la energia: || Vu(t)||%, (R%) %HVV[u](t)H%Z(W) =

IV uolF2gs) + 21V VIuo] 172 gs)-

Demostracién. Es ya sabido que toda soluciéon mild de la ecuacion de
Schrodinger-Poisson definida en [0, T] con valores en H?(IR3) es también
una solucién clasica en [0, T] (es decir, de clase C! con respecto a la variable
temporal) con regularidad L?(R3) (cf. Teorema 24 del primer documento).
Tenemos

d, .o B _ou B _(.0u
EH““LZ(W) = 2Re{/ ug dx} —ZIm{/Wu(zE) dx}
= ZIm{/]R3ﬁ< — Au+ V[u]u) dx}
_ ZIm{/ |Vu|2dx} +21m{/ V[u]|u|2dx} —0,
R3 R3

donde Re(z) e Im(z) denotan las partes real e imaginaria de z, respecti-
vamente. De donde puede concluirse que |[u(#)]|;2(g3) es constante, luego
()]l r2(r3)y = [[uoll12(r3), con lo que queda probada la afirmacién esta-
blecida en (a).

Para demostrar la propiedad (b) multiplicamos ahora la ecuacién de
Schrodmger—P01sson por 3¢ a” e integramos con respecto a x, obteniendo asi

i/ / Au dx-l—/ V(u] u—dx
Tomando partes reales llegamos a
_ 1 2 8|u|2
0 = 53(/ Vultdr) + 5 [ Vo) 25
_1d [u]
= S (1Vulge)) — 5 [ Vil (T) dx

1d 1
= S (IVulZage) + 31 VVIlR ) )

lo cual concluye la prueba.

El siguiente resultado ratifica que la (tnica) solucién mild del problema
(26)-(27) no puede explotar en tiempo finito, luego ha de ser * = oo en
virtud del Teorema de Pazy.

José L. Lopez



28

Proposicién 3. Sean ug € H?(R?) y u : [0,+*) x R*> — C la solucién mild
en H?(R3) del sistema de Schrédinger-Poisson | . . Entonces la si-
guiente estimacion es satisfecha:

(6| ooy < Ae™,

donde A y B son constantes positivas que solo dependen del dato inicial
ug. Por tanto, el sistema (26)—(27) admite una tnica solucién mild global

u € C([0,00); H(IR%)) N C([0,00); L*(IR?)).

Demostracién. El Lema |3 proporciona la siguiente estimacion:

1 2
) ey < ol + (¥l + 319V ol s ) =K

luego solo resta por estimar [|Au(t)||;2(g3). Aplicamos para ello el opera-
dor de Laplace a la formulaciéon mild de nuestro problema, tras lo que se
obtiene

Au(t,x) = ™ (Aug) — i/ot e EIAA (V] (s, x)u(s, x)) dx  (28)

gracias a las propiedades del semigrupo de evolucion. Tomando ahora la
norma L%(IR%) en la identidad (28) se desprend‘

t
[Au(E) | r2(ra) < [l Auollr2(rs) +/ 1V ] (8) || oo ) l| At (5) || 2(ws) s

+/ 1AV 1) (s (5) | 2 e ds+2/ IV V) (s)Vu(5) | 2oy s
= ||AM0||L2 IR3 +A1+A2+A3.

Comenzamos estimando
t
A < C [ ) Ry A1) 2 s

t
< CKZ/O | Au(s)| 2o ds - (29)

7Llegado este punto conviene recordar la teoria L>~L? de la ecuacién de Schrodinger
para la particula libre
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Por otra parte, se tiene que

1AV [ulullizmsy < [[ttll ooy AV [l 2 (ra) < 1]l 2 ey AV [ ]2 r3)

< CH“HHZ RR3) ””HHl (R3) < CK2||u||H2(]R3)I

luego
Ay < CK? / 1(5) | 2o s (30)

Estimamos finalmente A3. Usando de nuevo la desigualdad de Gagliardo—
Nirenberg-Sobolev obtenemos

As < 2 [ I9VII6) ey 1905 s s
< C [ VR oy 1AV 1(5) oy 105 g 1805 i
< C [ 105) B o 1) ey
< R [ (s) g s Q)
Combinando las estimaciones (29), y obtenemos
800 ey < 1wl + K2 [ )l s,
luego
il < K+ 180l 2y + CKZ [ () ey s
Aplicando finalmente el lema de Gronwall obtenemos
145 ey < (K + [[ 80| 2qey) e,
y con ello el resultado anunciado sin mds que considerar B = CK>y A =

K+ || Aug [ 12 (r3)-
[ |

José L. Lopez
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