
Sobre la ecuación de Schrödinger

La ecuación de Schrödinger es la ley fundamental de la mecánica cuán-
tica no relativista, teoría física que se ocupa de aquellos fenómenos que
acontecen a escalas microscópicas del orden de la constante de Planck. Por
citar solo algunos campos de aplicabilidad, esta ecuación reviste especial
interés en microelectrónica, criptografía y teoría y diseño de dispositivos
semiconductores. La ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo explica, a
través de la llamada función de onda, la evolución temporal de un conjun-
to de partículas cuánticas (por ejemplo, electrones) sujetas a la acción de
un potencial. La función de onda ψ : [0, ∞)×Rd → C asociada a una par-
tícula es una función de sus coordenadas temporal y espacial (a las que
denotaremos t y x, respectivamente) que toma valores en el cuerpo de los
números complejos, la cual describe probabilísticamente las propiedades
ondulatorias de un sistema físico.1

Si uno pretendiera escribir una ecuación en derivadas parciales que
fuese sistemáticamente satisfecha por la función de onda y extendiese a
la vez la física conocida hasta el momento, debería dejarse guiar por los
siguientes principios:

(a) La ecuación habría de ser lineal (desde el punto de vista de los ope-
radores que intervienen en su formulación) y homogénea para que
se cumpliese el principio de superposición de soluciones, esto es: si ψ1 y
ψ2 son soluciones que representan un sistema físico dado, cualquier
combinación lineal de las mismas α1ψ1 + α2ψ2 debe ser también una
solución, donde α1 y α2 son constantes cualesquiera.

(b) Los resultados derivados de la ecuación han de ser compatibles con
los correspondientes a situaciones macroscópicas del ámbito de la
Mecánica Clásica (principio de correspondencia).

1En 1924 Louis–Victor de Broglie había postulado el conocido principio de dualidad
onda–partícula, según el cual toda partícula admite un comportamiento ondulatorio
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(c) Se admite que es suficiente el conocimiento de la función de onda
en un instante dado para determinar por completo la evolución del
sistema. Por consiguiente, la ecuación que buscamos ha de ser de
primer orden con respecto al tiempo; en caso contrario, habría de
especificarse asimismo el valor de algunas derivadas temporales de
ψ para obtener la solución (única) del correspondiente problema de
valores iniciales.

Consideremos en primer lugar el movimiento (no relativista) en d di-
mensiones espaciales de una partícula libre (esto es, aquella que no está
sujeta a la acción de ningún potencial) con masa m, momento lineal p y
energía E bien definidos. En este caso, la evolución de la misma viene des-
crita por una onda plana

ψop(t, x) = A ei(k·x−ωt) = A e
i
h̄ (p·x−Et) , (1)

caracterizada por el vector de onda k = p
h̄ y la frecuencia angular ω =

E
h̄ , donde A ∈ R denota la amplitud de la onda y h̄ es la constante de
Planck reducida (h̄ = 1.054571628× 10−34 J · s). La frecuencia angular está
relacionada con el vector de onda a través de la identidad

ω =
h̄

2m
|k|2 ,

que equivale a la siguiente relación clásica entre el momento y la energía
cinética de la partícula:

E =
1

2m
|p|2 . (2)

Derivando la expresión (1) con respecto al tiempo se desprende

∂ψop

∂t
= −iωψop = −i

E
h̄

ψop = −i
|p|2
2mh̄

ψop . (3)

Por otra parte, el cálculo de la derivada de segundo orden con respecto a
x en (1) nos conduce a

∆xψop = −|k|2ψop = −|p|
2

h̄2 ψop . (4)

Considerando pues los resultados obtenidos en (3) y (4), puede compro-
barse fácilmente que la onda plana introducida en (1) satisface la siguiente
ecuación en derivadas parciales:

ih̄
∂ψ

∂t
= − h̄2

2m
∆xψ , (5)
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Figura 1: De izquierda a derecha: frente de onda plana propagándose en el espa-
cio (obsérvese cómo las superficies de igual fase, k · x− ωt = K ∈ R, son planas
y paralelas entre sí) y representación gráfica del principio de incertidumbre de
Heisenberg.

que no es otra que la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo
para el caso de una partícula libre.

Conviene matizar que la ecuación de Schrödinger es en sí un postu-
lado de la Mecánica Cuántica, por lo que no debe entenderse el proceso
recién descrito como una deducción sino más bien como una motivación
o derivación formal de la ecuación de Schrödinger a partir de las leyes de
la Mecánica Clásica.

El papel que desempeña la constante de Planck en el ámbito de la Me-
cánica Cuántica es sin duda relevante. De hecho, uno de los principios
que la caracterizan –el conocido principio de incertidumbre de Heisenberg– se
formula del siguiente modo:

∆x · ∆p ≥ h̄
2

, (6)

donde ∆x y ∆p denotan las correspondientes desviaciones estándar de una
partícula respecto de su posición y velocidad exactas, respectivamente. Es-
to quiere decir que, contrariamente a lo que sucede en el terreno de la Me-
cánica Clásica, en que posición y momento de una partícula pueden ser
medidos simultáneamente con absoluta precisión, cuando son las leyes de
la Mecánica Cuántica las que rigen el movimiento solo es posible reducir
la incertidumbre en una de las dos magnitudes a cambio de que aumente
la de la otra, en el sentido dictado por la fórmula (6) (véase una interpre-
tación geométrica del principio en la Figura 1).

En Mecánica Cuántica la energía total E y el momento p asociados a
una partícula están representados, respectivamente, por los operadores di-
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ferenciales
Ẽ = ih̄

∂

∂t
, p̃ = −ih̄∇x . (7)

En tal caso la ecuación (5) puede reescribirse como

Ẽψ =
1

2m
p̃2ψ , (8)

en clara analogía con la ecuación clásica (2). Observamos, por tanto, que
el segundo miembro de la ecuación (8) (o, equivalentemente, de (5)) repre-
senta el operador de energía cinética asociado a la partícula:

T̃ =
1

2m
p̃2 = − h̄2

2m
∆x .

Con el propósito de generalizar la ecuación de Schrödinger obtenida en
(8), supongamos ahora que la partícula se mueve en un campo de fuerzas
F que emana de un potencial (real) V: F(t, x) = −∇xV(t, x). Al igual que
en el caso de una partícula clásica, la energía total E ha de venir dada por
la suma de la contribución cinética 1

2m |p|2 más la potencial V(t, x):

E =
|p|2
2m

+ V(t, x) .

Comoquiera que la energía potencial no depende intrínsecamente ni de p
ni de E, los argumentos establecidos anteriormente nos invitan a conside-
rar los operadores p̃ y Ẽ definidos en (7) y a plantear

Ẽψ =

(
1

2m
p̃2 + V

)
ψ ,

con lo que se obtiene la siguiente generalización de la ecuación de Schrö-
dinger para la partícula libre:

ih̄
∂ψ

∂t
(t, x) =

(
− h̄2

2m
∆x + V(t, x)

)
ψ(t, x) , (9)

que es la célebre ecuación de ondas propuesta por Erwin Schrödinger en
1926 para modelar la evolución temporal de una partícula cuántica que se
mueve bajo la influencia de un potencial. El operador que aparece entre
paréntesis en el segundo miembro de (9) recibe el nombre de operador
Hamiltoniano asociado a la partícula en cuestión:

H̃ = − h̄2

2m
∆x + V ,
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por lo que la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo también se
escribe de la forma

ih̄
∂ψ

∂t
= H̃ψ . (10)

Observamos que la ecuación (10) puede reproducirse a partir de la re-
lación clásica

E = H(t, x, p) :=
1

2m
|p|2 + V(t, x)

mediante las transformaciones E 7→ Ẽ y p 7→ p̃, y aplicando después los
operadores Ẽ y H̃ = H(t, x, p̃) a la función de onda ψ(t, x) en ambos miem-
bros de la ecuación. Por consiguiente, en el caso más simple posible en que
el sistema físico considerado está constituido por una partícula (sin espín)
en un campo eléctrico externo, la ecuación de Schrödinger adopta la forma
general (9).

La función de onda ψ(t, x) genera la densidad de carga

n(t, x) := |ψ(t, x)|2 ,

la cual representa la (densidad de) probabilidad de encontrar la partícula
de marras en la posición x y el instante t. Otra magnitud importante en
este ambiente es la llamada densidad de corriente de probabilidad, que
viene dada por

J(t, x) :=
h̄
m

Im
(
ψ(t, x)∇xψ(t, x)

)
,

donde Im(z) representa la parte imaginaria de z y z su complejo conjuga-
do. La condición inicial natural para la ecuación de Schrödinger es

ψ(t = 0, x) = ψI(x) , (11)

con ψI : Rd → C. De este modo, la solución del correspondiente problema
de valores iniciales (constituido por las ecuaciones (9) y (11)) puede escri-
birse formalmente (más adelante se dará sentido riguroso a esta expresión)
de la siguiente forma:

ψ(t, x) = e−
i
h̄ H̃tψI(x) .

Cuando se ensayan soluciones de (9) (con densidad de probabilidad
|ψ(t, x)|2 constante a lo largo del tiempo) de la forma

ψ(t, x) = e−
i
h̄ Et ϕ(x) , E = constante ,

José L. López
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nos vemos abocados al siguiente problema de valores propios:(
− h̄2

2m
∆x + V(x)

)
ϕ(x) = Eϕ(x) , (12)

que describe estados ϕ(x) con nivel de energía fijo E y recibe el nombre de
ecuación de Schrödinger estacionaria. En este caso, los valores admisibles de
E son exactamente los valores propios del operador de energía total H̃.

Las ecuaciones (9) o (12) suelen venir suplementadas por ciertas condi-
ciones naturales que dependen del comportamiento asintótico del poten-
cial y limitan el ritmo de crecimiento de ψ en infinito. El comportamiento
asintótico del potencial está a su vez determinado por el propio carácter
del problema mecano–cuántico considerado. Por ejemplo, las oscilaciones
de una partícula en un pozo de potencial vienen descritas por un potencial
creciente, en tanto que el potencial de un oscilador armónico es típicamen-
te parabólico: V(x) = |x|2. Por otro lado, a las soluciones de (9) hay que
exigirles la regularidad mínima, ψ(t, ·) ∈ L2(Rd) para cada t fijo, a fin de
que la integral en Rd de n(t, ·) proporcione la probabilidad total del siste-
ma físico en cuestión.2. Esto presupone la condición asintótica de caída

lı́m
|x|→∞

|ψ(t, x)| = 0 .

Por el contrario, para un correcto tratamiento de J(t, x) se requerirá otro
tipo de regularidad más restrictiva que incorpore condiciones de integra-
bilidad sobre las derivadas (cf. Capítulo 3). Por ejemplo, admitiendo que
∇xψ(t, ·) ∈ L2(Rd) y usando la desigualdad de Hölder se puede concluir
que J ∈ L1(Rd) y

‖J(t)‖L1(Rd) ≤
h̄
m
‖n(t)‖

1
2
L1(Rd)

‖∇xψ(t)‖L2(Rd) .

La ecuación estacionaria establecida en (12) también se resuelve típica-
mente en L2(Rd), o bien en la clase de funciones acotadas que tienen un
comportamiento asintótico determinado cuando |x| → ∞. Un ejemplo in-
teresante se plantea cuando el potencial considerado satisface V(t, x)→ ∞
cuando |x| → ∞. Esta condición de crecimiento en infinito garantiza que
el operador hamiltoniano H̃ tiene un espectro discreto, es decir, que exis-
te un sistema ortogonal y completo {ψn} ⊂ L2(Rd) de funciones propias

2Que es típicamente una cantidad conservada en el tiempo, como se estudiará en la
siguiente sección. Bajo hipótesis convenientes de normalización de ψ, puede incluso esta-
blecerse que

∫
Rd n(t, x) dx =

∫
Rd |ψ(t, x)|2 dx = 1 para todo t ≥ 0 Esto viene a significar

que, observado el sistema en cualquier instante de tiempo, es un suceso seguro (probabi-
lidad máxima) detectar las partículas del mismo en algún punto del espacio Rd
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de H̃, con valores propios asociados {En} tales que {En} → ∞ cuando
n→ ∞.

Las ecuaciones de Schrödinger del tipo (9) y (12) pueden describir tam-
bién la evolución de un sistema físico constituido por varias partículas. En
el caso de N partículas debe considerarse el vector x =

(
x(1), . . . , x(N)

)
,

con x(j) ∈ Rd, y por tanto x ∈ RNd. La ecuación (9) se reescribe en este
caso del siguiente modo:

ih̄
∂ψ

∂t
(t, x) = − h̄2

2m

N

∑
j=1

∆(j)
x ψ(t, x) + V(t, x)ψ(x, t) ,

donde ∆(j)
x denota el operador de Laplace actuando sobre la coordenada

x(j). En este contexto, el potencial (que lógicamente ha de tener en cuenta
la interacción entre las partículas) adopta la forma genérica

V(t, x) =
N

∑
i,j=1
i<j

Vij
(
t, x(i) − x(j)) .

La ecuación estacionaria se construye de forma análoga. Una característica
importante de los sistemas de N partículas idénticas es la siguiente: si las
partículas son bosones (por ejemplo, neutrones), la correspondiente fun-
ción de onda ψ = ψ(t, x(1), . . . , x(N)) ha de ser simétrica en las variables
espaciales, esto es, no ha de sufrir alteraciones cuando se permutan los ar-
gumentos x(1), . . . , x(N); sin embargo, si las partículas son fermiones (por
ejemplo, electrones), ha de considerarse una función de onda antisimétri-
ca, es decir, sujeta a un cambio de signo cada vez que las posiciones x(i) y
x(j) de dos partículas cualesquiera son permutadas.

A continuación desarrollaremos una aproximación a la teoría Lp (con
2 ≤ p ≤ ∞) de la ecuación de Schrödinger para la partícula libre, la cual
sigue en su mayor parte los contenidos de [Ser].

El teorema de Riesz–Thorin y aplicaciones

En 1939, el matemático sueco G. Olof Thorin demostró el enunciado ge-
neral para funciones complejas del teorema que se expone a continuación,
conocido con el nombre de teorema de Riesz–Thorin en honor también a
Marcel Riesz, que trece años antes había probado una versión del mismo
en el campo del análisis real. Desde entonces, la teoría de interpolación ha
alcanzado a numerosas familias de espacios funcionales muy útiles desde

José L. López
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la perspectiva de las aplicaciones: espacios de Marcinkiewicz, de Hardy,
de Sobolev y de Besov, entre otros. Una cuidada presentación de estos
aspectos puede encontrarse en [BL]. El teorema de Riesz–Thorin, como
veremos más adelante, proporciona la clave para demostrar una de las de-
sigualdades más importantes sobre la norma Lp de una convolución. Por
su amplio rango de aplicabilidad en diversos problemas de índole físico–
matemática demostraremos la versión más general de este resultado para
el caso de operadores complejos, lo cual habilita en particular su empleo
en el tratamiento de la ecuación de Schrödinger, cuyas soluciones toman
valores en C. En esta línea y para que la demostración del teorema sea au-
tocontenida, se requieren previamente algunos comentarios relacionados
con la teoría de Phragmen–Lindelöf propia del Análisis Complejo (véase
el Capítulo 12 de [Rud1]). En efecto, el siguiente resultado es una exten-
sión del principio del módulo máximo al caso de dominios no acotados
en el plano complejo, vía la cual se puede continuar afirmando que el mó-
dulo de una función holomorfa y acotada nunca excede al supremo de la
misma sobre la frontera del dominio.

Teorema 1 (Principio del máximo de Phragmen–Lindelöf). Sean a, b ∈ R

y f : Π→ R una función definida en la banda cerrada

Π = {x + iy ∈ C : a ≤ x ≤ b}

que es continua en Π, holomorfa en Int(Π) y acotada:

| f (z)| ≤ K ∀ z ∈ Int(Π) .

Entonces
M(x)b−a ≤ M(a)b−x M(b)x−a , a < x < b , (13)

donde hemos denotado

M(x) := sup
y∈R

{
| f (x + iy)|

}
, a ≤ x ≤ b .

Demostración. La efectuaremos en dos etapas.

Primera etapa: Caso en que M(a) = M(b) = 1.

Se define la siguiente familia de funciones auxiliares:

Fε(z) :=
1

1 + ε(z− a)
, z ∈ Π , ε > 0 .
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Del hecho de que Re
{

1 + ε(z− a)
}
= 1 + ε(x− a) ≥ 1 en Π se sigue que

|Fε| ≤ 1, luego
| f (z)Fε(z)| ≤ 1 ∀ z ∈ ∂Π (14)

dado que en el caso que estamos estudiando se tiene que sup∂Π{| f |} = 1,
donde ∂Π denota la frontera de Π. Además |1 + ε(z − a)| ≥ ε|y|, por lo
que

| f (z)Fε(z)| ≤
K

ε|y| ∀ z = x + iy ∈ Π . (15)

Definimos ahora el rectángulo

R := Π ∩
{

x + iy ∈ C : y = ±K
ε

}
.

De (14) y (15) se deduce que | f Fε| ≤ 1 en ∂R, luego también | f Fε| ≤ 1 en
R de acuerdo con el principio del módulo máximo. Pero, además, de (15)
se deduce asimismo que | f (z)Fε(z)| ≤ 1 para todo z = x + iy ∈ Π tal que
|y| > K

ε , luego

| f (z)Fε(z)| ≤ 1 ∀ z ∈ Int(Π), ∀ ε > 0 .

Fijando ahora z ∈ Int(Π) y haciendo ε→ 0 se obtiene | f (z)| ≤ 1 para todo
z ∈ Int(Π), con lo que concluye la primera etapa de la demostración.

Segunda etapa: Caso general.

Se define

g(z) := exp
{

b− z
b− a

log(M(a)) +
z− a
b− a

log(M(b))
}

.

Claramente g es entera, no tiene ceros, 1
g es acotada en Π y

|g(a + iy)| = M(a) , |g(b + iy)| = M(b) .

Por consiguiente, la función f
g satisface las hipótesis de la primera etapa

de la demostración, de donde se desprende que∣∣∣∣ f (z)
g(z)

∣∣∣∣ ≤ 1 ∀ z ∈ Int(Π) ,

lo cual, luego de tomar supremos sobre la parte imaginaria de z, resulta
ser equivalente a la propiedad establecida en (13).

�

Para lo que sigue, nos interesa en especial el siguiente corolario al teorema
de Phragmen–Lindelöf, que no es más que una interpretación del mismo
cuando se aplica a funciones definidas sobre bandas estrictamente más
estrechas que Π.

José L. López
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Corolario 1. Bajo las hipótesis del Teorema 1, log(M(x)) es una función
convexa en (a, b).

Así las cosas, disponemos ya de toda la maquinaria imprescindible pa-
ra demostrar el

Teorema 2 (de interpolación de Riesz–Thorin). Sean Ω ⊆ Rd un abierto,
p0, p1, q0, q1 ≥ 1 y T una aplicación lineal y continua tal que

T : Lp0(Ω)→ Lq0(Ω) , T : Lp1(Ω)→ Lq1(Ω) ,

con normas respectivas M0 y M1. Sean también 1 ≤ p ≤ ∞ y θ ∈ [0, 1]
tales que

1
p
=

1− θ

p0
+

θ

p1
.

Entonces
T : Lp(Ω)→ Lq(Ω) , (16)

con
1
q
=

1− θ

q0
+

θ

q1
.

Además, la norma del operador (16) satisface la siguiente estimación:

‖T‖p,q,Ω ≤ M1−θ
0 Mθ

1 .

Observación 1. Desde una perspectiva geométrica, el teorema de Riesz–
Thorin afirma que el conjunto

ΛT =

{(
1
p

,
1
q

)
tal que T : Lp(Ω)→ Lq(Ω)

}
es convexo en el cuadrado [0, 1] × [0, 1] o, en otros términos, que si ΛT
contiene dos puntos entonces contiene al segmento que los une. Es más,
el teorema permite concluir que la aplicación ΛT → R definida como(

1
p , 1

q

)
7→ log

(
‖T‖p,q,Ω

)
es convexa o, equivalentemente, que la aplica-

ción
(

1
p , 1

q

)
7→ ‖T‖p,q,Ω es logarítmicamente convexa.

�



11

Demostración del Teorema 2. La efectuamos en dos etapas.

Primera etapa: Caso en que p0 = p1 = p.

Se define
1
q
=

1− θ

q0
+

θ

q1
,

con θ ∈ [0, 1]. La prueba se obtiene como consecuencia de una aplicación
inmediata del teorema de interpolación para espacios de Lebesgue:

‖T f ‖Lq(Ω) ≤ ‖T f ‖1−θ
Lq0 (Ω)

‖T f ‖θ
Lq1 (Ω) ≤ ‖T‖

1−θ
p,q0,Ω‖T‖

θ
p,q1,Ω‖ f ‖Lp(Ω) .

Segunda etapa: Caso en que p0 6= p1.

Consideremos, por ejemplo, p0 < p1 (sin pérdida alguna de generali-
dad). Los casos θ = 0 y θ = 1 son triviales, por lo que nos centraremos en
el rango 0 < θ < 1, de modo que p0 < p < p1 (y, en particular, 1 < p < ∞).
Se define entonces el conjunto

F :=
{

f : Ω→ C medibles y acotadas tales que |sop( f )| < ∞
}

.

Observamos en primera instancia que F es denso en Lp(Ω) (¿por qué?).
Entonces, tomando g ∈ F encontramos que, en particular, g ∈ L∞(Ω) (por
ser medible y acotada) y g ∈ L1(Ω) (porque su soporte tiene medida fini-
ta); luego podemos concluir que g ∈ Lp0(Ω) ∩ Lp1(Ω). Por consiguiente,
Tg ∈ Lq0(Ω) ∩ Lq1(Ω) y, en consecuencia, Tg ∈ Lq(Ω). En términos de la
dualidad Lq–Lq′ , se puede escribir

‖Tg‖Lq(Ω) = sup
h∈F

{∣∣∫
Ω(Tg)(x)h(x) dx

∣∣
‖h‖Lq′ (Ω)

}
. (17)

Demostraremos en primer lugar que∣∣∣ ∫
Ω
(Tg)(x)h(x) dx

∣∣∣ ≤ M1−θ
0 Mθ

1 ‖g‖Lp(Ω)‖h‖Lq′ (Ω)
(18)

para cualesquiera g, h ∈ F . Para ello comenzamos considerando la des-
composición módulo–argumento de g y h: g = |g|φ, h = |h|ψ, donde φ y
ψ son funciones medibles que toman valores en la circunferencia unidad.
Se definen, de este modo,

gz(x) := exp
{

p a(z) log(|g(x)|)
}

φ(x) ,

hz(x) := exp
{

q′ b(z) log(|h(x)|)
}

ψ(x) ,

José L. López
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con

a(z) =
1− z

p0
+

z
p1

, b(z) =
1− z

q′0
+

z
q′1

,

así como la banda del plano complejo Π := {z ∈ C : 0 ≤ Re(z) ≤ 1}. Se
define asimismo la función F : Π→ C como

F(z) :=
∫

Ω
(Tgz)(x)hz(x) dx .

Para cada x ∈ Ω, la aplicación z 7→ gz(x) es continua en Π, holomorfa en
Int(Π) y acotada, dado que Re(a(z)) ∈

[ 1
p1

, 1
p0

]
⊆ [0, 1]. Es más,

|gz(x)|p0 =
∣∣exp

{
pRe(a(z)) log(|g(x)|)

}∣∣p0

≤
∣∣∣exp

{ p
p0

log(|g(x)|)
}∣∣∣p0

= |g(x)|p .

Por tanto, el teorema de la convergencia dominada permite concluir que
la aplicación Π → Lp0(Ω) definida como z 7→ gz es continua en Π y ho-
lomorfa en Int(Π). De forma análoga, la misma conclusión es cierta para
la aplicación Π → Lq′0(Ω) definida como z 7→ hz. Luego F es continua en
Π y holomorfa en Int(Π). Además, F es acotada porque todas las aplica-
ciones involucradas en su definición lo son. Aplicando en última instancia
el principio del máximo de Phragmen–Lindelöf a F se deduce la siguiente
estimación:

|F(θ)| ≤
{

sup
t∈R

|F(it)|
}1−θ{

sup
t∈R

|F(1 + it)|
}θ

.

Para z = it se tiene que Re(a(z)) = 1
p0

y Re(b(z)) = 1
q′0

. De este modo,

|git|p0 = |g|p y ‖git‖Lp0 (Ω) = ‖g‖
p

p0
Lp(Ω)

. Análogamente, se dispone de la re-

lación ‖hit‖Lq′0 (Ω)
= ‖h‖

q′
q′0
Lq′ (Ω)

. La desigualdad de Hölder permite entonces

estimar |F(it)| de la siguiente forma:

|F(it)| ≤ ‖Tgit‖Lq0 (Ω)‖hit‖Lq′0 (Ω)
≤ M0‖git‖Lp0 (Ω)‖hit‖Lq′0 (Ω)

y, por tanto,

|F(it)| ≤ M0‖g‖
p

p0
Lp(Ω)

‖h‖
q′
q′0
Lq′ (Ω)

.
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De modo similar se obtiene

|F(1 + it)| ≤ M1‖g‖
p

p1
Lp(Ω)

‖h‖
q′
q′1
Lq′ (Ω)

.

Finalmente

|F(θ)| ≤ M1−θ
0 Mθ

1‖g‖
p
(

1−θ
p0

+ θ
p1

)
Lp(Ω)

‖h‖
q′
(

1−θ
q′0

+ θ
q′1

)
Lq′ (Ω)

,

que no es otra cosa que la verificación de la desigualdad (18), toda vez que
gθ = g y hθ = h. Por consiguiente,

‖Tg‖Lq(Ω) ≤ M1−θ
0 Mθ

1‖g‖Lp(Ω) ∀ g ∈ F

sin más que sustituir en (17).
Consideremos ahora f ∈ Lp(Ω) arbitraria. Por densidad, ha de existir

una sucesión {un} ⊂ F tal que

lı́m
n→∞

{
‖un − f ‖Lp(Ω)

}
= 0 y |un| ≤ | f | ∀ n ∈N .

Además, salvo que hubiera que extraer una subsucesión, es conocido que
{un(x)} → f (x) c.p.d. en Ω.

Consideremos ahora la descomposición f = f 0 + f 1, donde

f 0(x) =
{

f (x) si | f (x)| > 1
0 en otro caso .

Como p0 < p < p1, se tiene que | f 1|p1 ≤ | f |p y | f 0|p0 ≤ | f |p. Usando
la misma descomposición para las funciones un, es claro que

{
uk

n(x)
}
→

f k(x) c.p.d en Ω para k = 0, 1. Como |u0
n|p0 ≤ |un|p ≤ | f |p, siendo el

último término integrable, puede aplicarse el teorema de la convergen-
cia dominada para obtener

{
‖u0

n − f 0‖Lp0 (Ω)

}
→ 0. Asimismo,

{
‖u1

n −
f 1‖Lp1 (Ω)

}
→ 0. Como por hipótesis T : Lpk(Ω) → Lqk(Ω) es continua

para k = 0, 1, se deduce

lı́m
n→∞

{
‖Tu0

n − T f 0‖Lq0 (Ω)

}
= 0 , lı́m

n→∞

{
‖Tu1

n − T f 1‖Lq1 (Ω)

}
= 0 ,

luego
lı́m

n→∞
{Tu0

n} = f 0 , lı́m
n→∞
{Tu1

n} = f 1 c.p.d. en Ω

José L. López
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previa extracción eventual de subsucesiones. Por consiguiente, {Tun} →
T f c.p.d. en Ω. Es obvio que la sucesión

{
‖Tun‖Lq(Ω)

}
es acotada, pues

está mayorada por

‖Tun‖Lq(Ω) ≤ M1−θ
0 Mθ

1‖un‖Lp(Ω) ≤ M1−θ
0 Mθ

1‖ f ‖Lp(Ω) .

Usando finalmente el lema de Fatou se comprueba que T f ∈ Lq(Ω), con

‖T f ‖Lq(Ω) ≤ lı́m inf
n→∞

{
‖Tun‖Lq(Ω)

}
≤ M1−θ

0 Mθ
1‖ f ‖Lp(Ω) .

Esto concluye la demostración.
�

El siguiente resultado permite estimar la norma Lp de una convolución
en términos de las normas de cada uno de los factores.

Teorema 3 (Desigualdad de Young para la convolución). Sean f ∈ Lp(Rd),
g ∈ Lq(Rd) y p, q, r ∈ [1, ∞] tales que

1
p
+

1
q
− 1

r
= 1 .

Entonces f ∗ g ∈ Lr(Rd) y

‖ f ∗ g‖Lr(Rd) ≤ ‖ f ‖Lp(Rd)‖g‖Lq(Rd) .

Demostración. El caso p = 1 y 1 ≤ r = q ≤ ∞ es obvio. Por otro lado,
si f ∈ Lp(Rd) y g ∈ Lp′(Rd) con 1 ≤ p ≤ ∞, la desigualdad de Hölder
permite concluir fácilmente que

‖ f ∗ g‖L∞(Rd) ≤ ‖ f ‖Lp(Rd)‖ f ‖Lp′ (Rd)
.

Al ser el producto de convolución bilineal, podemos fijar uno de sus ar-
gumentos y entenderlo como un operador lineal actuando sobre el otro.
Bajo esta perspectiva, acabamos de observar que si fijamos g ∈ Lp(Rd)

entonces el operador Tg : f 7→ f ∗ g lleva L1(Rd) en Lp(Rd) y Lp′(Rd) en
L∞(Rd). En efecto: ‖Tg‖1,p,Rd ≤ ‖g‖Lp(Rd), ‖Tg‖p′,∞,Rd ≤ ‖g‖Lp(Rd). Apli-
cando ahora el teorema de interpolación de Riesz–Thorin puede concluir-
se que Tg : Lq(Rd) → Lr(Rd) para todo q ∈ [1, p′], con 1

q = 1− θ + θ
p′ =

1− θ
p y 1

r = 1−θ
p , luego 1

p + 1
q −

1
r = 1. Finalmente, se tiene además que

‖Tg‖q,r,Rd ≤ ‖g‖Lp(Rd).
�
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Teoría L2–L2 de la ecuación de Schrödinger para la partícula libre

Sea G el espacio vectorial generado por las funciones gaussianas y sus
trasladadas, esto es: g ∈ G si existen xj ∈ Rd y Aj, σj ∈ C, con Re(σj) > 0
y 1 ≤ j ≤ n, tales que

g(x) =
n

∑
j=1

Aj e−σj|x−xj|2 .

Lema 1. G es denso en Lp(Rd) para cualquier 1 ≤ p < ∞.

Demostración. La llevamos a cabo en varias etapas.

Etapa 1: densidad de Cc(Rd) en Lp(Rd).

Sean f ∈ Lp(Rd) y ε > 0 fijo. Como el espacio Cc(Rd) es denso en
Lp(Rd), puede encontrarse f̃ ∈ Cc(Rd) tal que

‖ f − f̃ ‖Lp(Rd) <
ε

3
,

por lo que bastará con aproximar f̃ en Lp(Rd) por una sucesión de ele-
mentos de G.

Etapa 2: aproximación de gaussianas por sucesiones regularizantes.

Consideremos la función G(x) = π−
d
2 e−|x|

2
, que en particular cumple

‖G‖L1(Rd) = 1. En tal caso ha de existir una sucesión {ϕk} ⊂ C∞
c (Rd) tal

que lı́mk→∞{‖ϕk − G‖L1} = 0. De hecho, puede construirse del siguiente
modo:

ϕk(x) := ϕ
(x

k

)
G(x) ,

dada ϕ ∈ C∞
c (Rd) una función meseta que satisface ϕ = 1 en B 1

2
, ϕ = 0

en Bc
1 y 0 < ϕ < 1 si 1

2 < |x| < 1. Así pues, {ρk} =
{

ϕk
‖ϕk‖L1

}
define una

sucesión regularizante que verifica lı́mk→∞{‖ρk − G‖L1(Rd)} = 0.

Etapa 3: de cómo una sucesión de gaussianas puede “hacer las veces"de suce-
sión regularizante.

Construimos ahora las sucesiones

Gn(x) = n−dG
( x

n

)
, ϕn

k (x) = n−d ϕk

( x
n

)
, ρn

k (x) = n−dρk

( x
n

)
.

Retomando la función f̃ de la Etapa 1, puede comprobarse lo siguiente:

José L. López
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(i) Gn ∗ f̃ converge hacia f̃ en L∞(Rd). En efecto: dado η > 0, se tiene

‖Gn ∗ f̃ − f̃ ‖L∞(Rd)

≤ ‖(Gn − ρn
k ) ∗ f̃ ‖L∞(Rd) + ‖ρn

k ∗ f̃ − f̃ ‖L∞(Rd)

≤ ‖Gn − ρn
k‖L1(Rd)‖ f̃ ‖L∞(Rd) + ‖ρn

k ∗ f̃ − f̃ ‖L∞(Rd)

< η‖ f̃ ‖L∞(Rd) + ‖ρn
k ∗ f̃ − f̃ ‖L∞(Rd)

para valores suficientemente grandes de k ∈ N. Las propiedades de
la convolución con una sucesión regularizante nos permiten concluir.

(ii) Gn ∗ f̃ converge hacia f̃ en L1(Rd). El argumento es análogo al ante-
rior, estimando ahora del siguiente modo:

‖(Gn − ρn
k ) ∗ f̃ ‖L1(Rd) ≤ ‖Gn − ρn

k‖L1(Rd)‖ f̃ ‖L1(Rd)

< η‖ f̃ ‖L1(Rd) ≤ η|sop( f̃ )|‖ f̃ ‖L∞(Rd)

y volviendo a hacer uso de las propiedades de la convolución con
una sucesión regularizante.

De todo lo cual se desprende que

‖Gn ∗ f̃ − f̃ ‖ := ‖Gn ∗ f̃ − f̃ ‖L1(Rd) + ‖Gn ∗ f̃ − f̃ ‖L∞(Rd) <
ε

3

para valores suficientemente grandes de n ∈N.

Etapa 4: aproximación de Gn ∗ f̃ por sumas de Riemann.

Al ser sop( f̃ ) un conjunto compacto, podemos asegurar la existencia
de un número finito de abiertos disjuntos de Rd que lo recubren, a saber:
sop( f̃ ) =

⋃N
i=1Oi. Asimismo, pueden elegirse puntos yj ∈ Oj, 1 ≤ j ≤ N,

de modo que

(
Gn ∗ f̃

)
(x) =

∫
sop( f̃ )

Gn(x− y) f̃ (y) dy =
N

∑
i=1

∫
Oi

Gn(x− y) f̃ (y) dy

puede aproximarse por SN
n (x) = ∑N

i=1 AiGn(x− yi) ∈ G, con Ai = f̃ (yi)|Oi|,
en el siguiente sentido:

‖Gn ∗ f̃ − SN
n ‖ <

ε

3
,

donde ‖ · ‖ denota la norma introducida en la etapa anterior (compruébe-
se).
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Etapa 5: conclusión.

Recopilando la información aportada por las etapas anteriores, se de-
duce que

‖ f − SN
n ‖Lp(Rd) ≤ ‖ f − f̃ ‖Lp(Rd) + ‖ f̃ − SN

n ‖Lp(Rd)

<
ε

3
+ ‖ f̃ − SN

n ‖
1
p

L1(Rd)
‖ f̃ − SN

n ‖
1
p′

L∞(Rd)

≤ ε

3
+ ‖ f̃ − SN

n ‖

≤ ε

3
+ ‖Gn ∗ f̃ − f̃ ‖+ ‖Gn ∗ f̃ − SN

n ‖ < ε ,

para lo que se ha usado el teorema de interpolación para espacios de Le-
besgue.

�

Consideremos la ecuación de Schrödinger3 i ∂ψ
∂t = −∆xψ y un dato ini-

cial asociado del tipo

ψI(x) =
N

∑
j=1

aj e−bj|x−xj|2 ∈ G .

Es sencillo verificar que una función de la forma

ψ(t, x) =
N

∑
j=1

Aj(t) e−Bj(t)|x−xj|2 (19)

resolverá el problema de Cauchy{
i ∂ψ

∂t = −∆xψ
ψ(0, x) = ψI(x)

(20)

si y solamente si el siguiente sistema diferencial es satisfecho:{
iA′j(t) = 2dAj(t)Bj(t)
iB′j(t) = 4Bj(t)2 , (21)

3Obsérvese que las constantes físicas propias de la formulación de Schrödinger (la
masa de las partículas y la constante de Planck) han sido normalizadas por comodidad
en los cálculos subsiguientes. Lo que ha de entenderse, en definitiva, es que se ha elegido
un sistema de unidades en el que h̄ = 2m = 1

José L. López
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con Aj(0) = aj y Bj(0) = bj. La única solución de (21) viene entonces dada
por el par de funciones

Aj(t) =
aj

(1 + 4ibjt)
d
2

, Bj(t) =
bj

1 + 4ibjt
.

Como Re(bj) > 0 (dado que ψI ∈ G), el número 1 + 4ibjt es propiamente

complejo. En consecuencia puede escribirse (1+ 4ibjt)
d
2 = e

d
2 log(1+4ibjt) sin

temor a que el logaritmo esté mal definido. Además, como 1 + 4ibjt no se
anula y

Re(Bj(t)) =
Re(bj)

|1 + 4ibjt|2
> 0 ,

se concluye que ψ(t, ·) ∈ G para todo t ∈ R.
Denotemos ψ(t) := S(t)ψI , donde S(t) representa la aplicación flujo

de Schrödinger que asocia a cada condición inicial el estado del sistema (es
decir, la correspondiente función de onda propagada) en el instante t. Se
dispone de la siguiente identidad:

∂|ψ|2
∂t

= 2Re
(

ψ
∂ψ

∂t

)
= −2Im

(
ψ∆xψ

)
= 2∇x ·

[
Im(ψ)∇xRe(ψ)− Re(ψ)∇xIm(ψ)

]
, (22)

obtenida tras multiplicar la ecuación de Schrödinger en (20) por ψ y tomar
partes imaginarias. Como las soluciones de la forma (19) son en particular
de clase W1,1, integrando (22) en BR y aplicando el teorema de la divergen-
cia llegamos a∫

BR

∂|ψ|2
∂t

dx = 2
∫

∂BR

[
Im(ψ)

∂Re(ψ)
∂η

− Re(ψ)
∂Im(ψ)

∂η

]
dσ(x) ,

donde ∂u
∂η := ∇u · η denota la derivada normal de u (es decir, según la di-

rección del vector normal exterior η). Utilizando ahora que tanto ψ como
∂ψ
∂η experimentan un decrecimiento de orden exponencial, podemos efec-
tuar el límite R→ ∞ para obtener∫

Rd

∂|ψ|2
∂t

dx = 0 .

Finalmente, una aplicación del teorema de la convergencia dominada per-
mite intercambiar integral y derivada, de donde se concluye que la norma
‖ψ(t)‖L2(Rd) es constante:

‖S(t)ψI‖L2(Rd) = ‖ψ(t)‖L2(Rd) = ‖ψI‖L2(Rd) ∀ψI ∈ G .
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Por consiguiente, el operador lineal S(t) : G → L2(Rd) es continuo, donde
hemos considerado G dotado de la norma ‖ · ‖L2(Rd).

Finalmente, dado u ∈ L2(Rd) basta con definir

S̃(t)u := lı́m
n→∞

{
S(t)un

}
,

donde {un} ⊂ G es tal que {un} → u en L2(Rd), 4 para disponer de una
extensión lineal y continua S̃(t) : L2(Rd) → L2(Rd) que además conserva
trivialmente la norma.

Teoría L1–L∞ de la ecuación de Schrödinger para la partícula libre

Consideremos el siguiente problema de valores iniciales:{
i ∂ψ

∂t = −∆xψ

ψI(x) = e−b|x|2 , (23)

donde b ∈ C con Re(b) > 0. Repitiendo los argumentos empleados en la
sección anterior para llevar a cabo el desarrollo de la teoría L2, llegamos a
que una función de la forma

ψ(t, x) = A(t) e−B(t)|x|2

resuelve el problema (23) si y solamente si los coeficientes A(t) y B(t) sa-
tisfacen (cf. (21)) {

iA′(t) = 2dA(t)B(t)
iB′(t) = 4B(t)2 , (24)

con A(0) = 1 y B(0) = b. Por tanto, la única solución de (23) viene dada
por

ψ(t) := S(t)ψI =
1

(1 + 4ibt)
d
2

e−
b|x|2

1+4ibt .

Definimos ahora5

G(t, x) :=
(

1
4πit

) d
2

e
i|x|2

4t .

4Tal sucesión existe siempre, dado que acabamos de comprobar que G es denso en
L2(Rd)

5En el siguiente capítulo se comprobará que G(t, x) es, de hecho, la solución funda-
mental de la ecuación de Schrödinger para la partícula libre

José L. López
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Es inmediato apercibirse de que G(t, ·) ∈ L∞(Rd) para todo t 6= 0. Además

(
G(t, ·) ∗ ψI

)
(x) =

(
1

4πit

) d
2 ∫

Rd
e

i|y|2
4t e−b|x−y|2 dy

=

(
1

4πit

) d
2

e−b|x|2
∫

Rd
e2bx·ye−

(
b− i

4t

)
|y|2 dy

=

(
1

4πit

) d
2

e−
b|x|2

1+4ibt

∫
Rd

e−
4bt−i

4t

∣∣y− 4bt
4bt−i x

∣∣2
dy

=

(
1

4πit

) d
2

e−
b|x|2

1+4ibt

∫
Rd

e−
4bt−i

4t |y|
2

dy

=
( π

4πit

) d
2
(

4bt− i
4t

)− d
2

e−
b|x|2

1+4ibt

= ψ(t, x) ,

donde se ha usado la relación simple

4bt
4bt− i

+
1

1 + 4bit
= 1

junto con el cambio de variable (complejo) 4bt−i
4t |y|2 7→ |y|2, a partir de lo

cual se concluye que

S(t)e−b|x|2 = G(t, x) ∗ e−b|x|2 . (25)

Si bien el cálculo anterior es puramente formal, las integrales complejas
involucradas fueron rigurosamente tratadas con anterioridad.

Es sencillo verificar que la fórmula (25) sigue siendo válida si se re-
emplaza la función Gaussiana e−b|x|2 por una trasladada: e−b|x−x0|2 . Final-
mente, por linealidad se comprueba que (25) es también cierta para todo
elemento de G. Entonces, gracias a la desigualdad de Young para la con-
volución se dispone de la siguiente estimación:

‖S(t)g‖L∞(Rd) = ‖G(t, ·) ∗ g‖L∞(Rd)

≤ ‖G(t, ·)‖L∞(Rd)‖g‖L1(Rd) ≤
1

(4πt)
d
2
‖g‖L1(Rd)

para toda g ∈ G. Como G es denso en L1(Rd) (Lema 1), el operador S(t)
admite una única extensión lineal y continua S̃(t) : L1(Rd)→ L∞(Rd) que
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satisface

‖S̃(t)g‖L∞(Rd) ≤
1

(4πt)
d
2
‖g‖L1(Rd) ∀ g ∈ L1(Rd) .

En particular, se tiene que

‖S̃(t)‖1,∞,Rd ≤
1

(4πt)
d
2

.

Teoría Lp–Lp′ de la ecuación de Schrödinger para la partícula libre

Hasta el momento sabemos que el operador S(t) está bien definido,
para todo t > 0, de L2(Rd) en L2(Rd) y de L1(Rd) en L∞(Rd). En tal
caso, el teorema de interpolación de Riesz–Thorin se aplica (con Ω = Rd,
p0 = 1, q0 = ∞, p1 = q1 = 2, q = p′, θ = 2

p′ = 2
(
1− 1

p
)
, M0 ≤ (4πt)−

d
2

y M1 = 1) para concluir que S(t) : Lp(Rd) → Lp′(Rd) también está bien
definido, para todo 1 ≤ p ≤ 2, y satisface la estimación siguiente:

‖S(t)‖p,p′,Rd ≤ (4πt)−d
(

1
p−

1
2

)
.

En definitiva, lo que acaba de demostrarse es que la solución de la ecua-
ción de Schrödinger homogénea cumple las siguientes propiedades de dis-
persión:

Proposición 1. Sea ψI ∈ Lp(Rd), con 1 ≤ p ≤ 2. Entonces la única solu-
ción ψ(t, x) del problema de valores iniciales{

i ∂ψ
∂t + ∆xψ = 0

ψ(0, x) = ψI(x)

satisface

‖ψ(t, ·)‖Lp′ (Rd)
≤ (4π|t|)−d

(
1
p−

1
2

)
‖ψI‖Lp(Rd)

para todo t 6= 0, donde p′ denota el índice conjugado de p ( 1
p +

1
p′ = 1).

El sistema de Schrödinger–Poisson en dimensión d = 3

El problema de valores iniciales asociado a la ecuación de Schrödinger–
Poisson en dimensión d = 3 es el siguiente:{

i ∂u
∂t = −∆u(t) + V[u]u

u(0) = u0
, (26)

José L. López
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donde u : [0, T)×R3 → C es la función de onda y donde el potencial

V[u] =
1

4π

∫
R3

|u(t, y)|2
|x− y| dy (27)

resuelve la ecuación de Poisson −∆V[u] = |u|2 (recuérdese la fórmula (??)
para la solución fundamental del operador de Laplace). Este modelo ha
resultado de gran utilidad para el estudio del transporte cuántico de carga
y en especial para la simulación de dispositivos semiconductores.

Comenzaremos estableciendo algunas estimaciones sobre el potencial
y sus derivadas, las cuales serán muy convenientes a posteriori para de-
mostrar que el término no lineal de la ecuación de Schrödinger–Poisson es
localmente lipschitziano en H2(R3) y situarnos, por consiguiente, en las
condiciones adecuadas para poder aplicar el teorema de Pazy.

Lema 2. Sea u ∈ H1(R3). Las siguientes propiedades son satisfechas:

(a)
∥∥ u
|x|
∥∥

L2(R3)
≤ 2‖u‖H1(R3).

(b) V[u] ∈ L∞(R3) y existe C > 0 tal que

‖V[u]‖L∞(R3) ≤ C‖u‖L2(R3)‖u‖H1(R3) ≤ C‖u‖2
H1(R3) .

Además, existe C = C(‖u‖L2(R3), ‖v‖L2(R3)) > 0 tal que

‖V[u]−V[v]‖L∞(R3) ≤ C‖u− v‖H1(R3) .

(c) ∇V[u] ∈ L2(R3) y existe C > 0 tal que

‖∇V[u]‖L2(R3) ≤ C‖u‖
3
2
L2(R3)

‖u‖
1
2
H1(R3)

≤ C‖u‖2
H1(R3) .

Además, existe C = C(‖u‖L2(R3), ‖v‖L2(R3)) > 0 tal que

‖∇V[u]−∇V[v]‖L2(R3) ≤ C‖u− v‖H1(R3) .

(d) ∆V[u] ∈ L2(R3) y existe C > 0 tal que

‖∆V[u]‖L2(R3) ≤ C‖u‖
3
2
L2(R3)

‖u‖
1
2
H1(R3)

≤ C‖u‖2
H1(R3) .

Además, existe C = C(‖u‖H1(R3), ‖v‖H1(R3)) > 0 tal que

‖∆V[u]− ∆V[v]‖L2(R3) ≤ C‖u− v‖H1(R3) .
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Demostración. La prueba de (a) se sigue inmediatamente a partir de la
introducción de coordenadas polares y de la fórmula de integración por
partes (FIP). Argumentamos para ello con u ∈ C∞

c (R3), para extender des-
pués la conclusión a H1(R3) argumentando por densidad. Se tiene∥∥∥∥ u
|x|

∥∥∥∥2

L2(R3)

=
∫

R3

|u(x)|2
|x|2 dx =

∫ ∞

0

(∫
S1

|u(rω)|2 dω

)
dr

FIP
= 2

∣∣∣∣∫ ∞

0
r Re

(∫
S1

u(rω)
∂

∂r
(
u(rω)

)
dω

)
dr
∣∣∣∣

≤ 2
∫

R3

1
|x| |u(x)||∇u(x)| dx ≤ 2

∥∥∥∥ u
|x|

∥∥∥∥
L2(R3)

‖∇u‖L2(R3) .

Para probar (b) usamos (una ligera variante de) (a) y la desigualdad de
Hölder:

‖V[u]‖L∞(R3) =
1

4π
sup
x∈R3

{∫
R3

|u(y)|2
|x− y| dy

}

≤ 1
4π

sup
x∈R3

{
‖u‖L2(R3)

(
1
|x|2 ∗ |u|

2
) 1

2
}

≤ 1
2π
‖u‖L2(R3)‖u‖H1(R3) .

Análogamente,

‖V[u]−V[v]‖L∞(R3) =
1

4π
sup
x∈R3

{∣∣∣∣∫
R3

|u(y)|2 − |v(y)|2
|x− y| dy

∣∣∣∣}
≤ 1

4π
sup
x∈R3

{∫
R3

|u(y)(u(y)− v(y))|+ |v(y)(u(y)− v(y))|
|x− y| dy

}
≤ 1

2π

(
‖u‖L2(R3) + ‖v‖L2(R3)

)
‖u− v‖H1(R3) .

Demostramos ahora (c). Como ∆V[u] = −|u|2 ∈ L1(R3), integrando
por partes y usando el resultado establecido en (b) se tiene lo siguiente:

‖∇V[u]‖2
L2 =

∫
R3
|∇V[u](x)|2 dx FIP

=
∣∣∣ ∫

R3
V[u](x)∆V[u](x) dx

∣∣∣
=

∣∣∣ ∫
R3

V[u](x) |u(x)|2 dx
∣∣∣ ≤ ‖V[u]‖L∞(R3)‖u‖2

L2(R3)

≤ C‖u‖3
L2(R3)‖u‖H1(R3) .

José L. López
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La estimación para ‖∇V[u]−∇V[v]‖L2(R3) se comprueba de forma análo-
ga a la obtenida en (b) para ‖V[u]−V[v]‖L∞(R3).

Para demostrar (d) observamos en primer lugar que ‖∆V[u]‖L2(R3) =

‖u‖2
L4(R3)

. Usamos entonces la desigualdad de interpolación de Gagliardo–

Nirenberg–Sobolev6 para estimar la norma en L4(R3), de donde se des-
prende que

‖∆V[u]‖L2(R3) = ‖u‖2
L4(R3) ≤ C‖u‖

3
2
L2(R3)

‖∇u‖
1
2
L2(R3)

(para lo cual se ha elegido j = 0, k = 1, r = 4, p = q = 2, d = 3 y θ = 3
4 ).

La diferencia ∆V[u]− ∆V[v] se estima de forma análoga.
�

Las propiedades sobre el potencial recién expuestas permiten demos-
trar que el término no lineal de la ecuación de Schrödinger–Poisson se
adecúa a las hipótesis del teorema de Pazy. En efecto, disponemos de la
siguiente

Proposición 2. La aplicación F : u 7→ V[u]u es localmente lipschitziana
en H2(R3).

Demostración. Para cualesquiera u, v ∈ H2(R3) se dispone de la siguiente
estimación:

‖F(u)− F(v)‖2
H2(R3) ≤ C

(
‖F(u)− F(v)‖2

L2(R3)+ ‖∆F(u)−∆F(v)‖2
L2(R3)

)
,

donde se ha empleado el hecho de que la norma H2(R3) y la norma de la
gráfica del operador ∆, ‖u‖∆ := ‖u‖L2(R3) + ‖∆u‖L2(R3), son equivalentes.

6Para cualquier función f ∈ Lq(Rd) ∩Wk,p(Rd) y cualesquiera j, k ∈ N tales que
0 ≤ j < k, existe una constante C > 0 tal que

‖Dj f ‖Lr(Rd) ≤ C‖ f ‖1−θ
Lq(Rd)

‖Dk f ‖θ
Lp(Rd)

,

donde
1
r
− j

d
=

1− θ

q
+ θ

(
1
p
− k

d

)
.

En el caso en que 1 ≤ p < d
k−j se tiene j

k ≤ θ ≤ 1. Si por el contrario ∞ 6= p ≥ d
k−j , solo

puede ocurrir j
k ≤ θ < 1.
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Por otra parte,

‖F(u)− F(v)‖L2(R3) = ‖V[u]u−V[v]v‖L2(R3)

≤ ‖(V[u]−V[v])u‖L2(R3) + ‖V[v](u− v)‖L2(R3)

≤ ‖V[u]−V[v]‖L∞‖u‖L2(R3) + ‖V[v]‖L∞‖u− v‖L2(R3)

≤ C
(
‖u‖L2(R3) + ‖v‖L2(R3)‖v‖H1(R3)

)
‖u− v‖H1(R3)

≤ C‖u− v‖H2(R3)

para alguna constante C = C
(
‖u‖L2(R3), ‖v‖H1(R3)

)
> 0, donde la norma

L∞ del potencial ha sido estimada en virtud del Lema 2 (b).

Acotamos finalmente ‖∆F(u) − ∆F(v)‖L2(R3) a través de la siguiente
descomposición:

‖∆F(u)− ∆F(v)‖L2(R3) ≤ ‖(∆V[u])u− (∆V[v])v‖L2(R3)

+‖V[u]∆u−V[v]∆v‖L2(R3) + 2‖∇V[u] · ∇u−∇V[v] · ∇v‖L2(R3)

≤ ‖∆(V[u]−V[v])u‖L2(R3) + ‖∆V[v](u− v)‖L2(R3)

+‖(V[u]−V[v])∆u‖L2(R3) + ‖V[v](∆u− ∆v)‖L2(R3)

+2‖∇(V[u]−V[v])∇u‖L2(R3) + 2‖∇V[v] · ∇(u− v)‖L2(R3)

:= N1 + N2 + N3 + N4 + N5 + N6 .

Bastará pues con verificar que Nj ≤ C‖u− v‖H2(R3) para todo 1 ≤ j ≤ 6.

José L. López
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Se tiene:

N1 ≤ ‖u‖L∞(R3)‖∆(V[u]−V[v])‖L2(R3)

≤ C‖u‖H2(R3)‖u− v‖H1(R3) ≤ C
(
‖u‖H2(R3)

)
‖u− v‖H2(R3) ,

N2 ≤ ‖∆V[v]‖L2(R3)‖u− v‖L∞(R3)

≤ C‖v‖2
H1(R3)‖u− v‖H2(R3) ≤ C

(
‖v‖H1(R3)

)
‖u− v‖H2(R3) ,

N3 ≤ ‖V[u]−V[v]‖L∞(R3)‖∆u‖L2(R3)

≤ C‖∆u‖L2(R3)‖u− v‖H1(R3) ≤ C
(
‖u‖H2(R3)

)
‖u− v‖H2(R3) ,

N4 ≤ ‖V[v]‖L∞(R3)‖∆u− ∆v‖L2(R3)

≤ C‖v‖2
H1(R3)‖∆u− ∆v‖L2(R3) ≤ C

(
‖v‖H1(R3)

)
‖u− v‖H2(R3) ,

N5 ≤ 2‖∇(V[u]−V[v])‖L4(R3)‖∇u‖L4(R3)

≤ C‖V[u]−V[v]‖
1
2
L∞(R3)

‖∆(V[u]−V[v])‖
1
2
L2(R3)

‖u‖
1
2
L∞(R3)

‖∆u‖
1
2
L2(R3)

≤ C‖u‖H2(R3)‖u− v‖H1(R3) ≤ C
(
‖u‖H2(R3)

)
‖u− v‖H2(R3) ,

N6 ≤ 2‖∇V[v]‖L4(R3)‖∇(u− v)‖L4(R3)

≤ C‖V[v]‖
1
2
L∞(R3)

‖∆V[v]‖
1
2
L2(R3)

‖u− v‖
1
2
L∞(R3)

‖∆(u− v)‖
1
2
L2(R3)

≤ C‖v‖2
H1(R3)‖u− v‖H2(R3) ≤ C

(
‖v‖H1(R3)

)
‖u− v‖H2(R3) ,

para lo cual se han usado de forma esencial las propiedades del potencial
contempladas en el Lema 2. Para obtener las estimaciones de N1 y N2 se
ha empleado asimismo la siguiente desigualdad de Sobolev: ‖u‖L∞(R3) ≤
C‖u‖H2(R3), mientras que en las estimaciones de N5 y N6 un ingrediente
importante lo constituye la desigualdad de interpolación de Gagliardo–
Nirenberg–Sobolev.

�
En esta situación, una aplicación inmediata del teorema de Pazy nos

permite concluir lo siguiente.

Teorema 4. Sea u0 ∈ H2(R3). Entonces existe t∗ > 0 tal que el problema
de valores iniciales (26)–(27) admite una única solución mild u : [0, t∗) →
H2(R3).

Comprobamos finalmente que la solución brindada por el Teorema 4
está globalmente definida, es decir, t? = ∞. Para ello establecemos en pri-
mer lugar el siguiente resultado.

Lema 3. Sean u0 ∈ H2(R3) y u : [0, t?) × R3 → C la solución mild en
H2(R3) del sistema de de Schrödinger–Poisson (26)–(27). Entonces las si-
guientes leyes de conservación son satisfechas para todo t ∈ [0, t?):
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(a) Conservación de la carga: ‖u(t)‖L2(R3) = ‖u0‖L2(R3).

(b) Conservación de la energía: ‖∇u(t)‖2
L2(R3)

+ 1
2‖∇V[u](t)‖2

L2(R3)
=

‖∇u0‖2
L2(R3)

+ 1
2‖∇V[u0]‖2

L2(R3)
.

Demostración. Es ya sabido que toda solución mild de la ecuación de
Schrödinger–Poisson definida en [0, T] con valores en H2(R3) es también
una solución clásica en [0, T] (es decir, de clase C1 con respecto a la variable
temporal) con regularidad L2(R3) (cf. Teorema 24 del primer documento).
Tenemos

d
dt
‖u‖2

L2(R3) = 2Re
{∫

R3
u

∂u
∂t

dx
}

= 2Im
{∫

R3
u
(

i
∂u
∂t

)
dx
}

= 2Im
{∫

R3
u
(
− ∆u + V[u]u

)
dx
}

= 2Im
{∫

R3
|∇u|2 dx

}
+ 2Im

{∫
R3

V[u]|u|2 dx
}

= 0 ,

donde Re(z) e Im(z) denotan las partes real e imaginaria de z, respecti-
vamente. De donde puede concluirse que ‖u(t)‖L2(R3) es constante, luego
‖u(t)‖L2(R3) = ‖u0‖L2(R3), con lo que queda probada la afirmación esta-
blecida en (a).

Para demostrar la propiedad (b) multiplicamos ahora la ecuación de
Schrödinger–Poisson por ∂u

∂t e integramos con respecto a x, obteniendo así

i
∫

R3

∣∣∣∂u
∂t

∣∣∣2 dx = −
∫

R3
∆u

∂u
∂t

dx +
∫

R3
V[u]u

∂u
∂t

dx .

Tomando partes reales llegamos a

0 =
1
2

d
dt

( ∫
R3
|∇u|2 dx

)
+

1
2

∫
R3

V[u]
∂|u|2

∂t
dx

=
1
2

d
dt

(
‖∇u‖2

L2(R3)

)
− 1

2

∫
R3

V[u]∆
(

∂V[u]
∂t

)
dx

=
1
2

d
dt

(
‖∇u‖2

L2(R3) +
1
2
‖∇V[u]‖2

L2(R3)

)
,

lo cual concluye la prueba.
�

El siguiente resultado ratifica que la (única) solución mild del problema
(26)–(27) no puede explotar en tiempo finito, luego ha de ser t? = ∞ en
virtud del Teorema de Pazy.

José L. López
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Proposición 3. Sean u0 ∈ H2(R3) y u : [0, t?)×R3 → C la solución mild
en H2(R3) del sistema de Schrödinger–Poisson (26)–(27). Entonces la si-
guiente estimación es satisfecha:

‖u(t)‖H2(R3) ≤ AeBt ,

donde A y B son constantes positivas que solo dependen del dato inicial
u0. Por tanto, el sistema (26)–(27) admite una única solución mild global

u ∈ C([0, ∞); H2(R3)) ∩ C1([0, ∞); L2(R3)) .

Demostración. El Lema 3 proporciona la siguiente estimación:

‖u(t)‖H1(R3) ≤ ‖u0‖L2(R3) +

(
‖∇u0‖2

L2(R3) +
1
2
‖∇V[u0]‖2

L2(R3)

) 1
2

:= K ,

luego solo resta por estimar ‖∆u(t)‖L2(R3). Aplicamos para ello el opera-
dor de Laplace a la formulación mild de nuestro problema, tras lo que se
obtiene

∆u(t, x) = eit∆(∆u0)− i
∫ t

0
ei(t−s)∆∆

(
V[u](s, x)u(s, x)

)
dx (28)

gracias a las propiedades del semigrupo de evolución. Tomando ahora la
norma L2(R3) en la identidad (28) se desprende7

‖∆u(t)‖L2(R3) ≤ ‖∆u0‖L2(R3) +
∫ t

0
‖V[u](s)‖L∞(R3)‖∆u(s)‖L2(R3) ds

+
∫ t

0
‖∆V[u](s)u(s)‖L2(R3) ds + 2

∫ t

0
‖∇V[u](s)∇u(s)‖L2(R3) ds

:= ‖∆u0‖L2(R3) + A1 + A2 + A3 .

Comenzamos estimando

A1 ≤ C
∫ t

0
‖u(s)‖2

H1(R3)‖∆u(s)‖L2(R3) ds

≤ CK2
∫ t

0
‖∆u(s)‖L2(R3) ds . (29)

7Llegado este punto conviene recordar la teoría L2–L2 de la ecuación de Schrödinger
para la partícula libre
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Por otra parte, se tiene que

‖∆V[u]u‖L2(R3) ≤ ‖u‖L∞(R3)‖∆V[u]‖L2(R3) ≤ ‖u‖H2(R3)‖∆V[u]‖L2(R3)

≤ C‖u‖H2(R3)‖u‖2
H1(R3) ≤ CK2‖u‖H2(R3) ,

luego

A2 ≤ CK2
∫ t

0
‖u(s)‖H2(R3) ds . (30)

Estimamos finalmente A3. Usando de nuevo la desigualdad de Gagliardo–
Nirenberg–Sobolev obtenemos

A3 ≤ 2
∫ t

0
‖∇V[u](s)‖L4(R3)‖∇u(s)‖L4(R3) ds

≤ C
∫ t

0
‖V[u](s)‖

1
2
L∞(R3)

‖∆V[u](s)‖
1
2
L2(R3)

‖u(s)‖
1
2
L∞(R3)

‖∆u(s)‖
1
2
L2(R3)

ds

≤ C
∫ t

0
‖u(s)‖2

H1(R3)‖u(s)‖H2(R3) ds

≤ CK2
∫ t

0
‖u(s)‖H2(R3) ds . (31)

Combinando las estimaciones (29), (30) y (31) obtenemos

‖∆u(t)‖L2(R3) ≤ ‖∆u0‖L2(R3) + CK2
∫ t

0
‖u(s)‖H2(R3) ds ,

luego

‖u‖H2(R3) ≤ K + ‖∆u0‖L2(R3) + CK2
∫ t

0
‖u(s)‖H2(R3) ds .

Aplicando finalmente el lema de Gronwall obtenemos

‖u(t)‖H2(R3) ≤
(
K + ‖∆u0‖L2(R3)

)
eCK2t ,

y con ello el resultado anunciado sin más que considerar B = CK2 y A =
K + ‖∆u0‖L2(R3).

�

José L. López
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