MODELOS MATEMATICOS II
CURSO 2019-20

JOSE LUIS LOPEZ & JUAN SOLER

EJERCICIOS. PARTE 2

EJERCICIO 1. Emplea la ley de accién de masas para escribir (y
reducir al méximo) el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
asociado a cada uno de los siguientes procesos quimicos:

(i) El diéxido de nitrégeno (NOz) reacciona con mondxido de car-
bono (CO) para formar mondxido de nitrégeno (NO) y diéxido
de carbono (C'O,) en dos fases:

INOy 2 NO + NOs,
NO3 +CO +2 NOy + CO,.
(i) El proceso de hidrogenacién del etileno (CyHy) para transformar-

se en etano (CoHg) puede explicarse en términos del siguiente
mecanismo:

Hy & o1,
k_1

CyH, + H 22 C,H; |
CoHs + H 25 CyH, .

Encuentra en cada caso los estados de equilibrio.

Solucidn: (i) Se tiene

GRUPO A. EJERCICIOS
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d[leftOg] = ka[NOs][CO] — 2k [NOoJ,
diNO] 2

— = k1 [NO,?,

d“if d koL - RINOsiCO].
d[CO]

- —ky[COJ[NOs],

dlCOy]

Emplearemos la siguiente notacién para los datos iniciales: [X](0) =
[X]o. De las ecuaciones segunda y quinta se desprende que

INOJ(t) = [NOJo + ki /0 NOJJ(s) ds
) = [ o,

COE) = [COy+ s /O [NOSJ(5)[CO(s) ds
2) = b [ O )CONs) s

si asumimos de forma natural que [NO]y = [COs)y = 0. Por consi-
guiente, basta con resolver el siguiente sistema (cerrado) de ecuaciones
diferenciales

d[]ZtO L~ RINOJICO] ~ 2m VO,
d[]ZIftO d— koL - INOsiCO].
dco] _

7 = —k’Z[COHNOS]7

para obtener también las expresiones de [NO](t) y [COs](t) a través de
(1) y (2). Incluso puede observarse que 4 ([NOs]+2[NO3] —[CO]) = 0,
luego [CO](t) = [NOy(t) + 2[NOs](t) — K, con K € R, y el sistema
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anterior quedaria reducido a

d[lzlftOz] = ks[NOs]([NOy] + 2[NO3] — K) — 2k, [NOo]?,
d[]gto‘?’] = ki[NOo)* — ks[NO3|([NOo] + 2[NOs] — K).

Los estados de equilibrio resultan de considerar [NOs]., = 0 (como
se deduce de la ecuacién para [NOs](t)) y resolver el sistema

0 = k[NOyJ[CO] - 2k:[NOoJ?,
0 = k[NOy? — k[NOs|[CO],
0 = [CO|NO;].

Para que se satisfaga la tercera ecuacién, o bien [CO]., = 0 o bien
[NOj3leq = 0. En el primer caso se tiene

[CO]eq = [NO2]eq =0,
[NOleq = [NOJo, [COsgleq = [COso, [NOsleq = [NO3]o -

Si por el contrario se diera la segunda opcién (es decir, [NOsl., = 0),
entonces a los anteriores se unen los siguientes estados de equilibrio,
razonando de forma andloga:

[NO3]eq = [NO2]eq =0,
[Co]eq = [CO]Oa [NO]eq = [NO]Oa [002]6q = [002]0-

(ii) Se tiene

d[Hy)

praali k_1[H)? — ki [H,],
% = 2k\[Hy] — 2k 1 [H]? — ko[ Co HAJ[H] — ks[CoH5)[H]
diCyH,)
dt = —kg [CQH4] [H] )
d[C;fﬂ = ko[ CoHA|[H] — ks[CoH)[H]
d[Cy Hy]

o = k3|CoH5|[H].
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En este caso es facil observar que la ultima ecuacién puede reescribirse
en forma integral como?

[CoHg)(t) = [CoHglo + ks /Ot[CQH5](s)[H](s) ds

(3) . / (CyH)(s) [ (5) ds

si asumimos de forma natural que [CyHglo = 0, debido a lo cual el
sistema diferencial se reduce a

d[H,)

— 2 _
o = k] = ki[Hs],
M = 2ki[Hy) — 2k_1[H]?* — ko[CoH,)[H] — k3[CoHs)[H]
7 1412 -1 2|Cally 3|C2ts ;

d|CyH

| ;t 1 - —hka[CoHu][H],
d|CyH

[ ;t d ko[Cy Hy)[H] — ks[CoH3)[H] .

Incluso se dispone de la siguiente ley de conservacién:

(215) + [H] ~ 2(CoHi) — [CH]) =0,

de donde se desprende que
(4)  [CoHs|(t) = 2[H](t) + [H](t) — 2[CoH4J(t) — K, K €R,

luego el sistema diferencial de partida se reduce a

Wl o - k],
% = 2k [Hy) — 2k_1[H]? — ko[CyHA|[H] — ks[Cy Hs][H]
= 2ki[Hy| — 2k_1[H)* — ky|CoH,|[H]
—ks[H](2[H] + [H] — 2[CoH,y) — K)
d[C;fQ] = —ho|CoH4][H],

suplementado por la relacién (3).
Los estados de equilibrio resultan de resolver

Emplearemos la misma notacién para los datos iniciales que en el apartado
anterior: [X](0) = [X]o
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0 = k[H]? — ka[Ho],

0 = 2k [Ho] — 2k [H]? — ko[CoHy|[H] — ks[CoH3)[H]
0 = [CoH4[H],

0 = hko[CoH4)[H] — ks[C2H5][H]

0 = [CoH5][H].

Si [H]eq # 0, entonces [CoHyleqy = [CoHsleq = 0. La lista se completa
con [CyHeleg = [CoHglo, [Hleg = [Hlo y [Holeq = T [H]-

Si [H]e; = 0, entonces también ha de satisfacerse [Hsle, = 0, que
se completa con [CoHyleq = [CoHulo, [CoHs)eq = [CoHslo y [CoHeleq =
[OQHG]O-

EJERCICIO 2. Se considera el siguiente sistema de reacciones quimi-
cas:

AL x,
B+X 2 v+,
2X +Y 253X,

X M p

Y

donde las concentraciones de A, B, C, D se suponen constantes.

(i) Emplea la ley de accién de masas para escribir las ecuaciones
diferenciales del modelo.
(ii) Estudia las dimensiones de cada una de las ratios de las reaccio-
nes que participan en el proceso.
(iii) Se considera el tiempo adimensional 7 = kit y el cambio de
variables

Deduce el sistema de ecuaciones diferenciales satisfecho por u y
v. jAdmite solucién? ;Es tnica? Justifica la respuesta.

(iv) Determina los estados de equilibrio del sistema diferencial dedu-
cido en (iii).

Solucion: (i) Como las concentraciones de A, B, C, D se suponen cons-
tantes, bastara con escribir las ecuaciones diferenciales satisfechas por
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[X], Y]
% = I[A] = ko[B][X] + ky[Y][X]? — Ra[X],
BT~ kB - k)X
(ii) Un anélisis dimensional de la primera ecuacién® nos conduce a
% = [[BJ[CT] + [[*NTICT? + [[RNICT + [[R]][[CN)

de donde se desprende que

([]] = [lkal] = (T, [Tkl = (O [[s]] = ([CTPIT -

(iii) Denotamos [A](0) = Ay v [B](0) = By, por lo que [A](t) = Ay
y [B](t) = By para todo ¢t > 0. Derivando el cambio de variables se
obtiene

fl_: - \/:7:13]31 dgt(] (’ﬁ)
_ \/E - [k;IAO — ks Bo[X] ( ,ﬁ) + K[V (;gll) XF (ksil) i (kll)}

k ko k4
= ]{;TAO — k—lBQU + UU — k—l'LL

j_: - \/Eljl dElt] (kl)
it [ () =01 () v ()

Por consiguiente, el sistema diferencial resuelto por u(7), v(7) responde
a la forma siguiente:

d
= = (a+)u+ B,
@_ U—UUZ
dT_fY ’
con
o= p= kgAm VZ@BO

fr ki

2También podriamos hacerlo con la segunda para obtener las dimensiones de ko
y ks



MODELOS MATEMATICOS II CURSO 2019-20 7

El problema de valores iniciales asociado admite una tunica solucion
maximal dado que los segundos miembros son de clase C*°(R?) (en
particular, localmente lipschitzianos en las variables u, v).

(iv) Los estados de equilibrio del proceso son las soluciones del si-
guiente sistema de ecuaciones algebraicas:

0=vu?— (a+y)u+p,
0 = yu — vu?,
De la segunda ecuacion de deduce que uv = v, pues la posibilidad v = 0
no es valida para la primera ecuacién (supuesto Ay > 0, luego 8 > 0).
Sustituyendo esta informacién en la primera ecuaciéon obtenemos u =
ay

g, luego v = 5 - En consecuencia, solo hay un estado de equilibrio que
viene dado por

[ Vkiks koks By
(ueq7 Ueq) - AOa A .
k4 VK3 ks Ao

Si fuese Ag = 0, entonces 5 = 0y de la primera ecuacion se deduciria
Ueqg = 0, quedando v, = vp.

EJERCICIO 3. Considérese la siguiente ecuacién diferencial de se-
gundo orden:

() —u"(z) +u(z) = f(z) € S(R).
Se pide:
(i) Dada la funcién ¢(z) = me=2"1#l comprueba que ¢(y) = ﬁ

(ii) Con la ayuda de (i), emplea el método de la transformada de
Fourier para construir la solucién de (5).

Solucion: (i) Formalmente se tiene

+o0
¢(y) — 7T/ 6727r|x|6727rixydx

0 ] 400 )
{/ 627rm€727rmy dx 4 / 6727rz€727rmy dflf}
—o0 0
{ 1 6271'x(1—iy) 0 1 +OO}
0

6—27rw(1+zy)

1 1 1
— + — = :
11—y 14wy 1492
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En efecto, basta con separar las partes real e imaginaria para obtener

+o00
¢(y) — 71'/ 6—27r|:c|€—27ri:r;y dr
. +o0 400
= {/ e~ 2l cos(2ry) da — 2/ e~ 217 sen(2may) dx}

oo —0oQ
1
1+92’
como se sigue de una simple integracién por partes.
(ii) Tomando la transformada de Fourier en la ecuacién (5) se obtiene

Ar*y*aly) +aly) = f(y)
en virtud de la propiedad de derivacién establecida en la Proposicion
2.2 (semana 8). Despejando 4 resulta

f(v)
1+ 4m2y?

400
= 27r/ e ¥ cos(2nzy) dr =
0

() ily) = = o fW)h 1,

donde hemos empleado la Proposicién 2.1 (semana 8). Finalmente, bas-
ta con tomar la transformada inversa de Fourier en (6) para obtener

+oo
(e =5 [ e

u(z) = 5 2/

EJERCICIO 4. Sea u(t, x) la solucién del problema de valores inicales
para la ecuacién del calor unidimensional u; = u,, con dato inicial
u(0,2) = ug(x) > 0. Se definen los momentos de primer y segundo
orden asociados a u como

M (t) = /_+°0 zu(t,z)dx, Msy(t) = /_+°° r*u(t, ) dx,

o0 o0

respectivamente. Se pide:

(i) Comprueba que M;(t) es una cantidad que se conserva en el
tiempo.

(ii) Comprueba que My(t) = ( )
va en el tiempo), donde M (t) =
asociada a u.

+ 2M(0)t (luego no se conser-
[T u(t,x) dv denota la masa

3Nétese que la integral asociada a la parte imaginaria es nula porque el inte-
grando es una funcién impar y el recinto de integracién un intervalo simétrico.
Andlogamente, el integrando asociado a la parte real es una funcién par, por lo que

+oo “+o0
ffoo = 2fO
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Solucidn: (1) Se tiene

+oo +oo
Mi(t) = / xut(t,x)dx:/ TUge (t, 7) dx

e} — 00

+00 oo
—/ uz(t,x)de =0,

- —o0

Ty

pues

r 0 TO g2
zuL(t,x) = \/m% / e 2 uy(y)dy

11 oo _la—yl?
= T aio z(z—y)e # up(y)dy ) =0

cuando || — oo.
(ii) Se tiene

+oo +o0
Mi(t) = / xQUt(t,m)dx:/ 22Uy, (t, ) do

o0 — 00

+o0 oo
— 2/ xu(t, z) dz

—0o0 e’

= z?u,

+00 Fo0
= —2xu‘ + 2/ u(t, z)dx,

—00 00

de donde se sigue que Mi(t) = 2M(0) en virtud de la propiedad de
conservacion de la masa (M (t) = M(0) para todo ¢t > 0) y de que
zu — 0 cuando |z| — oco. Por consiguiente, ha de ser

My(t) = M5(0) +2M(0)t.

EJERCICIO 5. Dada una ecuacion de reacciéon-difusion, jpodria ha-
ber ondas viajeras estrictamente crecientes? En caso afirmativo, ;como
seria la velocidad de propagacion de las mismas en los modelos FKPP
y biestable? Interpreta los resultados.

Solucion: Consideremos la ecuacion de reaccion-difusién genérica

ou 0?u

—(t,x) = —(t,x) + f(ult,x)),

L (1,0) = St w) + St )
con f(0) = f(1) = 0. Buscamos perfiles de la forma u(t, z) = U(z —ct),
con U estrictamente creciente y tal que U(—o0) = 0y U(400) = 1.
Sustituyendo en la ecuacién observamos que una condiciéon necesaria

U'(z)+cU'(2) + f(U(2)) =0.
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Multiplicando ahor por U’(z) e integrando obtenemos

+00 +00 400
/_ U'(2)U"(z) dz—l—c/ (U'(2))? dz+/ U'2)f(U(2))dz=0.

(o) —0o0 —00

Teniendo en cuenta que

e / " . 1 [ d / 2
U()U"(2)d= — §/_ V(=)

= %(U’(Jroo)2 —U'(—0)?) =0,
| vewens = [ fwa.
se llega a X
cl U'(z)2dz:—/0 f(w) dw,

de donde se deduce que en el modelo FKPP ha de ser ¢ < 0. En
lo que concierne al modelo biestable hay que hacer una distincién de
casos en funcién del valor que adopta la constante (3, pues en este caso
fol f(w)dw = —% + %, que puede cambiar de signo:

ﬁ<%$c<0

b= ? =c=0

f>5=c>0

EJERCICIO 6. Calcula, caso de que existan, soluciones decrecientes
(no constantes) de tipo onda viajera para los siguientes problemas:

(i) La ecuacién del calor:

ou 0*u
—=D—.
ot Oz?
(ii) La ecuacién de Burger viscosa:
ou  Ou 0*u
— tu—=D—.
ot - " ox Ox?

Solucion: Consideramos en ambos casos D > 0.
(i) El cambio de variables u(t,x) = U(z), con z = x — ct, conduce a
—cU'(2) = DU"(2) = 0.
La solucion de esta ecuacion diferencial es

cz

U(z) = A+ Be D,
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donde A y B constantes de integracién. Para que U sea constante en
+00 se requiere que B = 0 . Por tanto, la tnica posibilidad es que U
sea constante y esto contradice la hipétesis de decrecimiento.

(ii) El cambio de variables u(t,z) = U(z), con z = = — ct, conduce a
—cU'(2) + % (U(2)%)" = DU"(z) =0,
o equivalentemente
—wU@}+?ﬂ@”—DU@):B,
donde B es una constante de integraciéon. Podemos escribir esta ecua-

cién como*

aw _ 1
dz 2D

/U<Z> dv _z— 2
Uy V2—2¢V —2B 2D

(20

(U* —2cU - 2B) ,

lo que conduce a

Tratando el primer término como una integral racional, tenemos

/ dv 1 / 1 N 1 v
V2Z_2:V—-2B @ V,—-W V-V V-V

1 | Vo=V
B %—m“(v—m)’
donde V; = ¢ — vVc2+2B y Vo = ¢+ Vc?+ 2B son las raices del
polinomio de segundo grado del denominador. Esto implica la condicién
¢ > —2B para que este tipo de ondas viajeras existan. Denotemos

Hy = ZZ}%)EZ&) > 0. Resolviendo la ecuacién anterior resulta

1 1( Vo — U(2) ):z—%

n
2v/c2 + 2B Hy(U(z) — W) 2D

S Vs - U(z) = Hye "o C=0(U(2) — 1)

2 2
= (1 + Hye YD ”‘<Z-Z°>) U(z) = Vo + HpVie 5 G20,

luego
Vy + HoVy eFe==0)
U(e) = e
1+ Hy k=)

4Los puntos de equilibrio de esta ecuacién son Uy = c++/c2 + 2B. Para que U sea
constante en +oo se requiere U_ < U < Uj. En efecto, si fuese U > U, se tendria
lim| ;|0 U(2) = +o00, en tanto que si U < U_ se tendrfa lim|;|_, U(z) = —oc0
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con k = V225V1 = ¥ 02523 > 0.
Veamos finalmente que el perfil de la onda viajera es decreciente:
kek(Z—ZO)
U'l(z) = Hy(Vi —V5) <0.

(1 + HQ Gk(Z_ZO))Q

La velocidad de la onda viajera es, por tanto, ¢ = %(Vl + V3).



