MODELOS MATEMATICOS II
CURSO 2019-20

JOSE LUIS LOPEZ & JUAN SOLER

EJERCICIOS. PARTE 1

EJERCICIO 1. Calcula las extremales en cada uno de los siguientes
casos y discute si en alguna de ellas el funcional correspondiente alcanza
un minimo para cualquier valor a € (0, 7):

(a) Fly] = fol (v/(z)* + y(z)* + 2zy(x)) dzv en D N C?(0,1), donde
D={yeC'0,1]: y(0) =0, y(1) = o € R}.

(b) Fly] = J3 (v (2)* — y(x)?) dz en DN C?*(0, ), donde D = {y €
C0,1] : y(0) =0, y(a) =1 € R}.

Solucion: (a) Denotemos p := 4’y F(x,y,p) := p* + y* + 2xy. En este
caso la ecuacién de Euler-Lagrange (EL) asociada es

d
0=2+20 — —(2p) =1 —y=uzx.
Y+ 2z dz(p) Y —y=x

Es claro que y,(r) = —x es una solucién particular de la ecuacién
anterior, por lo que su solucion general vendra dada por

y(zr) = Ae®" + Be ™ —x.

Imponiendo ahora las condiciones de contorno obtenemos las relaciones
A+B =0, Ae+ % = a+1, de donde se desprende que la tinica extremal
del problema de minimizacién es

)= )

e

En este caso tanto F como D son convexos cualquiera que sea a €
(0,7), luego existe el minimo de F en Dy es v,.

(b) En este caso F(z,y,p) := p* — y* y la ecuacién de EL aso-
ciada es y” +y = 0, cuya solucién general viene dada por y(z) =
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Acos(z) + Bsen(z). Imponiendo las condiciones de contorno se obtie-

ne A=0,B = sen;wz)’ luego la tinica extremal asociada a este problema

de minimizacién es y.(z) = 2

sen(«
indefinido (tiene valores propi(gs)tanto positivos como negativos). Por
consiguiente, a la luz de los criterios estudiados en clase no puede afir-
marse que el funcional tenga minimo a menos que JF sea convexo sin
que lo sea F'. De hecho, este es exactamente nuestro caso. Incluimos
aqui el argumento que garantiza la existencia de minimo a titulo mera-
mente informativo.l. Verificaremos en primer lugar que si la derivada
de Fréchet del funcional satisface

(1) Fly—zl(y—2)>0 Vy,zeD,

Por otra parte, el Hessiano de F' es

entonces F es convexo. Para ello bastara con comprobar que la funcién
u(N) = F[ Ay + (1 = N)z] = AF[y] — (1 — \)F|z] satisface la propiedad
u(A) < 0 para todo 0 < A < 1. Razonaremos por reduccién al absurdo,
asumiendo que existe 0 < a < 1 para el que u(a) > 0. Sea también
0 < b < 1 tal que u(b) = méxp<r<i{u(A)}, en cuyo caso se tiene
u'(b) = 0. Entonces

uW'(N) =u'(N) —u'(b) = Fy+(1-Nz(y—2) — Flyl + Fl2]
—F'[by + (1 = b)2|(y — 2) + Fly| — F[2]
= (FPy+ 1 =Xz = Fby+ (1 -0b)z])(y — 2)

- - Fl2) (=) 20

para todo A > b en virtud de (1), donde hemos denotado Y = Ay + (1 —
Nz, Z = by+ (1 —0b)z. En consecuencia se tendria que u es creciente a
la derecha de b, lo cual es contradictorio con el hecho de que u(1) = 0.
Por consiguiente, es suficiente con que demostremos que se satisface
la propiedad (1) para determinar que F es convexo. En nuestro caso

Flie) =2 [

0

[} e}

o (2)! () di — 2 / y(@)p(e) de,

0

luego
Fli--2) = 2 (@) — (@) dw—2 / (@) — 2(2) d
. (”— - 1) [ we) = sty as 0.

o’

INo se exige para la correcta resolucién del ejercicio
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donde se ha empleado la siguiente desigualdad de Poincaré en dimen-
sién uno (con el valor éptimo de la constante):

8]
[yl z2(0,0) < ;H?/HL?(O,a)-

EJERCICIO 2. Encuentra las extremales y, caso de existir, el minimo
del funcional

Flyl = /1 2 Gaz?y’(:p)? + a:2y’(x)) dz

en DN C?*(1,2), donde D = {y € C'[1,2] : y(1) = 0}.

Solucion: Denotamos F'(z,y,p) := %x2p2+x2p, de modo que la ecuacién
de EL asociada al problema de minimizacién es

d
0= —d—(x2p +2%) = 2%y + 2zy + 22 =0,
T
que es del tipo Euler. Haciendo el cambio de variables x = €*, y(x) =
u(z), obtenemos
dul du
/ _ons %
y(w) dzz  dz.

"(x) = ) e (L (L) (e du
y ~dx \ dz N dz dz? N dz?2  dz )’

lo que se traduce en u” 4+ v’ = —2¢*, de donde se deduce que ha de ser
u' +u=A-—2e* con A € R. La solucién general de la correspondiente
ecuacion homogénea es up(z) = Ke ?, con K € R. Empleando ahora
el método de variacién de las constantes consideramos u(z) = K(z)e™*
para obtener

K'(z)e " =A—2¢"= K(z)=Ae* —e* + B, BEeER.
En consecuencia
u(z) =A+Be*—¢e*, A BeR.

Deshaciendo el cambio de variables llegamos a
B
y(x) =A+ ik

Imponemos finalmente las condiciones de contorno. La primera de ellas
viene determinada por el propio dominio: y(1) = 0. La segunda procede
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de la relacion F,(2,y(2),y'(2)) = 0, que en nuestro caso se traduce en
4(y'(2) + 1) = 0 o, equivalentemente, y'(2) = —1. Entonces resulta

B
A+B-1=0, ——-1=-1,

de donde se sigue que A =1, B = 0. Por consiguiente, la tinica extre-
mal asociada al problema de minimizacién propuesto viene dada por
Ye(z) = 1 —x. Tanto el funcional como el dominio son convexos, por lo
que necesariamente F alcanza en y. su minimo en D.

O

EJERCICIO 3. [Principio de méxima entropia] Maximiza el siguiente
funcional de entropia

Flyl = / " y(@) In(y(x)) dr
en DN C?(R"), donde

D = {O<y€C’1[0,oo): y(0) =a >0, lim y(zx) =0,
/ y(m)dx—l,/ xy(x)dx—l}.
0 0 a

Solucidn: El problema planteado equivale a minimizar el funcional
Fly] = [;7y(@)In(y(x)) dz en D N C*(RY). Se trata de un proble-
ma de optimizacién con ligaduras, por lo que definimos F*(x,y,p) :=
yIn(y) — Ay — pxy. La ecuacion de EL asociada es In(y)+1—A—px = 0,
de donde resulta y(z) = e#***~1 Imponiendo ahora las condiciones de
contorno se llega a que e*~' = a y a que debe elegirse p < 0 para que
se satisfaga la condicion limite en infinito. Verifiquemos finalmente las
ligaduras: por una parte

1=/ y($)d$=/ e"”’\_ld:r:a/ e‘””d:vz—g,
0 0 0 2

de donde se desprende que ha de ser u = —a. Por otra parte, la segunda

ligadura es siempre satisfecha:
/ ry(z) dr = a/ re “dr=a (—Ee_‘“” + —/ e dx) =—.
0 0 a o aljy a

Por consiguiente, la tinica extremal asociada al problema de minimiza-
cién es y.(x) = ae~**. Tanto el funcional como el dominio son convexos,
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por lo que el minimo de F (o, equivalentemente, el maximo de F) existe

y se alcanza en y.(x).
UJ

EJERCICIO 4. Obtén una condicién necesaria para que una funcién
y (suficientemente regular) sea un minimo local del funcional

/ / K(z, )y )dzd:v+/ab (y(2)? — 2y() () de,

donde K : [a,b] X [a,b] — Ry f : [a,b] = R son funciones continuas
dadas y K es simétrica (K (z,2) = K(z,z)).

(Sugerencia: deriva el funcional en el sentido de Fréchet y repite los
argumentos que condujeron a la deduccion que se hizo en clase de la
ecuacién de EL)

Solucion: Para cualquier funcién test ¢ € Cy(a,b), se tiene

Fly+ep] = //K(x,Z)(y+es0)(x)(y+ego)(z)dzdx

+ [ (+ )@ = 20y + )@ ) de

luego

j [y + e //Klvz Wy + ep)(2) dz dx
+/ / K(x,z)(y + ep)(x)p(2) dz dx
+ / 2(y + ep)(x)p(x) — 20(x) f(2)) dx .

Evaluando en € = 0:

—//K:r;z Yy(2) dz dx
//sz Yo(2) dz da

/ (u(x)plx) — 20(x) f(x)) dz

d
&ﬂy + €y] _

- // (2K (2, 2)y(=) + 29(x) — 2f(x)) p(a) d.
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[gualando a cero la expresién anterior deducimos, con base en el teore-
ma fundamental del calculo de variaciones, que debe cumplirse

b
/ Kz, 2)y(z) d= + y(z) = f(x).

EJERCICIO 5. Explica cémo resolver mediante el método de sepa-
racién de variables el problema de la ecuacion de ondas en 0 < x < L
si la condicién de contorno en z = 0 es de Dirichlet homogénea y la
condicién de contorno en x = L es de Neumann homogénea. En el caso
de la cuerda vibrante esta situacién corresponde a una cuerda fija en
un extremo y libre en el otro. Resuelve el problema para una cuerda
libre en los dos extremos.

Solucion: Consideremos la ecuacién uy = c®u,, planteada en [0, 00) X
[0, L], con condiciones de contorno asociadas u(t,0) = 0, u,(t, L) = 0.
Si planteamos el método de separacién de variables u(t, x) = T'(t)w(z),
obtendriamos T” (t)w(z) — T (t)w”(x) = 0, o equivalentemente

0 _ ), g

T(t) w(x)
lo que da lugar a dos problemas independientes. El primero de ellos
consiste en encontrar las soluciones de la ecuacién diferencial de se-
gundo orden w”(z) + Zw(z) = 0, sujetas a las siguientes condiciones
de contorno: w(0) = w,(L) = 0. Para valores del pardmetro A < 0,
la tnica solucién posible es la trivial. Si A > 0, entonces la solucién
general viene dada por

w(x) = Acos (\/Txx) + Bsen (@x) .

Al aplicar las condiciones de contorno obtenemos

A=0, B\/Xcos (@L) =0,

C

de donde se desprende que los valores propios son de la forma A, =
(n—%)ﬂc 2 (n—%)w
L L

El resto del proceso sigue los pasos del desarrollo teérico expuesto en

y las funciones propias w,(z) = sen < x), con n € N.
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las notas de clase correspondientes a la semana 5. Ahora resolvemos

2
T (t) + (mTQ)m) T, (t) = 0, de donde se obtiene

10 = oo (P ¢ e (227

por lo que se propone como solucién un perfil de la forma
- (n — me (n — Yme (n—Hm
ta)=>Y |A, —2—t)+B, —2— —2—z .
u(t, x) 2 [ cos ( 7 + B, sen 7 sen 72

Partiendo de datos iniciales arbitrarios u(0, z) = ¢(x) y u:(0, ) = ¢(x)
se tendria
1

) olz) = i Ansen (@) ,

(3) b(z) = % i <n . %) B, sen <@x) .

n=1

1 ™
Para calcular los coeficientes A,, podemos multiplicar (2) por sen <(m L2) a:)
e integrar entre 0 y L, de donde se obtiene

/0 " (@) sen <@x> dz

S [ (O (20

n=1

L 1 2
= Am/ sen <Qm) dx = £Am.
0 L 2

Se procede andlogamente en (3) para calcular B,,.
En el caso de una cuerda libre en los dos extremos (w,(t,0) =
w,(t, L) = 0) se tiene

B=0,

AV A
VA sen <\/——L) =0,
c c
de donde se deduce que los valores propios son ahora
nmwc
do=0, h = (-
por lo que las funciones propias vienen dadas por

2
) , neN,

wo(x) = constante, w,(z) = cos <%x) , neN.
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Resolviendo la ecuacién para T'(t) obtenemos
nmwe nme
To(t) = Ao + Bot, T,(t) = Acos (%t) + Bsen (%t) , neN,

por lo que se propone como solucién un perfil de la forma

u(t,x) = A0—|—Bot—|—z [A coS (nzc ) + B,, sen (nTmtﬂ coS (%x) )

Partiendo de datos iniciales arbitrarios u(0, x) = ¢(z) y u(0,2) = ¢(x)
se tiene

(4) o(r) = A + f: A, cos <n%x> :
(5) Y(z) = By + % ian cos (%x) :

Para calcular los coeficientes A,, podemos multiplicar (4) por cos (%x)
e integrar entre 0 y L, de donde se obtiene

/OLso( )cos( >d$—ZA / Cos<nﬂg>cos<%x> dx

L
L
:Am/o cos(%:n) dszAm, n € N.

Por otra parte, para calcular A, basta con integrar (4) entre 0y L:

L
/ o(x)de = AgL.
0

Se procede andlogamente en (5) para calcular B,,.

EJERCICIO 6. Resuelve explicitamente el problema asociado a la
ecuacion de ondasen z € R, t > 0, con velocidad ¢ = 1, correspondiente
a los datos iniciales

0, si z <2
r—2, si 2<x<3
4—z, si 3<x<4

0, si x >4

u(0,z) =

y u;(0,z) = 0. Dibuja el dominio de influencia de la condicién inicial y
el dominio de dependencia de un punto genérico (¢, z), senalando en la
grafica los valores no nulos de la solucién. jPara qué valores de ¢ > 0
se cumple u(t,0) # 0?7 Dibuja la solucién en tiempo ¢ = 2. Resuelve
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el problema mixto con los mismos datos iniciales y con condiciones de

Dirichlet homogéneas en el intervalo 0 < x < 6.

(Nota aclaratoria: pese a que el dato inicial no satisface aparente-
mente las condiciones de reqularidad que permiten aplicar con rigor los
teoremas de la semana 5, procédase sin tener esto en cuenta)

Solucion: La solucién del problema la define la férmula de D’Alembert:

(0, si r+t<2
M2 s 2<p+t<3 y x—t<2
r—2, si 2<x+t<3 y 2<xr—1t<3
=t st 3<a+t<4 y  x—t<2
1—t s 3<z+t<4 y 2<x—t<3
u(t,z) = 4—x, si 3<z+t<4 y 3<zx—t<4
0, si r+t>4 Y r—1t<2
=28t w4+t>4 y 2<z—t<3
4‘5“, si r+t>4 y 3<zrx—1t<4
L 0, si r—t>4

El soporte de la funcién u(0, ) estd contenido en el intervalo (2,4).
Por tanto, su dominio de influencia viene dado por la figura siguiente,
que estd delimitada por las rectas x = 2—t (por la izquierda) y x = 4+t
(por la derecha):

2+ 2 4 4+t X 2t 2 4 4+t X

F1GURA 1. Dominio de influencia del intervalo [2,4]. En la
Figura derecha se ha eliminado la zona en la que la solucién
es cero, como pedia el enunciado

Para un punto genérico (¢, z), su dominio de dependencia lo repre-
senta la siguiente figura:
De la Figura deducimos que u(t,0) # 0 para t > 2.
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(tx) (1 tx)

X

F1GURA 2. Dominio de dependencia del punto (¢, z). Se han
dejado en la figura derecha los valores para los que la funcién
es no nula.

La solucién para t = 2 es (nétese que basta con adaptar la expresién
de la solucién general para este valor de t)

(0, si <0
5, st 0<zr<l1
2771, si 1<zx<2
u(t =2,z) = 0, si 2<x<4 |
24 st 4<a<5h
6%1, si b<x<6
L 0, si x>6

y su grafica tiene la siguiente forma:

A

t

1”2 /\

FIGURA 3. Representacion grafica de la funcién u(t = 2, x).

Para el problema mixto usamos el método de separacién de variables:
u(t,z) = T(t)w(zx), de donde resulta T"(t)w(x) — T(t)w"(x) = 0, o
equivalentemente

T// t "
) _w') g
@)  w()
Aplicando las condiciones de contorno (Dirichlet homogéneas) se obtie-
ne w(0) = w(6) = 0, de donde se sigue que los valores propios asociados
al problema de contorno para la ecuacién w”(z) + Adw(x) = 0 son \,, =
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(%)2 y las funciones propias son los miltiplos de wy,(z) = sen (?x),

con n € N. Por otra parte, la ecuacién diferencial 7, 4 (%)2 T, =0
tiene por solucién general

T, (t) = Acos (%Tt) + Bsen (%t) , A/ BeR.

Buscamos una solucién que sea una superposicion de las funciones
T, (t)w,(x), es decir:

D) =3 [Ancos (“e) + Bysen (220) ] sen ()

n=1

Imponemos finalmente las condiciones iniciales. De (0, x) = 0 se de-
duce inmediatamente que B, = 0. Los coeficientes A,, se calculan me-
diante el Teorema 4.2 de la semana 5, dado que u(0,z) := p(z) es
continua, tiene derivada continua a trozos y satisface ¢(0) = ¢(6) = 0.
Se tiene entonces que A, = ¢,, donde

On = 1/06 () sen (7”;_#93) dx

2
+ — [6cos (n_w) — 2cos <n_7r> — 4 cos
nw 2 3

- (71173)2 {256“ (7) —sen () —sen (MTW)] |
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EJERCICIO 7. Resuelve el siguiente problema:

Uy = gy, en [0,00) x [0, L]
1 3
u(0,x) = sen (%m) + 5 sen <%m) , z€][0,L]
u(0,2) =0, x€l0,L]
u(t,0) = u(t,L) =0, en [0,00)

Solucion: El problema planteado satisface las hipdtesis del Teorema 4.1.
(semana 5) en el intervalo I = [0, L], con ¢(z) = sen (2£) + 3 sen (27%)
(que es una funcién de clase C* con derivada tercera continua a trozos)
vy ¢ = 0 (que es obviamente una funcién de clase C' con derivada
segunda continua a trozos). En efecto, es inmediato verificar que 0 =
0(0) = (L) = ¢"(0) = ¢"(L) = ¥(0) = ¥(L). Ademas, la solucién es
Unica en virtud del método de la energia. Procedemos a continuacion a
calcular dicha solucién. Emplearemos para ello el método de separacion
de variables: u(t,z) = T(t)w(x), que en nuestro caso se traduce en

T"(t)w(z) — AT (t)w”(x) = 0, o equivalentemente

T _ Lw'@) g

lo que da lugar a dos problemas independientes. El primero de ellos con-
siste en encontrar las soluciones de la ecuacién diferencial de segundo
orden w”(z) + 2w (x) = 0, sujetas a las siguientes condiciones de con-

torno: w(0) = w(L) = 0. Se trata de un problema de Sturm-Liouville

que admite por valores propios a todos los de la forma A\, = (%)2
y por funciones propias a los multiplos de w,(x) = sen (%x), con

n € N. El segundo problema a resolver es, pues, la ecuacion diferencial

T + (%)2 T,, = 0, cuya solucién general es

nmwc nmwc
T, (t) = Acos (—t) + Bsen <—t> , A, BeR.
L L
Nuestra candidata a solucion sera, por consiguiente, una superposicion
definida de la siguiente forma:
oo

u(t,x) = Z [An Ccos (%t) + B, sen (nTmtﬂ sen (%x) :

n=1
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Solo nos queda imponer las condiciones iniciales para saber como hemos
de elegir los coeficientes A,, y B,, en la expresion anterior. Se tiene:

- 1
u(0,x) = ZAn sen (%x) = sen <%$) + 5 sen <3%a:> ,
n=1

u(0,2) = Z %Bn sen (n—gac> =0.

n=1

Por tanto, ha de ser B, = 0 paratodon > 1, A; =1, A3 = % yA,=0
para cualquier n # 1,3. Por consiguiente, la tinica soluciéon a nuestro
problema viene dada por

(t )_ (Wct) <7r )+ 1 37rct 3T
u(t, x) = cos 7 sen Lx 2Cos 7 sen Lx .

EJERCICIO 8. Resuelve el siguiente problema:
U = Uy + 22, en [0,00) x [0,1]
u(0,2) =2 —2, x¢c]0,1]
u(0,2) =0, z€]0,1]
u(t,0) = u(t,1) =0, en [0, 00)

(Sugerencia: emplea un procedimiento similar al del Ejercicio 2 de la
semana 5).

Solucion: Buscamos una solucién que sea de la forma

(6) u(t,z) = uy(z) +up(t, ),

donde u,(z) es una solucién particular de la ecuacién no homogénea
(7) (up)er = ¢*(tp)aw + 2°

sujeta a las condiciones de contorno

(®) 1y(0) = u,(1) = 0,

en tanto que uy(t, z) proviene de resolver la ecuaciéon homogénea

(9) (un ) = 62(uh)a:m

junto con las condiciones de contorno

(10) up(t,0) = up(t,1) =0

y los datos iniciales

(11) up(0,7) = 2° —x —u,(x),  (un):(0,2) =0,



14 JOSE LUIS LOPEZ & JUAN SOLER

conforme a (6). Para estas u, y u;, se tendria

uy =0+ (un)e = ¢ (un)aa ,

Clge + 22 = A (Up) gz + A(Un)zw + 7% = (W) + A (Un) ze = A (Un) 2z
u(0, 1) = up(x) + up(0,7) = up(x) + 2° — 2 — uy(x) = 2° — o,
ur(0,2) = 0+ (up):(0,2) =0,

u(t,0) = u,y(0) + up(t,0) =0,

u(t, 1) = up(l) +up(t, 1) =0,

en virtud de (6) y (11). Luego la funcién construida en (6) serfa, en
efecto, la solucién de nuestro problema.

FEtapa 1: cdlculo de u,. Como u,(z) no depende de ¢, al sustituir en
la ecuacién (7) resulta ¢*u)) = —2*, de donde se desprende (sin més que
integrar dos veces) que

1
up () :—@x4+Ax+B, A, BeR.

Imponiendo las condiciones de contorno (8) resulta B=0y A =
luego

1
1227

1 3
up(x) = @x(l —x°).

Etapa 2: cdlculo de uy,. Buscamos ahora una solucion de la ecuacion
(9) sujeta a las condiciones de contorno e iniciales (10) y (11), respecti-
vamente. El método de variables separadas nos proporciona soluciones
de la forma u(t,z) = T'(t)w(z), de modo que

T ()

=c

T(t) w(z)
lo que da lugar a dos problemas independientes. El primero de ellos
consiste en encontrar las soluciones de w”(z) + Zw(z) = 0 sujetas a
las condiciones de contorno w(0) = w(1) = 0. En este caso los valores
propios son A, = (nmc)? y las funciones propias w,(x) = sen(nnz), con
n € N. El segundo problema a resolver es T” + (nmc)*T,, = 0, cuya
solucion general es

T,(t) = Acos (nmct) + Bsen (nmct) , A, B € R.

=-XeR,

La solucién que buscamos serd, por consiguiente, una superposicion
definida de la siguiente forma:
up(t,z) = Z [A,, cos (nmct) + By, sen (nmet)] sen(nmx) .

n=1
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Solo nos queda imponer las condiciones iniciales para saber como hemos
de elegir los coeficientes A,, y B,, en la expresion anterior. Se tiene:

S 1
up(0,z) = Z Apsen(nmz) = 2* — x — @x(l — %),
n=1

(up):(0,2) = Z nmeBy, sen(nmz) = 0.

n=1

Por una parte, se tiene que B, = 0 para todo n > 1. Para identificar
los coeficientes A,, usaremos el Teorema 4.2 de la semana 5. Se tiene

-z ——a(l -2*) = Z ap sen(nmz),

con

1
1 1
a, = 2/0 (@x‘l + % — (1 + @> x) sen(nmx) dx

1 z! IR S L
= — | —— cos(nnz) —i——/ z° cos(nmx) dx
602( nm ’0 nm Jo
+ 2 (——cos(mrx)‘o—l——/ x” cos(nmx) dx)
nm nt Jo

oot —x()}1+1/1()d
]_202 i cos\nrmtx 0 i ; cos\nmx €T

1 /(=1)"t! 12 [t
- @< nzr - (n7r)2/0 z% sen(nmr) dm)

6 [, 1 (="
= dr + — 7

+ o . x* cos(nmx) dr + -
6 [, 2 [,

= — [ z°cos(nmz)der — —— [ z°sen(nwzx)dx
nm Jo (enm)?

_ 6 (x—Qsen(mr:v)}(l) -2 /0 i sen(nma) da:)

nmw \nm

- _(CTLLT()Z <_7j_7r cos(nwm)|é+ %/0 x cos(nmx) da:)
_ 62(;)5 4+ (=1)" (1 + 6¢2)(n)? — 2)] .

EJERCICIO 9. Una cuerda de longitud m, con los extremos fijos e
inicialmente en reposo, es desplazada de su posicién inicial u(0,z) =
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(). Su movimiento estd frenado por la resistencia del aire, que es
proporcional a la velocidad en cada punto, de modo que la ecuacién
del movimiento puede escribirse de la siguiente forma:

Ut = Ugy — Qﬁut ) YRS [Oa ﬂ-] )

con 0 < B < 1. Calcula la expresion general de la solucién.

Solucion: Que la cuerda tenga los extremos fijos significa que u(t,0) =
u(t,m) = 0. Por otra parte, que esté inicialmente en reposo se traduce
en u(t, x) = 0. Por consiguiente, el problema a resolver es

Ut = Ugy — 2Puy, en [0,00) x [0, 7]
u(0,2) = p(x), xe€l0,m

u(0,2) =0, x€[0,7]

u(t,0) = u(t,m7) =0, en [0,00)

Emplearemos para ello el método de separacion de variables: u(t,z) =
T(t)w(zx), que al sustituir en la ecuacién de ondas de nuestro problema
resultaen 7" (t)w(x) =T (t)w" (x)+281"(t)w(x) = 0, 0 equivalentemente

() +28T'(t)  w'(z)
0) =) - SR

lo que da lugar a dos problemas independientes. El primero de ellos
consiste en resolver la ecuacién diferencial w”(x) + Adw(x) = 0 junto
con las condiciones de contorno w(0) = w(7) = 0. Los valores propios
son en este caso A, = n? y las funciones propias w,(z) = sen(nz), con
n € N. Como consecuencia, la ecuacién diferencial que hay que resolver
para encontrar T'(t) es T/ (t) + 28T (t) + n*T,(t) = 0, cuya solucién
general es

T,(t) = e ? (A cos(y/n? — %t) + Bsen(y/n? — /52 t)) :

pues la ecuacién caracteristica u? + 26u + n? = 0 tiene por raices
p+ = —f+iy/n? — (2. Lasolucién que buscamos sera, por consiguiente,
una superposicién definida de la siguiente forma:

[e.e]

u(t,z) = e Pt Z (An cos(v/n? — 2t) + B, sen(y/n? — 32 t)) sen(nx) .

n=1
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Imponiendo finalmente las condiciones iniciales resulta

u(0,z) = Z A, sen(nx) = p(z),

u(0,2) = —p ZA” sen(nx) + Z Bn\/n? — B?sen(nx) =0,
n=1 n=1

luego A,, = ¢, (esto es, los coeficientes que aparecen en el desarrollo
del Teorema 4.2 en las notas de la semana 5) y

Bon

para todo n € N. Por consiguiente, la solucién buscada es

B, =

[e.e]

u(t,z) = e P Z ((pn cos(y/n? — [%t) + \/% sen(y/n? — (2 t)) sen(nz) .

n=1

EJERCICIO 10. Sea B(0,1/2) C R? la bola centrada en el origen de
R? y de radio 1/2. Discute para qué valores de k € R la funcién f :
B(0,1/2) — R definida por f(z) = |In |z||* pertenece a H(B(0,1/2)).

Solucion: Las derivadas débiles de primer orden de f son de la forma

X

’kfl.

S _ k signo(ln |z|)—=| In |z|

(9@

Para verificar las propiedades de integrabilidad tanto de f como de %
introducimos coordenadas polares. Por una parte, se tiene

|2

1

2
1£1Z250./2) = 27T/ r(lnr)* dr < oo,
0

pues lim,_,o{7|In7|?**} = 0 cualquiera que sea k € R. Por otra parte,
necesitamos elegir k < % para que la siguiente integral tenga sentido:

of
(9xi

2 1

= 271']{72/2 1(11170)2’“’2 dr
0

r

L2(B(0,1/2))
1

= 27k? <(1nr)2k_1 - (2k —2) /2 1lnr(lnr)%_?’ dr)
0 0o T

2 * 21 2k—2
= 27k In 5 —(2k —2) ;(ln )T dr ]
0
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de donde se deduce que

21 In £)%-1
/0 () dr = (2/:)—1 ’
luego
‘ of |I° _2mk(ny)*t
Ox; L2(B(0,1/2)) 2k —1

Por consiguiente, basta con elegir k < § para asegurar que f € H'(B(0,1/2)).

EJERCICIO 11. Dado Q2 C R? un dominio acotado y regular, pro-
porciona ejemplos de que las siguientes inclusiones no son ciertas en
general:

(1) L2(Q) C Hy ().

Solucidn: (i) La funcién caracteristica de un subconjunto w C €. (ii)
Cualquier funcién de clase C*(2) que no se anule sobre la frontera. (iii)
La del Ejercicio 10. (iv) f(z) = ‘%' en Q = B(0,1). (v) La funcién de
Dirichlet.

EJERCICIO 12. Sean u € H*(R?) y
b

un(z,y) =n *u(n"z,n %), neN.

Encuentra a, b, c € R tales que

HunHLQ(R?) = HUHLQ(RQ)’
1
Hvun||L2(R2) = ﬁ HVUHLQ(RZ) )
1
| Ay || L2@mey = v | Aul|r2(e) -

.Se puede afirmar que la sucesién {u,} es acotada en H?(R?)?

Solucion: En primer lugar tenemos

_a+b;—c

||un||L2(R2) =nNn uHLQ(RQ) s
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luego ha de cumplirse
(12) 20 =b+c.

En segundo lugar

HvunHL2(R2) = n*a (/
R2

de donde concluimos que ha de ser

ou ou
- —c’™ —b —c
(20

2 3
dy dx) ,

(13) a=2, b=c.
Finalmente
0%u 0%u 2
 —a -20Y Y —2c " —b —c
| Aty || 22y = 1 (/R2 (n 92 +n 8y2>(n T, n y))‘ dydx)
luego
(14) a+b=4.

Combinando (12), (13) y (14) obtenemos a = b = ¢ = 2. La sucesién
{u,} es acotada en H?(R?), en tanto que

lunllz®ey = [lullzee),
1
IVunllzz@e) = —5 [IVullzage) < [IVull 2,
1
||AUn||L2(R2) = i ||Au||L2(R2) < ||Au||L2(R2) .

EJERCICIO 13. Sean 2 C R? un dominio acotado y f,g1,...,94 €
L?(£2). Demuestra que el problema de contorno

—Au= f—div(g) en Q
(15) { u =0 en 00

admite una tinica solucién débil u € H} (). Si es posible, caracterizala
como la solucién de un problema de minimizacion.

Solucion: La formulacién débil asociada al problema (15) es

/QVU~Vg0dx:/Q(f—div(g))<pdx

1
2

9
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para toda ¢ € H}(Q2) (véase (a) en la pagina 19 de las notas de la
semana 4). Podemos plantearnos en tal caso aplicar el teorema de Lax-
Milgram con las siguientes elecciones:

H=H®). aluy) = [ VaVeds, Flo)= [ (f=divip)pde.

El funcional a(-,-) es claramente bilineal y simétrico. La continuidad
de a(-,-) se sigue de
la(u, ©)| < [Vull 2@ lIVell2@) < llull o llella @) -
Por otra parte, la coercividad de a(-,-) es consecuencia de
(16) a(u,u) = [|Vul[72) = |[Julllf2q) -

(véase el ftem (ii) del Ejercicio 3 de la semana 4). Finalmente,

F(p) / (f — div (g))p da / (fo+g-Vp)da

< Nfllzzllellizz@) + 92 I Vel L2
< (I llz2e) + N9l ez) el -

por lo que F' : H} — R es lineal y continua. Por consiguiente, el teorema
de Lax-Milgram garantiza la existencia y unicidad de solucién débil de
(15) en H}(Q). Ademsés, dicha solucién puede verse como el minimo
del siguiente funcional:

1
1) = 5IVeliagy — [ (F = div @)pda.

EJERCICIO 14. Se considera el siguiente problema:

(P) = { —eAu + B(z) - Vu+a(:v)z z(])”(x) EE 2527

donde Q es un compacto de R? con frontera 02 regular, € > 0, a €
C°(Q), B € C%(Q)? una funcién vectorial y f € L*(Q).

(i) Plantea la formulacién variacional del problema.?
(ii) Suponiendo que

(17) | (8@ Vela) (@) + ala)o(w))do = 0

2Es decir, encuentra un espacio de Hilbert X, un funcional bilineal a : X x X — R
y un funcional lineal F': X — R tales que el problema (P) pueda reescribirse de la
forma a(u,v) = F(v), para todo v € X
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para toda funcién ¢ definida en el espacio funcional del {tem (i),
demuestra que existe una tnica solucién del problema (P).

(iii) ;/Permite el teorema de Lax-Milgram asociar al problema varia-
cional anterior un problema de minimizacién? Justifica la res-
puesta.

Solucion: (i) El espacio de Hilbert con el que vamos a trabajar, mo-
tivado por las condiciones de contorno, es Hg({2). Definimos la forma
bilineal a : Hj(2) x Hj(2) — R de la siguiente forma:

a(u, ) = /Q (eVu(:c) -Vo(x)+B(x) - Vu(z) o(x) +a(x)u(w)g0(x)> dx .

Es facil de comprobar, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, que
la forma bilineal esta bien definida a partir de las propiedades de «,
B (que son funciones continuas sobre el compacto €2 y, por tanto, aco-
tadas) y del hecho de que u,p € H}(Q). Por otra parte, definimos la
forma lineal F': Hj(2) — R del siguiente modo:

Fv) = / f(@)p(z) d

De nuevo, podemos asegurar que F' estd bien definida para toda ¢ €
H} () en virtud de la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

(ii) Usemos el teorema de Lax-Milgram para dar respuesta a este
apartado. La forma bilineal es continua ya que

la(u, )] < €| Vullp2 ) IVl L2 + 18]l 2o @ | Vull 2@ ll¢ll 22
+ |l Lo o Jull 2y |2l 22 )
< Cméx{e, [|al e @), [|8] 2o HIull] ell]

donde hemos considerado ||| - ||| (definida en (16)), que es una norma
equivalente a la usual en HJ () (de ahf la constante C).
Igualmente, F' es continua en H}(Q) ya que

(@) < 12 llellz@ < [[fllz@lllell]-

Por otro lado, la forma bilineal es coerciva puesto que
a(u,u) = / <€|VU(I)|2 + B(x) - Vu(z) u(z) + afz)u(r)? >dw
Q

> ¢ [ [Vu@) do = eful].
Q

en virtud de (17). En este caso la constante de coercividad es € > 0.
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Por tanto, tenemos una igualdad entre una forma bilineal, continua
y coerciva y una forma lineal continual sobre HJ(f2) de la que deduci-
mos la existencia de una tinica funcién u € H}(92) que es solucién del
problema variacional

(Py) = encontrar u € H} ()
V) tal que a(u, ) = F(p), Yo € Hi ().

Como comentamos en la parte tedrica de este tema, el hecho de que
L*(Q) € H7'(Q) implica que la solucién estd, ademas, en H%(), por
lo que el problema (P) es satisfecho en casi todo punto de €.

(iii) El teorema de Lax-Milgram no asegura que el problema (P) (o
su equivalente variacional (Py)) admita una formulacién equivalente en
términos de un problema de minimizacién, toda vez que el funcional
a(+,-) no es simétrico.

EJERCICIO 15. Sean [ = [0,1] y «, € C*°(I) tales que
alx) >ap >0, px)>pF >0, Vrelll].

Sea también f € L*(I). Se considera el siguiente problema: encontrar
u € H*0,1) tal que

ut(z) — (@) (2)) + B(x)u(z) = f(z), =€ (0,1)
(P) = { w(0) = w(0) = u(1) = w/(1) = 0

(i) Teniendo en cuenta que H?(0,1) C C1(0,1), plantea una formu-
lacién variacional del problema (P).

(ii) Prueba que el problema variacional establecido en (i) admite una
Unica solucion.

(iii) Prueba que la solucién del problema variacional planteado en
(i) es solucién de (P), sabiendo que la solucién del problema
variacional estd en H*(0,1).

(iv) (Permite el teorema de Lax-Milgram asociar al problema varia-
cional anterior un problema de minimizacién? Justifica la res-
puesta.

Solucidn: (i) Consideramos el espacio

(18) v ={pe H*0,1), ¢(0) = ¢(1) = ¢(1) = 0.

Como H?(0,1) c C*(0,1), la derivada de primer orden estd bien defi-
nida pero la derivada segunda no; es por ello que ¢”(0) no aparece en
la definicién de V. Hay que probar (ejercicio) que V' es un subespacio
cerrado del espacio de Hilbert H?(0,1), en cuyo caso se tendria que V
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es también un espacio de Hilbert (con el produto escalar heredado de
H?(0,1)).
Multiplicamos (P) por ¢ € V e integramos por partes en [0, 1]:
1 1 1 1
/ f(x)p(x)de = —/ (u?’)gal + au' ¢’ +6u<p> dx +u3)<p] — au/cp]
0 0 0 0
1

1
— / (u”gp” + o' + ﬁucp(m))dm — u”tp’}
0

0
1
= / (u”ap” +au'y' + ﬁugp) dx .
0

Como partimos de una funcién v € H*(0,1) (en particular, u” €
H?(0,1) € C'(0,1)), se tiene que las derivadas segunda y tercera de
u estan definidas en todo punto, lo que permite afirmar que todos los
términos de frontera desaparecen. Por tanto, definimos la forma bilineal
a:V xV — R como

1
a(u,v) = / (u”gp" + o' + ﬁugo) dx
0

y la forma lineal F': V' — R como

1
Fo) = [ faola)do.
0
El problema variacional queda definido como sigue:

(Py) = encontrar u €V
Vi tal que a(u,p) = F(p), Vo eV

(ii) La aplicacién a(-,-), claramente bilineal, también es continua:
la(u, 0)] < w201 E200,1) + el zoeo,n 1 | 220,11l 2200,1)
+lIBl e, l[ull 2oy ol 20,1y
< Cllullzopllella2o)

con C' = max{1, ||| z=,1); ||8]| (0,1} Ademas, es coerciva en V:

1
a(u,u) = / ((u”)2 + afu')? + 6u2>d:v
0
> min{L, ao, Bo}l[ullfr ) -
Finalmente, F' es continua en V:

|F(o)| < [ fllzzopllelzzon < I fllz2onllellz2o -

Por tanto, el Teorema de Lax-Milgram asegura que existe una tnica
solucién w € V.C H?(0,1).
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(iii) Como u € V. N H*(0,1), basta con integrar por partes dos veces
en la ecuacion variacional, usando las condiciones de contorno de V,
para llegar a

/01 (u4> — (o) + Bu — f)cpdm —a"(0)#(0) = 0.

Como esta igualdad debe satisfacerse para toda funcién ¢ € V', po-
demos restringirnos a las que verifiquen ¢’(0) = 0. Como ademés
0(0)=p(1)=0y ¢ € V C C'(0,1), deducimos que

u? — (o) + Bu = f.

Finalmente, para un elemento ¢ € V genérico (es decir, que no ha
de satisfacer necesariamente ¢'(0) = 0) deducimos que necesariamente
u”(0) = 0, lo que completa las condiciones del problema (P).

(iv) Puesto que la forma bilineal a(-,-) es simétrica, el teorema de
Lax-Milgram asegura que el problema (P) (y su problema variacional
asociado (Py)) es equivalente a

encontrar uw €V

(Par) = tal que  Flu] = min Fly|, Fl¢| = %a(gp, p) — Flp)

eV

EJERCICIO 16. [Teorema de Noether| Considérense 0 < x¢ < x; y
el funcional

1
(19) Flol= [ ala)ds.
x0
junto con la siguiente transformacion:
~ e2¢Inzx ~ €
(20) T=¢(x,ye) =e" ", y=1p(z,y;€) = ye .

(i) Demuestra que se cumple

O, giv) = d(x,yre+v), Y(E,Gv) =v(@,yet+v),
para cualesquiera €, v € R.
(ii) Demuestra que

b ¢ (b,y(b)se)
/ vy (2)* dr = / Ty (2)*dx
a @

(a.y(a)e)
para cualquier subintervalo [a, b] C [z, 21].
(iii) Para transformaciones uniparamétricas que cumplen la propie-
dad de simetria establecida en (ii), el teorema de Noether afirma
que la magnitud

N(z,y,y') :=FyB+ (F—y'F,)A
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es constante sobre cualquier extremal de

Fly] = /x1 F(z,y(z),y (z)) dz,

zo

donde

d
07 B(;U,y) :aw(xvlhe)

d

€= €=

son los llamados generadores de la transformacién.
Calcula los generadores y encuentra la magnitud conservada
N(z,y,y") para el funcional (19) y la transformacion (20).
(iv) Emplea la ecuacién de Euler-Lagrange asociada al funcional (19)
para comprobar que N(z,y,y’) es constante sobre las extremales

de F.
(v) Encuentra todas las extremales de F que satisfacen y(1) = 1y
N(z,y,y") =0.

Solucidn: (i) Se tiene
¢(§7 y) l/) — 662" Inz — €€2V€261n$ — ¢(.ZE, e + V) 7
Y(,y;v) = ye’ = ye‘e” = Y(z,y;€ +v).

(ii) En virtud de la regla de la cadena, se tiene

d~ d ’ P~ ~ 2 2e
fg%f)?df = f<£y/(x)d_;) dx:x(eey/(x)e_%%) P
1 2e
= :(373/(37))2:66 “dr = zy/(v)* du .
T

(iii) Se tiene

Az, y) = (2¢*TInz)

=2xlnx, B(x,y)=1y
e=0

e=0

Por consiguiente,
N(z,y(z),y (z)) = FyB+ (F—y'Fy)A=2zy (z)(y(z) —zInzy/(z)) .
(iv) La ecuacién de EL es

(21) 0= Fy— o(Fy) = (20 (2)).
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Por tanto, para cualquier solucién de (21) se satisface

LN y@) @) = e (20/(@) () ~ 2y (2) )
+ 22y (z)( — y'(z) Inz — 2y’ (z) Inx)

- %(%y’(:v)) (y(z) — 22/ (z) Inz)

= 0.

(v) La solucién general de (21) es y(x) = C Inz+Cy, con Cp, Cy € R.
Como ha de ser y(1) = 1, necesariamente Cy = 1. Por otra parte, al
evaluar N en (y(x) =Cilnz+1,y(x) = %) obtenemos N = 2C', que
unicamente se anula si C; = 0. Por consiguiente, la tinica extremal que
satisface las condiciones pedidas es la constante y = 1.

EJERCICIO 17. Se considera el funcional
1
Fly] = / (z +2)2(y (v))* dx

1
definido en

1
D = {yGCS(—Ll),/ y () de =1,

1

/11 \/x1—+2 ven (1% In(z + 2)>y(w) dz = 0}.

;Tiene F minimo en D N C?(—1,1)? En caso afirmativo, calcilalo e
indica en qué funcién se alcanza.

Solucién: Denotamos p = v/, F(z,y,p) = (2 + x)?p?,

3
F*(z,y,p) = F(z,y,p) — \y° — \/jﬁsen (%hl(x + 2))1/-

La ecuacién de EL asociada a F™* es

* d *
0= H =@t
1 3m d
= F,—2\y- (25 @ +2)) = F,
v vrr2 \In3 nw+2)) =gt

_ oy M 3 _od 2
= —2\y msen<lngln(x+2)> de((x+2) p)

sen <3—7T In(z + 2)),

= 2@ +2)%" —4(z+2)y —2\y — 3

1
VT 42
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o equivalentemente

3
(x+2)%" +2(2+2)y + Ay + 2T In(z + 2)) =0,

s
vzt i3

con condiciones de contorno y(—1) = y(1) = 0. Si verificamos que

(22) O(z) = \/x1—+2 sen (1:31_7;) In(z + 2))

es una funcién propia del problema de contorno homogéneo

(23) (z+2)%" +2Q2+2)y + iy =0, y(=1)=y(1)=0,
entonces el problema de minimizacion planteado entraria en la cate-
goria de problemas isoperimétricos, cuyas soluciones fueron estudiadas
en las notas de clase correspondientes a la semana 2.

Para resolver (23) empleamos el cambio de variables propio de las
ecuaciones diferenciales de tipo Euler: = + 2 = €, y(x) = u(z), de
donde resulta

y'(x) = o 1 _ B
dzx+2 dz

"(x) = () e (L + dz—ue_z =¥ u_du
y dx \ dz N dz dz? N dz?2 dz

lo que se traduce en

v du
con condiciones de contorno asociadas
(25) u(0) = u(In(3)) = 0.

Para valores A < ;11 la tinica solucién del problema anterior es la trivial.
Por tanto, los valores propios hay que buscarlos en el rango A > %1, en
cuyo caso la solucion general de (24) es

(A coS (#z) + Bsen (#z)) A, BeR.

Imponiendo las condiciones de contorno (25) se obtiene

A=0, sen (#IH(S)) =0,

de donde se desprende que los valores propios son de la forma

1 onm \2
= — 1
An 4[+(1n(3))]’ n €N,

[SIEN

u(z) =e”
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en tanto que las funciones propias son

In(3)

Deshaciendo el cambio de variable se tiene

\/xK_H sen (% In(z + 2)) :

luego la funcién ® de (22) coincide con ®3. Basdndonos entonces en
la teoria de problemas isoperimétricos (Teorema 1.1 de las notas de
clase correspondientes a la semana 2 y posibles variaciones del mis-
mo) podemos concluir que el minimo de F se alcanza en ®(x) =

®,(2) = Ke 2 sen( z> , KeR.

®,(z) =

2
\/f+2 Sen (ﬁ In(z + 2)) y vale A\; = 1 {1 + (%) } . Para calcular K

basta con imponer que se cumplan las ligaduras. La segunda se cumple
automaticamente por la propiedad de ortogonalidad de las funciones
propias (véase la Nota 1.2 en la documentacién de la semana 2). Para
que se cumpla la primera se requiere que

1y . 2
1 = K? 1 2
/_1x+286n (ln(3) n(z + )) dx
K21n(3) (ﬁln(x +2) _sen (%ln(m + 2))) ]1
1

T 2 4

2
= L),

luego K = =+, /ﬁ. En conclusiéon, F alcanza el minimo en las funcio-

nes &; = & ﬁﬁ sen (ﬁln(m + 2)) y F[®] = 1.



