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EJERCICIO 1. Se considera el funcional
2 2
Flol= [ (o437 @)’ do.
-2

definido en

D = {yeC’[-2,2]nC)(-2,2) tal que

/22(() dx—l/m (7(1-)1n(33+3)>y(a:)dx:0}.

Justifica la existencia de minimo de F[y] en D N C?[—2,2] y calciilalo.

Solucion: Comenzamos construyendo el funcional

F*(z,y,p) = (z + 3)°p* — Ny

y escribiendo el problema de contorno de Euler-Lagrange asociado al mismo:!

* d *\ d 2 _
F; %(Fp)_ 2\y d$(2(x+3)p)—0,

y(-2) =y(2)=0.
O, equivalentemente,

(x+3)%" +2(z+3)y + \y =0,
y(=2) =y(2)=0.
Se trata de una ecuacién diferencial de tipo Euler, que puede reducirse a

una con coeficientes constantes mediante el cambio de variable x + 3 = €*. En
efecto, considerando y(z) := u(z) es claro que

du 1 du

! — el —Z
y (@) dzz+3 dz ’

"(x) = i dfu*’z =e ? @*24_@ =z — o722 dQJ dﬁ
v N dx \ dz € = dz ¢ dz?2 € =€ dz2 dz ’
lo que se traduce en

v du
12 + T +Au =0,

LObsérvese que se ha omitido en la expresién de F* la contribucién correspondiente a la
segunda ligadura, que es nula en virtud de un cédlculo hecho en clase



O=ylz=-2)=u(z=0), 0=y(zr=2)=u(z=In(b)).

En caso de que la primera funcién propia asociada a este problema de Sturm—
Liouville coincida con la que determina la segunda ligadura, deducimos que el
minimo que pide el ejercicio es el segundo valor propio, en virtud de un teorema
estudiado en clase. Una simple inspeccién de casos nos lleva a concluir que los
valores propios del problema anterior se encuentran entre los que satisfacen la
condicién A > i, para los que la solucién general se escribe del siguiente modo:

Pu%(V““z>+Bﬁm(V“‘1{ﬂ.

[SIIN

u(z) =e” 5 5

Usando ahora las condiciones de contorno se llega a que debe cumplirse

A=0, sen (“le ln(5)) =0,

de donde se desprende que los valores propios han de ser

1 nw 2
An = — — ] >1,
4+(m@> g

en tanto que las funciones propias responden a la forma

bn(z) = Ce % sen (%) , n>1

Observamos entonces que la segunda ligadura de D es exactamente la relacion
de ortogonalidad entre y(x) y la primera funcién propia, ¢;. En consecuencia,
como el funcional es de la forma f;[p(fzz)(y’(x))2 —q(z)y(z)?] dz (con a = —2,
b=2 px) = (r+3)?2yq=0)y las ligaduras son de tipo isoperimétrico,
del antedicho teorema se desprende no solamente la existencia de minimo de

nuestro problema, sino que ademas su valor es Ao = i + (13(7;)) .

EJERCICIO 2.
Sea 2 = (—1,1) x (=1,1) C R?. Se define la funcién

1—22, >0
f(xay){1+x2 <0

Prueba que existen las derivadas débiles de primer orden de f. ; Para qué valores

de p € [1,+00] se cumple que f € WHP(Q)?

Solucion: Es claro que f € CY(Q), luego existen las derivadas débiles de
primer orden de f puesto que existen las correspondientes derivadas en sentido



clasico; de hecho, coinciden:

of _f 2z, >0 af

Sil<p< oo, se tiene

1 1 1 0
1y = [ f@ordasdy= [ [p-apasays [ [ e asdy
Q —1J0 —1J-1
1 1 1 0
//dxdy+/ / 2 drdy <2+ 2P < 4o,
—-1J0 —-1J-1

Por consiguiente, puede afirmarse que f € LP(Q) para todo 1 < p < oo. En lo
que respecta al caso p = oo, se tiene que |f(x,y)| < 2 para todo (z,y) € ,
luego también f € L>®(Q).

Para concluir basta con observar a qué espacios LP({2) pertenecen las deri-
vadas débiles de primer orden de f. Se tiene:

p 11
= / of dxdy = / / |22|P dx dy
LP(Q) Q —-1J-1

%(«T,y)
1,1

< //2pdacdy§2p+2<+oo, V1i<p< oo,
1J-1
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En conclusién, podemos asegurar que f € WHP(Q) para todo 1 < p < cc.

Le(Q)

|
EJERCICIO 3.
Sea u € C%((0,00) x R) la solucién del siguiente problema de valores iniciales

para la ecuacién de ondas unidimensional:

Ugt — Ugg = 0, t>0 zeR
u(0,7) = afz), =R , 1)
ut(0,2) = B(z), z€R

donde « y 8 son funciones suficientemente regulares con soporte compacto en
R. Denotamos

C(t) = %/OO ug(t,x)*de, P(t) = %/00 ug(t, )2 da

— 00 —00
la energfa cinética y potencial asociadas a u(t, ), respectivamente.

(i) Demuestra que la siguiente expresién

la(z +1t) + a(z —t)] + / By

w\»—*

u(t,z) =

es solucién de (1).



(ii) Si los datos iniciales o y [ tienen soporte compacto en R, demuestra que
también lo tiene la solucién de (1).

(iii) Usa el resultado de (ii) para comprobar que la energia total asociada al
problema, E(t) = C(t) + P(t), es constante en el tiempo.

(iv) Usando la férmula de (i), demuestra que C(t) = P(t) sit > T, para algin
valor de T > 0 suficientemente grande.

(v) Se considera ahora el problema variacional asociado al siguiente funcional:

+oo  ptoo 1 1
Flu] = / / Llu](t,x)dxdt, con Lu]= iuf _ iui

1. Demuestra que F es invariante frente a traslaciones temporales, es
decir, frente a cambios del tipo u(t, 7) — Tr(u) = u(t + 7, ).
2. Sea u una solucién del problema Flu] = min,cczr2) {F[v]}. Calcula

L FITy (u)] ’T:o y deduce de su expresién? la conservacién de energia
para la ecuaciéon de ondas.

Solucidn: (i) Se tiene:

wi(t,2) = S[o'(@ +0) o'z = 0] + 3 (B + 1) + B — 1)) 3)

Por consiguiente, las condiciones iniciales se verifican trivialmente. Por otra
parte,

wptz) = %[a’(z+t)+a’(z—t)]+%(ﬂ(x+t)—ﬂ(:c—t)), @)
we(ta) = gla(@+ o)+ oz~ 0]+ (@ + 1)~ Fle 1),
Uealt) = Sl”(e )+ — ]+ L (F 1)~ Bla—1),

luego Uy = Ugy.

También puede alcanzarse la férmula del enunciado de una manera cons-
tructiva. En efecto, si introducimos las coordenadas £ = x +t, n = x — ¢, en
virtud de la regla de la cadena se tiene que 0, = J¢ + 0y, asi como 9; = O¢ — 0.
Por tanto, 0y — 0, = =20, y 0¢ + 0, = 20¢. De este modo, la ecuacién de on-
das adopta la forma (9; — 9;)(0¢ + 0z)u = 0, lo que en términos de las nuevas

2Nétese que

“+o00 “+o0 m
9 i1 ()] = [ [ ﬁ’[Tq—(u)]ajz;—( ) dwat, 2)

or T

donde L’ denota la derivada de Fréchet de L, es decir, el operador de Euler-Lagrange asociado
al funcional F



coordenadas se traduce en ug, = 0, que admite por soluciones las funciones de
la forma u = f(§) 4+ g(n). Evaluando en ¢t = 0 obtenemos

a(z) = f(z) +9(z), Bx)=f(z)—g'(z).

Integrando ahora la segunda ecuacién en el intervalo [z — t, 2 + t] llegamos a

[ sy

flet+t) = fle—t) —glz+1)+g(x—1)

= u(t,x) = (fz — 1) + gz +1))
= u(t,z) - (a(w + )+ alz — 1) — u(t,z))
= 2u(t,z) —alz+t) —alz—1t),

de donde se desprende el resultado.

(ii) Sean « y B tales que sop(a) C [—Ra,Ra] ¥ sop(8) C [—Rg,Rg]. Si
consideramos R = méx{R,, Rg}, es claro que a(x) y B(x) se anulan para |z| >
R. En consecuencia, u(t, z) (tal como viene descrita en la férmula de d’Alembert
del apartado (i)) se anula para |z| > R+ t. El razonamiento es analogo para las
derivadas de primer orden.

(iii) Se tiene

E'{lt) = C't)+P@1)= / Uty da +/ Ug Uyt dT
= / uptys dor + lim {utux\izfA} — / UpUgq dx =0,
o A—co o

después de haber integrado por partes en el segundo sumando de la derecha,
y teniendo en cuenta la propiedad demostrada en (ii) para garantizar que la
contribucién de frontera es nula.

(iv) Se trata de comprobar que [ [u2 — uf] dz = 0 para valores suficiente-
mente grandes de ¢. En virtud de las expresiones (3) y (4), podemos calcular

W2 - = o (@ + ) + Ble + ][/ (x — 1) — Bla — 1)].

Entonces
/fo[ui—u%]dx - /jo[a’(x+t)+ﬁ(w+t)][a’(w—t)—B(x—t)]dx

= /OO [ (2) + B(2)][e/ (2 — 2t) — B(z — 2t)] dz,

— 00

que se anula claramente cuando t es suficientemente grande para salirnos si-
multdneamente de los soportes de o’ y .

(v) 1. Se tiene
Foo pHoo (1 1
/ / {ut(t—l—T,x)2 - um(t+T,x)2}dxdt

[ i o)

FITr (u)]



2. El operador de Euler-Lagrange asociado a F viene dado por

d d
ﬁ’[u} =Ly — %(ﬁp) - @(ﬁq) = Ugg — Utt

donde hemos denotado p = u, y ¢ = us. Por consiguiente, como u € C?(R?) se
tiene

aT (u)

T )] =L

= [um(t +7,2) —un(t+ T,:v)]ut(t +7, $)|T:0

7=0
= [uga(t,z) — ug(t, @) ue(t, x) =0, (5)

puesto que u es un minimo de F por hipdtesis, luego ha de satisfacer la ecuaciéon
de Euler-Lagrange u,, — uy = 0. Por tanto, de la férmula (2) se desprende

+oo  ptoo , 8T7(u)
7=0 B /—oo /—oo £ [TT(U)] o7 dxdt =0.

7=0

0
= (T ()

Integrando la expresién (5) con respecto a la variable  y usando la férmula de
integracién por partes obtenemos lo siguiente:

+oo
0= / (g (t, ) — up(t, 2) Juy(t, z) do

—00

/ " () (4, 2)

— 00

x=400

“+o0
dt — / [ty (t, @)U (t, @) + we(t, 2)up(t, z)] do

Tr=—00 —

+oo
= 7%/ [(ui)t(t,z) + (uf)t(t,x)} dx

d [T 1

=% ) sl o)+ ()¢ o) de,

luego E'(t) = 0y, por tanto, la energia se conserva en el tiempo. Obsérvese que
el término de frontera que aparece en el desarrollo anterior es nulo debido a que
u(t, -) tiene soporte compacto en R.
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