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EJERCICIO 1. Emplea la transformada de Fourier para encontrar la solución
del siguiente problema de valores iniciales:

utt = uxx , x ∈ R, t > 0
u(0, x) = 0 , x ∈ R
ut(0, x) = e−|x| , x ∈ R

.

Ayuda: si denotamos χI la función caracteŕıstica del intervalo I, esto es:

χI(x) =

{
1, x ∈ I,
0, x /∈ I ,

se tiene que

χ̂[−α,α](y) =
sen(2παy)

πy
.

SOLUCIÓN: Tomando la transformada de Fourier (con respecto a la variable
x ∈ R) en la ecuación en derivadas parciales y usando dos veces la propiedad
de derivación ûx(y) = 2πyû(y) se obtiene

ûtt(t, y) = −4π2y2û(t, y) ,

que es una ecuación diferencial ordinaria de segundo orden en t (con coeficientes
constantes) para cada y ∈ R fijo. De la ecuación caracteŕıstica asociada

µ2 + 4π2y2 = 0

se obtiene
µ± = ±2πi|y| ,

por lo que
û(t, y) = A cos(2π|y|t) +B sen(2π|y|t) .

Por otra parte, las condiciones iniciales transformadas son de la forma

û(0, y) = 0 , ût(0, y) = ê−|x| ,

de donde resulta A = 0 y 2πB|y| = ê−|x|, luego

B =
ê−|x|

2π|y|
.
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En consecuencia, la solución del PVI transformado es

û(t, y) =
ê−|x| sen(2π|y|t)

2π|y|
=
ê−|x| sen(2πyt)

2πy

=
1

2
ê−|x| χ̂[−t,t] =

1

2
̂(

e−|x| ∗ χ[−t,t]
)
,

donde se ha usado la ayuda que ofrece el enunciado. Tomando finalmente la
transformada inversa de Fourier se desprende que

u(t, x) =
1

2

(
e−|x| ∗ χ[−t,t]

)
=

1

2

∫ t

−t
e−|x−y| dy .

EJERCICIO 2. Se considera el siguiente proceso qúımico:

A
k1−−⇀↽−−
k−1

X

B
k2−→ Y +D

2X + Y
k3−→ 3X

donde k1, k−1, k2, k3 > 0 son las respectivas ratios de cada reacción y donde las
concentraciones de las sustancias A, B y D se asumen constantes. Se pide:

(i) Construye las ecuaciones del modelo.

(ii) Estudia las dimensiones de las ratios.

(iii) Se define el tiempo adimensional τ = k−1t y

u(τ) = σ[X]

(
τ

k−1

)
, v(τ) = σ[Y ]

(
τ

k−1

)
,

donde hemos denotado σ =
√

k3
k−1

. Construye las ecuaciones del modelo

adimensionalizado.

(iv) Calcula los estados de equilibrio del modelo adimensional deducido en (iii).

SOLUCIÓN:
(i) Se tiene

d[X]

dt
= k1A0 − k−1[X] + k3[X]2[Y ] ,

d[Y ]

dt
= k2B0 − k3[X]2[Y ] ,
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donde se ha denotado A0 = [A](t) y B0 = [B](t) para todo t ≥ 0.
(ii) Un análisis dimensional de las ecuaciones nos conduce a

[[C]]

[[T ]]
= [[k1]][[C]] + [[k−1]][[C]] + [[k3]][[C]]3 ,

[[C]]

[[T ]]
= [[k2]][[C]] + [[k3]][[C]]3 ,

de donde se desprende que

[[k1]] = [[k−1]] = [[k2]] = [[T ]]−1 , [[[k3]] = ([[C]]2[[T ]])−1 .

(iii) Derivando el cambio de variables se obtiene

du

dτ
=

σ

k−1

d[X]

dt

(
τ

k1

)
=

σ

k−1

[
k1A0 − k−1[X]

(
τ

k−1

)
+ k3[X]2

(
τ

k−1

)
[Y ]

(
τ

k−1

)]
=
σk1A0

k−1
− u+

k3
σ2k−1

u2v ,

dv

dτ
=

σ

k−1

d[Y ]

dt

(
τ

k1

)
=

σ

k−1

[
k2B0 − k3[X]2

(
τ

k−1

)
[Y ]

(
τ

k−1

)]
=
σk2B0

k−1
− k3
σ2k−1

u2v .

Por consiguiente, las ecuaciones adimensionales del modelo son:

du

dτ
=

√
k3k1A0

k
3/2
−1

− u+ u2v ,

dv

dτ
=

√
k3k2B0

k
3/2
−1

− u2v .

(iv) Los estados de equilibrio resuelven el sistema

0 =

√
k3k1A0

k
3/2
−1

− u+ u2v ,

0 =

√
k3k2B0

k
3/2
−1

− u2v .

Sumando ambas ecuaciones resulta

ueq =

√
k3

k
3/2
−1

(
k1A0 + k2B0

)
.
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En consecuencia,

veq =

√
k3k2B0

k
3/2
−1 u

2
eq

=
k2B0k

3/2
−1√

k3(k1A0 + k2B0)2
.
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