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EJERCICIO 1. Se considera el siguiente problema mixto para la ecuaciéon de ondas unidimensional:

Ut — Uy = 1, O<z<m t>0

u(z,0) = z* — 2723 77, O<z<m (1)
ui(x,0) =0, O<z<m

u(0,t) =0, u(mt)= —774—%2, t>0

Se pide:
(i) Encuentra una solucion particular u,(z) del siguiente problema auxiliar:

{utt—umzl, O<z<m t>0

w(0,t) =0, wu(mt)=—n*— %2, t>0

(ii) Encuentra una solucion up(z,t) del siguiente problema mixto para la correspondiente ecuacion de
ondas homogénea:

Upt — Ugg = 0, O<z<m t>0
u(z,0) =2 -2z + w3z, O<ax<m
ut(z,0) =0, O<z<m
u(0,t) = u(m,t) =0, t>0

(iii) Comprueba que u = u, + uy, resuelve (1).

Soluciéon: (i) Como buscamos una soluciéon particular que solo dependa de z, habra de resolver la

ecuacion diferencial — g = 1 sujeta a las condiciones de contorno u,(0) = 0, u,(7) = —74 — Z-

general es up(z) = % + Az + B, con A, B € R. Al aplicar los valores en la frontera obtenemos A=

y B =0, luego u,(z) = —%2 — w3z,

2 ..
. La solucién
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(ii) Buscamos una solucion con las variables separadas u(z,t) = w(x)T(t). Los factores habran de

cumplir w(x)T"(t) = w”(x)T(t), o equivalentemente L:U”((f)) = 1;,(%) = —\ € R. El problema para w(z)

consiste en resolver la ecuacion diferencial w”(z) + Aw(xz) = 0 junto con las condiciones de contorno
w(0) = w(m) = 0, de donde se obtiene que los valores propios vienen dados por A, = n?, con n € N, y
las funciones propias son wy,(x) = Asen(nx), A € R. Por otra parte, T(t) resuelve 7" (t) + n?T(t) = 0, de
donde resulta T'(t) = B cos(nt) + C'sen(nt), con B,C € R. En consecuencia, las soluciones con las variables
separadas responden a la forma uf(z,t) = (o, cos(nt) + B, sen(nt)) sen(nz). Para construir una solucion
de nuestro problema (esto es, que satisfaga también los datos iniciales) consideramos la superposicion de
los modos oscilatorios uj:

[e.e]
Z oy, cos(nt) + By, sen(nt)) sen(nz) .
n=1



Es inmediato comprobar que (up)¢(z,0) =Y o> | nf, sen(nz) = 0, de donde se desprende que 3, = 0 para
todo n € N. Finalmente, uy(x,0) = >0 | oy, sen(nz) = 2* — 272 + w3z, Para calcular los coeficientes o,
4 _ 27123 + 732 en serie de Fourier de senos. Se tiene

oo
x) = Z an sen(nx) ,
n=1

desarrollamos la funcion ¢(z) = x

con
ap, = — [ ¢(x)sen(nz)dr =— x*sen(nx)dr — 27 [ x°sen(nz)dx + x sen(nz) dx
T Jo T Lo 0 0
21 9 9 9 9 22/ 5 6 mt
= - {n5 [(ﬂ' n°(12 — 7“n*) 24) cos(nm) + 24} + - (7r + n2> cos(nm) " cos(nm)
48 2.2 n
- W(H(w n? — 1)(—1) )
donde hemos empleado que
4 1
/ zisen(nz)dr = s [(ﬂ2n2(12 —mn?) — 24) cos(nm) + 24|,
0
/ 3sen(nz)de = . (772 + g) cos(nm),
0 n n
T T
/ xsen(nx)dxr = ——cos(nm).
0 n

Por consiguiente up(z,t) = > 7 | oy, cos(nt) sen(nz), con oy, = a, = % (1 + (72n? — 1)(—1)”).

(iii) En primer lugar, es inmediato verificar que uy —uze = (up+up ) —(Up+un)ze = (up)u—(up)gz+1 =
2 2
1. También u(z, 0) = uptuy(z,0) = =% —mrtat —2rad 432 = 2 2123 — % y wy(2,0) = (up)i(z,0) = 0.
Finalmente u(0,t) = u,(0) + up(0,t) = 0y u(m,t) = up(m) + up(m, t) = —% — 74,

EJERCICIO 2. Calcula las extremales del funcional F|y fo 2dx en

{03([0, 1) - /Oly(x) de =2, /ley(ac) i = ;} NC2(0,1).

Denotamos p := 3’ y F*(y) := p?> — \y — uxy. La ecuacién de Euler-Lagrange es

d
0=F, ——(F;)=-A— x — 2y
o equivalentemente y” = —#. Integrando dos veces respecto de la variable x se obtiene

A
y(m)z—%m‘g 4ZE2+A1‘—|—B, A, BeR.

Haciendo actuar ahora las condiciones de contorno y(0) = y(1) = 0 llegamos a A = 5 (p+3A). Imponemos
finalmente que se satisfagan las ligaduras:

NN



de donde se desprende que p + 2\ = 96, £ + 2%1 = 1. Resolviendo este ultimo sistema de ecuaciones
obtenemos los valores A = 408, pu = —720, luego

y(x) = 60z — 10222 + 42z .

EJERCICIO 3. Se considera el siguiente problema de contorno:
{(mwwwW+«mmwzf@xxe«MJ=1 o)
w(0) =u(1) =0 ’
con0<qgeC()y0<peC).
(i) ¢(De qué problema de minimizacion es (2) su ecuacion de Euler-Lagrange?

(ii) Supongamos que f € L?(I). Da condiciones suficientes para concluir que el problema de minimizacién
obtenido en el apartado anterior tiene solucién tnica en un espacio de Sobolev apropiado. Para ello
puedes valerte del hecho (conocido) de que [[|ul|| := ||| 2(j) es una norma equivalente a la norma
usual en H(I).

(il) Si eligiésemos f(z) := (3signo(z — %))/, ;tendria solucién el problema de minimizacién en Hg(I)?
Razona la respuesta.

Solucidén: (i) Por la relacion (vista en clase) que guardan los problemas de contorno del tipo (2) con
el calculo de variaciones, se tiene directamente que el problema en cuestion es el consistente en minimizar
el siguiente funcional

1
Fisl = [ (o) @) = a@yla)? + 2 @)y()) do
en C(I).
(i) Construimos a(u,v) := 2(f01 p(z)u (z)v'(x) de — fol q(z)u(x)v(z) da:) y F(v) = =2 fol f(x)v(z) dx.

El funcional a(-, ) es claramente bilineal y simétrico. Su continuidad en H{(I) x H}(I) es consecuencia de
la desigualdad

lau, 0)] < IPlloollt/ | L2y 10l L2y + Nallso el 2y [0l £2¢ry < Clllulllllolll, € >0,

para la que se ha empleado la desigualdad de Cauchy-Schwartz y la anunciada equivalencia entre la norma
de H}(I) y ||| - |||- Por su parte,

[F@)| <20 fll 2y lvllzzy < 202 ol

en virtud de la desigualdad de Poincaré [[ul|z2(;) < |||u[, lo que representa la continuidad de F' en H(I).
Queda por demostrar que a(-, ) es coercivo. Usando nuevamente la desigualdad de Poincaré obtenemos

2</Olp(x)u’(x)2 dx — /01 q(z)u(x)? da:) > 2<a /01 u'(2)? dz — ||q|loo /01 u(z)? daz)
2(c — [lalloo)Ifull[*

por lo que necesitamos que se cumpla ||¢q|lcc < « para garantizar la coercividad del funcional. En tal
caso podriamos aplicar el teorema de Lax-Milgram, del que se desprende que el problema de minimizacién
asociado al funcional

a(u,u)

v

1

1
J(v) = Za(v,0) = F(v) = /0 (p(x)u’(x)2—q(w)u(:r)z—i—Qf(x)v(x)) dz

tiene solucién tnica en Hg (I).

(iii) Si, nuevamente en virtud del teorema de Lax-Milgram, pues la derivada de la funcion signo es una
delta de Dirac la cual pertenece a H~1(I) (el dual topoldgico de Hj([)).



