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1. La evolución de una determinada población de batracios viene descrita por la ecuación en diferencias
Pn+1 = APn(2− Pn), donde A es un parámero positivo.

(a) Si A > 2, el modelo no tiene sentido biológico.

(b) Si P0 = 1 y P3 = 0, entonces ha de ser A = 2.

(c) Si A = 1
2 , la ecuación tiene dos soluciones constantes.

(d) La variable poblacional xn := Pn

2 satisface una ecuación en diferencias loǵıstica con parámetro igual a 2A.

(e) Ninguna de las anteriores.

Solución: El primer enunciado es claramente verdadero. De hecho, bastaŕıa con elegir (por ejemplo) P0 = 1
para concluir que P1 = AP0(2−P0) = A > 2, luego P2 = AP1(2−P1) = A2(2−A) < 0 generaŕıa una población
con tamaño negativo.

Si P0 = 1, se tiene (como acabamos de verificar) que P1 = A y P2 = A2(2 − A), luego ha de ser P3 =
AP2(2 − P2) = A3(2 − A)

(
A3 − 2A2 + 2

)
. Como P3 ha de ser igual a cero y A es un parámetro positivo, las

únicas alternativas posibles son 2− A = 0 (es decir, A = 2) o bien A3 − 2A2 + 2 = 0; sin embargo esta última
opción no puede darse, dado que la función f(A) = A3 − 2A2 + 2 no se anula para valores positivos de A,1 por
lo que la afirmación (b) es verdadera.

Si A = 1
2 , las soluciones constantes de nuestro modelo coinciden con los puntos fijos de f(P ) = 1

2P (2− P ),
que son los que resultan de resolver la ecuación 1

2P (2 − P ) = P . Es muy sencillo comprobar que tal ecuación
admite como única solución P = 0, luego (c) es falso.

Finalmente, si introducimos el cambio de escala xn := Pn

2 , la ecuación de partida puede reescribirse de la
forma xn+1 = 2Axn(1 − xn), sin más que dividir por 2 ambos miembros y tener en cuenta que 2 − Pn =
2
(
1− Pn

2

)
= 2(1− xn). Por consiguiente, el enunciado (d) es verdadero.2

2. Para una cierta especie de cerńıcalos se ha comprobado que las tasas de fertilidad y mortalidad vienen
dadas por f(P ) = 2 y m(P ) = 1− e−P , respectivamente.

(a) La ecuación en diferencias asociada a las tasas anteriores no tiene puntos de equilibrio.

(b) Todos los puntos de equilibrio de la ecuación en diferencias asociada a las tasas anteriores son inestables.

1Una forma sencilla de verificar que tal función no se anula para A ∈ (0,+∞) es esbozar su gráfica. Para ello, uno puede
comprobar sin dificultad que el valor mı́nimo que adopta f es 22

27
> 0: en efecto, f ′(A) = 3A2−4A solamente se anula si A = 0 (que

no nos sirve, puesto que A ha de ser positivo) o bien A = 4
3

. En este último caso se tiene que f( 4
3

) = 22
27

. Intenta ahora dibujar la
gráfica de f y entenderás que nunca se anula para valores positivos de A. He de admitir que mi intención era que en el enunciado de
(b) hubiese aparecido la condición P2 = 0, lo cual habŕıa facilitado mucho los cálculos, pero por error escrib́ı P3 = 0. Mis disculpas

2Este argumento nos proporciona además otra forma de ver que el enunciado (a) es verdadero, pues sabemos que nuestro modelo
puede reescribirse como una ecuación loǵıstica, a saber: xn+1 = 2Axn(1 − xn). Entonces ha de cumplirse 0 < 2A ≤ 4 para que
la población no pueda alcanzar valores negativos, luego A tiene que ser menor o igual que 2 si queremos que la ecuación sea
biológicamente admisible



(c) Existe un tamaño inicial cŕıtico, P0 6= 0, para el que la población se extingue en un número finito de
recuentos.

(d) En este modelo, cuantos más cerńıcalos hay más mueren.

(e) Ninguna de las anteriores.

Solución: La ecuación en diferencias asociada a las tasas del enunciado es

Pn+1 = Pn + 2Pn −
(
1− e−Pn

)
Pn = 3Pn −

(
1− e−Pn

)
Pn . (1)

Para encontrar sus puntos de equilibrio basta con plantear 3P −
(
1− e−P

)
P = P , que nos conduce a tener que

resolver
(
1− e−P

)
P = 2P , lo cual se traduce en el hecho de que P = 0 o bien 1− e−P = 2, que es equivalente a

escribir e−P = −1 (sin solución, pues la función exponencial es siempre positiva; o, dicho de otro modo, ln(−1)
no existe). Por consiguiente, la ecuación en diferencias tiene un (único) punto de equilibrio que es P = 0. Esto
hace que la afirmación (a) sea falsa.

Para verificar (b) podemos aplicar el criterio de la derivada a la función f(P ) = 3P −
(
1− e−P

)
P . Se tiene

que f ′(P ) = 3 −
(
e−PP + 1 − e−P

)
= 2 − e−P (P − 1). Luego f ′(0) = 3 > 1 y, en consecuencia, el punto de

equilibrio P = 0 es inestable y el enunciado (b) verdadero.
Para que la población se extinguiera en alguno de los recuentos tendŕıa que suceder, en virtud de (1), que

3Pn −
(
1 − e−Pn

)
Pn = 0 para algún valor de n. Sin embargo, esta relación es solo cierta si Pn = 0 (es decir,

si la población estuviera ya extinta de antes: P0 = P1 = . . . = Pn = 0, que contradice el hecho de que P0 6= 0
expuesto en el enunciado) o bien si 3 = 1 − e−Pn , que no tiene solución por la misma razón de antes (en este
caso, no existe ln(−2)). La conclusión es, pues, que la afirmación (c) es falsa.

Finalmente, es inmediato verificar que, cuanto más grande es el valor de P , mayor es también el valor
que toma m(P ). De otro modo: m′(P ) = e−P > 0, luego la tasa de mortalidad es una función creciente. Por
consiguiente, el enunciado (d) es verdadero.

3. Se considera la ecuación en diferencias siguiente: Pn+1 = Pn

(
ePn − 1

)
, que rige la dinámica temporal (con

recuentos anuales) de una determinada población de secuoyas (medida en cientos de individuos).

(a) Es un buen modelo para describir una población con tres estados constantes.

(b) Si inicialmente P0 = ln(2) y se sabe que transcurridos 3 años hay 600 secuoyas, el modelo propuesto es
más adecuado que el de Malthus con parámero λ = 2.

(c) A largo plazo, el tamaño de la población tiende al valor ln(2).

(d) Sea cual sea el tamaño inicial de la población, ésta crecerá sin ĺımite.

(e) Ninguna de las anteriores.

Solución: Las soluciones constantes de la ecuación en diferencias del enunciado son las que resultan de
resolver P

(
eP − 1

)
= P , esto es, P = 0 y P = ln(2). Esto quiere decir que dicho modelo solo seŕıa útil para

describir poblaciones con dos estados constantes, por lo que (a) es falso.
Veamos ahora qué información arroja el criterio de la derivada para f(P ) = P

(
eP − 1

)
. Se tiene que

f ′(P ) = eP −1+PeP = eP (1+P )−1. Luego f ′(0) = 0 ∈ (−1, 1) y f ′
(

ln(2)
)

= 2(1+ln(2))−1 = 1+2 ln(2) > 1.
Por consiguiente, P = 0 es asintóticamente estable y P = ln(2) es inestable, luego las afirmaciones (c) y (d) son
falsas.

El modelo de Malthus con parámero λ = 2 es Pn+1 = 2Pn. Si partimos, como dice el enunciado, del dato
inicial P0 = ln(2), transcurridos 3 años obtendremos P3 = 23P0 = 8 ln(2) = 5,54517, es decir, una predicción
de aproximadamente 555 secuoyas para aproximar las 600 reales. Por otra parte, con el modelo del ejercicio
obtendŕıamos una predicción de P3 = P0 = ln(2) = 0,69314 (pues P = ln(2) es una solución constante como se
ha comprobado previamente) o, lo que es lo mismo, un número aproximado de 69 secuoyas. A la vista está que
resulta más adecuado el modelo de Malthus, luego el enunciado (b) es falso. En conclusión, la única opción
válida es la que corresponde al enunciado (e).


