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EJERCICIO 1. Se considera el problema consistente en encontrar u € Hg (0, 1)
tal que

/0 [3¢/ (z)0 () — V' ()u(z) — v(2)v' () — ku(z)v(z)] do = /0 f(x)v(x)dx,

para todo v € H}(0,1) y f € L?(0,1), donde k € R es un pardmetro a determi-
nar.

1. Demuestra! la siguiente desigualdad de Poincaré para u € H}(0,1):

lull 20,1y < llu'll22(0,1) -

Demuestra también que la norma usual en H'(0,1) es equivalente a la
norma
lulllzio,0) = 4/ 2201y, st w € Hg(0,1).

2. Determina una condicién suficiente sobre el pardametro k que permita afir-
mar que el problema anterior tiene una tnica solucién.

3. Por la regularidad de este tipo de problemas sabemos que, caso de existir,
la solucién u € H?(0,1). ;Qué ecuacién de Euler-Lagrange satisface la
posible solucién del problema de minimizacién equivalente? ;Es alguna
de las soluciones de la ecuacion de Euler-Lagrange un minimo de dicho
problema?

SOLUCION: 1. Se trata de la desigualdad de Poincaré (hecha en cla-
se). Veamos que ||| - ||| es equivalente a la norma usual de H(0,1), a saber:
||u||§[1(071) = HUHQL?(OJ) + ||u/||2L2(071)~ Es obvio que H|U|H§{1(o71) < Hu”?{l(og)-
Por otra parte, Hu||§{1(0,1) < 2”“/”%2(0,1) = 2|||u\|\§{1(0’1) en virtud de la de-
sigualdad de Poincaré.

2. Definimos el funcional a : H}(0,1) x H(0,1) — R como

a(u,v) := /0 [3u/ (2)v' (z) — V' (z)u(z) — v(z)u' (z) — ku(x)v(z)] do

y F: H}0,1) = R como F(v) := fol f(z)v(z)dz. Es claro que a es bili-
neal y simétrica y que F es lineal. La continuidad de F se sigue de |F(v)| <
||f||L2(0,1)||U||L2(0,1) S ||fHL2(O,1)”UHHl(O,l)- Por otra parte, la continuidad de a
es consecuencia de
|a(u,v)]
< 31wl 20,1022 (0,1) + llullz2 0,1y 1V 122 (0,1) + W[ 2200, 101 £200,1) + Bl llull 22 (0,1) 1Vl 20,1
< 5+ [kDllullmronllvllm0,1) -

1Recuerda que C}(0,1) es denso en H}(0,1).




Verificamos finalmente la coercividad de a, para lo cual empleamos el resultado
del apartado 1.:

a(uu) = B/Olu’(x)zdx—ZAlu(z)u’(x)dx—k Olu(z)Zdz

1
3/ o (2)? de — 2lull 2 0.0 1 | 2200 —k/ ()2 d
0 0
> (1=K 72001 = (1= B)lulllFr0.) -

En virtud del teorema de Lax-Milgram, basta con tomar & < 1 para que el
problema planteado admita una tinica solucién.

3. Segin dicta el teorema de Lax-Milgram, el problema de minimizacién
equivalente es el asociado al funcional F(u) = 3a(u,u) — F(u). Denotamos
p=u'y F(u,p) = %pQ —up— %uz — fu. La ecuacién de Euler-Lagrange asociada
a F es

Y

d d ”
OfFuf%(Fp)ffpfkufff%(?;pfu)ff?)u —ku—f.

Por el teorema de Lax-Milgram, existe un tnico minimo de F en H}(0,1), luego
la respuesta a la ultima cuestiéon del apartado 3. es si.

EJERCICIO 2. Se considera el problema consistente en minimizar el funcional

1
Fly) = / (y()y (2))? de

en un dominio D.

1. Siue D= {y € CY0,1], y(0) =1, y(1) = 2, fol y?(x)de = L} NC? es
solucién del problema anterior, verifica que la ecuacién de FEuler-Lagrange

que satisface es

1
5(2/2)// = € R.

Calcula las extremales de F en D cuando L = 3.
2. SiueD= {y € CY0,1], y(0) = y(1) = \/5/2, fol y?(r) dx = L} NC? es

solucion del problema anterior, determina la ecuacién de Euler-Lagrange
que satisface. Calcula las extremales de F en D cuando L = 5/2.

3. (Son las soluciones de los apartados anteriores minimos del problema en
cuestién en su correspondiente dominio D N C2?? Razona la respuesta.

SOLUCION: Denotamos p = 4/ y definimos F(y, p) := y2p?, que corre-
gimos del siguiente modo para incorporar la ligadura comun a los dominios de



los apartados 1.y 2.: F*(y,p) := F(y,p) + Ay?. En ambos casos, la ecuacién de
Euler-Lagrange viene dada por
0 = Ff—ﬂxFﬂ—Pﬂ+m —E{F)—Q 242\ —zi(2)
= Yy T gV Ty Y= gz W) = WP y—2\Wp
= 2y(A—p* —yp').

Como no puede ser y = 0 en ninguno de los dos casos (pues se violarfan las
condiciones de contorno), se tiene que cumplir

1
= yy// + <y1>2 — §(y2)//,
luego
y(r)?> = \2* + Az + B (1)

para cualesquiera A, B € R. Imponiendo las condiciones de contorno del apar-
tado 1., a saber: y(0) = 1, y(1) = 2, se obtiene B=1y A =3 — A, de donde
se sigue que y(z) = /Az2 + (3 — A)z + 1. Finalmente, para que se satisfaga la
ligadura (con L = 3) debe cumplirse

1
5 A
3:/)Qﬁ+@—Am+1Mm:§—E:A:—&
0

Por consiguiente, la tnica extremal del problema planteado en 1. es

ylx) =+ —-322 +6x+1.

Por su parte, las condiciones de contorno en 2. son y(0) = y(1) = /5/2, que
aplicadas a (1) obligan a tomar A = —\, B = % Imponiendo finalmente que se
cumpla la ligadura, obtenemos

5 (! 5 A5
S [ (a2 *%1:** 2o a=0.
2 A (I Thy)r=15
Por consiguiente, la tinica extremal en la situacién de 2. es y(x) = /5/2.

En el primer caso no podemos asegurar que la extremal sea un minimo de
F, pues ni F es convexa ni D es un conjunto convexo, por lo que no pueden
aplicarse los resultados estudiados en la asignatura sobre existencia de solucion
del problema de minimizacién. Sin embargo, y a pesar de lo dicho anteriormente,
en la situacién expuesta en 2. si podemos afirmar que F alcanza un minimo en

y(z) = +/5/2, pues F > 0y se satisface F[/5/2] = 0.

EJERCICIO 3. Emplea el método de separacién de variables para resolver el
siguiente problema mixto para la ecuacién de ondas unidimensional:

Ut — QUgr = 0, t2070§3¢§%7
u(OJC):O, 0§x§g7
ut (0, z) = cos(3x), 0<az<Z, )

uy(t,0) =u(t,5) =0, t>0.



SOLUCION: Buscamos una solucién de la forma u(t,z) = T(t)w(z).
Para ello debe resolver en primer lugar la ecuacién de ondas: T (t)w(x) —
9T (t)w" (x) = 0, lo que se traduce en

T”(t) B w//(x) .
0T - ww - R

Comenzamos planteando el problema para w(z), el cual consta de la EDO de
segundo orden

w”(z) + Aw(x) =0 (2)

sujeta a las siguientes condiciones de contorno (vélidas para todo ¢ > 0):
0 =u,(t,0) =T(t)w' (0) = w'(0) =0, (3)
0=u(t,n/2) =T{t)w(r/2) = w(r/2) =0. (4)

= Si A = 0, la solucién general de (2) es w(z) = Az + B, con A,B € R.
Imponiendo las condiciones (3) y (4) obtenemos A = B = 0.

= Si A < 0, entonces w(z) = Ae~V=2* 4 BeV=2*_ Imponiendo (3) y (4)
obtenemos A = B = 0.

= Si A > 0, entonces w(z) = Acos(vAz) + Bsin(v/Az). Imponiendo (3) y
(4) obtenemos B = 0, Acos(vAm/2) = 0. Por consiguiente, los valores

propios son \, = (2n — 1)%, n € N, y las funciones propias asociadas
wy (x) = Acos ((2n — 1)z).

Atendiendo a la discusién anterior, la ecuacion diferencial que debe resolver
T(t) es la siguiente: T (t) +9(2n — 1)2T;,(t) = 0, de donde se desprende que

T,(t) = Ccos (3(2n — 1)t) + Dsin (3(2n — 1)t), C,D €R.

Por consiguiente, ensayamos una solucién del tipo

Z cos ((2n — 1)z) (an cos (3(2n — 1)t) + By sin (3(2n — 1)t)) .

Finalmente, basta con identificar los coeficientes «,, y , imponiendo los datos
iniciales del problema. Se tiene:

0 =u(0,x) ZanCOb 271—1)):>ozn:0VneN7

(oo}

cos(3z) = ut (0, x) Z Bncos((2n71)x) :xﬁgzé,ﬂn:OVnﬁl

La solucién buscada es, por tanto,

1
u(t,z) = g cos(3x) sin(9¢t) .



