UNIVERSIDAD DE GRANADA
Modelos Matematicos II. 21 de mayo de 2015

EJERCICIO 1. Sean Q = (—1,1) x (0,1) y f: Q — R definida como

Flz,y) = e’ si —1<z<0
Y= l+sen(zy) si0<z<1

1. ;Tiene f derivadas débiles de primer orden en 27 En caso afirmativo, ;pertenece
f a WhP(Q) para algiin exponente 1 < p < 0o?

2. Se considera el problema de minimizacién F[u] = inf,cp F[v], con
Flol = [ 9ol + (el - fe i)} de.w)
Q
donde f(z,y) estd definida en el apartado anterior. ;Existe solucién de este

problema en D = H{}? ;Es tnica? Justificalo.

(Recuerda que identificando el dual de L* consigo mismo se tiene H* C L> ¢ H™'.)

Solucién: 1. En primer lugar, es de comprobacién inmediata que f € Li,.(Q).
Mejor atin, se tiene que f € L'(Q). En efecto:

0 1 1,1
/\f(x,y)|dxdy:/ / ezdydx+/ / \1+sen(xy)|dydx§3fl.
Q -1Jo o Jo €

Para cualquier funcién test ¢ € Cg (), la siguiente cadena de igualdades es cierta en
virtud de la férmula de integracién por partes:

/f % (2, ) drdy

// e—xydmdy+// 1+senxy>g¢(my)d:pdy

= [ (0.0~ Locrm)a= [ [ ot aray

[ (@0 -s0.m) v+ [Cseastnar [ [ yeostanote) dray
//_leqsxydxdy //ycos:ny (z,y) dz dy

[ [ swaste.pdsay,

(@) = e’ si —1<z<0
9\&Y) = ycos(zy) si 0<z <1

donde

Ademids g € L,.(Q), luego se trata de la drerivada débil de primer orden de f con
respecto a la variable x.



Por otra parte, se tiene que

/Q f(x,wg—j(:c,y) dy dz

= /j)1 /01 ezg—ﬁ(x,y)dydx—&-/ol /01 (1 +sen(my))g—(§(ac,y) dydx
- /:)1 & (¢(I, 1) - ¢(z, o)) dz + /1 (qb(ac, 1) — (;S(x,())) da

+ [Csen@ote o= [ [ ecostemyote,dy i

/ / (z,y)p(z,y) dy dz,

0 si —1<z<0
zeos(zy) si0<z<1

donde

I

h(z,y) = {

que también pertenece a Lj,.(Q).
Finalmente, es sencillo verificar que f € W'P(Q) para todo 1 < p < co. En primer
lugar, se tiene

1 /0 11 1 1
/ |f(:c,y)\pdacdy:/ / el” dmdy-i—/ / |1+sen(zy)|’ dz dy < 7(1——>+2p,
Q 0o J-1 o Jo D er

cualquiera que sea 1 < p < oo. Ademds |f(z,y)| < 2 para todo (z,y) € Q, luego
feL=(Q).
Para concluir basta con observar que

/|gmy\pdacdy—// pxdxdy+//|ycosxy|pdxdy< (1——)—&—
/|hxy|pd$dy—/ / |z cos(zy)|P dedy < 1,

lg(z,y)| <1 V(z,y) €,
|h(z,y)| <1 V(z,y) €.

2. Basta con elegir H = H{(Q) (Hilbert), a : Hg(Q) x H}(Q) — R definida
como a(u,p) = 2 [, Vu - Vo + 2 [, up (bilineal, simétrica y coerciva en virtud de
una aplicacién inmediata del lema de Poincaré) y F : H3(Q) — R definida como
F(p) = [, fe (lineal y continua) para que el teorema de Lax-Milgram nos brinde la
existencia y unicidad de solucién.

|

EJERCICIO 2. Se considera el siguiente problema mixto para la ecuaciéon de Klein—

Gordon:
%t;‘—4a“+u—0, t>0, ze(0,m),
u(0, ) = sen(3z), x € [0, ],
%(0,23)20, z € [0, ],

u(t,0) = u(t,7m) =0, t>0.

1,



(a) Encuentra una solucién u € C?([0, o0) x [0, 7]) del problema anterior.

(b) Justifica de forma argumentada que la solucién encontrada en el apartado an-
terior es la Uinica posible.

Solucion:

(a) Emplearemos el método de separacién de variables para encontrar posibles
soluciones que respondan a la siguiente estructura: u(t, z) = T'(¢)w(z). Para ello ha de
cumplirse T"w — 4Tw"” + Tw = 0, o equivalentemente

TI/ + T w//

T —w -2 €eR,

lo que da lugar a dos problemas independientes. El primero de ellos consiste en en-
contrar las soluciones de la ecuacién diferencial w”’ 4+ Aw = 0, sujetas a las siguientes
condiciones de contorno: w(0) = w(7w) = 0. Se trata de un problema de Sturm-Liouville
que admite por valores propios a todos los de la forma A, = n?, con n € N, y por
funciones propias a wy(z) = Csen(nz), con C € R. El segundo problema a resolver
serfa, entonces, la ecuacién diferencial 7" + (1 + 4n2)T = 0, que admite como solucién
general

T(t) = Acos( 1+4n2t) +Bsen( 1+4n2t) , A BcR.
Nuestra candidata a solucién serd, por consiguiente, la funcién asi definida:

u(t,z) = i [An cos ( 1+ 4n? t) + B, sen ( 1+ 4n? t)} sen(nx) .

n=1
Solo nos queda imponer las condiciones iniciales para saber cémo hemos de elegir los
coeficientes en la expresién anterior. Se tiene:

u(0,x) = Z Apnsen(nz) =sen(3z) = A3 =1,A, =0sin #3

n=1
ue(0,z) = Zan/l +4n?sen(nz) =0= B, =0Vn € N,
n=1

de donde se desprende que ha de ser
u(t, z) = cos(v37t) sen(3x) .

(b) Supongamos que hubiese dos soluciones, u1 (¢, z) y uz2(t, «). Entonces la funcién
v := u1 — uz satisfaria el siguiente problema mixto:

Vtt _4Uwz+'U:0
v(0,2) = v¢(0,2) =0
v(t,0) =v(t,m) =0

Multiplicando la ecuacién anterior por v; e integrando por partes se obtiene:

0 = /vttvtdaz—él/ vmvtdz—&—/ v dx
0 0 0

/07r Vv de — 4 {(”tvx)(ﬂ) — (vv2)(0) — /07r VeVt dx} + /07r vy d

/0 (virve + 4V, + V) da = /0 % (51}? + 202 + §v2) dx .



La funcién de energia asociada a este problema es, por consiguiente,

1 T

E(t) = 5/ (vf + 402 +v2) dx .
0

En virtud de la construccién anterior se tiene que E’(t) = 0, luego E(t) es constante

y, en particular,

E(t)=E(0) = 5/ <v,g(07 z)° + 4v,(0,z)* +v(0,x)2> dr =0
0

para todo t > 0 (ya que v:(0,2) = v(0,2) = v(0,z2) = 0). Por consiguiente, ha de
cumplirse v = 0; luego u1 = us.

|

EJERCICIO 3. Se considera el problema de minimizacién F[u] = inf,ep Fly], con

Fl= [ P,y @) ds

y F € C?%([wo, 21] x R?). Demuestra que la ecuacién de Euler-Lagrange asociada a las
posibles soluciones (en DNC?([xo, z1])) de este problema de minimizacién es invariante
frente al cambio de variable y — z(z,y).

Solucion: Siguiendo la notacién estdndar p = 3/, la ecuacién de Euler-Lagrange
asociada a este problema de minimizacién es F, — %(Fp) = 0. Lo que el ejercicio nos
pide verificar es que, después de efectuar el cambio de variables y — z(x,y), la nueva
ecuacién de Euler-Lagrange resultante no es otra que F, — %(Fq) = 0, donde hemos

denotado ¢ = 2’ = %(z(x,y)) = % + %Zp. Por una parte, es claro que
0z dq
Fy=F,—+F,—.
Por otra parte se tiene
d iy — A (p0d)_d 00, o d (0
dx () = dx (anp) T dx (F‘I)ap + dx <6p
d 0z d [0z d 0z dq
= - . — | 5] = — + Fy—.
dJ:( Q)ay T dx (3y> dﬂc( q)@y+ oy

El resultado de sustraer ambas expresiones debe ser cero, luego

0z d
oy (Fz - @(Fq)) =0,

de donde se desprende el resultado esperado.

EJERCICIO 4. Se considera el funcional

Fly] :/0 1+ )y (z)? de,



definido en .
D= {y € C3(0,1); / 3y(z)? do = 1} .
0
Calcula de forma justificada el minimo de F[y] en DN C?[0, 1] e indica en qué funcién
se alcanza dicho minimo.

(El cambio de variable 1+x = €* puede serte 1til en la solucién de la EDO resultante.)

Solucion: Comenzamos construyendo el funcional
F*(z,y,p) = (1+2)°p* = 3\y°
y escribiendo el problema de contorno de Euler—Lagrange asociado al mismo en
D:

F; - %(Fg) = —6Ay — %(2(1 +2)%p) =0, y(0)=y(1)=0.

O, equivalentemente,
(1+2)%"+2(1+2)y +3\y =0, y(0)=y(1)=0.

Se trata de una ecuacién diferencial del tipo Euler, que puede reducirse a una
con coeficientes constantes mediante el cambio de variable sugerido. En efecto,
considerando y(x) := u(z) es claro que

(@) = L1 v
y T odzxz+1 dz ’
”(J?) _ i diuefz _ efz _diuefz 4 d27U67Z _ 6722 @ _ dj
4 T dx \ dz o dz dz? o dz? dz )’
lo que se traduce en
v du
il Wi A =
dz? + dz 3 =0,

con0=y(zx=0)=u(z=0),0=y(xz=1) =u(z =1n(2)).

Una simple inspecciéon de casos nos lleva a concluir que los valores propios
del problema de Sturm—Liouville anterior se encuentran entre los que satisfacen
la condiciéon \ > para los que la solucién general se escribe del siguiente
modo:

L1
127

L) oo ()]

u(z) =e 2 {A cos (
Usando ahora las condiciones de contorno se llega a que ha de cumplirse

A=0, n<12;\_12):0,

de donde se desprende que los valores propios han de ser

v (i) |




en tanto que las funciones propias responden a la forma

én(2) = C'sen (17:17(722)) .

Deshaciendo el cambio de variable las funciones propias resultan ser

A (The )

de entre las cuales solamente verifican la ligadura aquellas para las que C' =
2
+ 3In(2) "
Por consiguiente, usando la teoria de problemas isoperimétricos se obtiene
que el minimo de F se alcanza en'

V2 o mln(z + 1)
3n(2)(1 + ) > ( In(2) ) ’

wn(l‘) =

Yi(r) =+

2
y vale Ay = & {1+(1n2(’;)) ] m

INétese que en este caso el minimo no es tnico. Esto no contradice ninguno de los resultados
de unicidad conocidos, dado que el funcional F'* no es convexo



