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1. Dado el siguiente problema de contorno:

0? 0?

S tu=55,  para () €[0.00) x [0.7],
u(0, ) = sen(5z), para x € [0, 7],

%—?(O,x) = sen(x), para z € [0, 7],

u(t,0) = u(t,m) =0, para t>0.

1.1) Repite el proceso llevado a cabo para la ecuacién de ondas y encuentra una solucion u €
C2([0,00) x [0,)).
1.2) ;Admite este problema alguna formulacién variacional? En caso afirmativo, encuéntrala.

1.3) ;Es u tnica? Justifica la respuesta.

Solucién: 1.1) En primer lugar buscamos soluciones con las variables separadas: u(t,z) = T'(t)w(x),
las cuales deben cumplir T (t)w(x) + T (t)w(z) = T(t)w”(z), o equivalentemente

= —1=-XeR.

Resolvemos en primer lugar el problema de contorno para w(x), que viene dado por

w’(x) + (A= Dw(x) =0, w(0)=w(r)=0,

y cuyas soluciones son de la formal

w(z) = Bsen(nx), VB e R.

Por otra parte, la ecuacion diferencial satisfecha por T'(t) es T”(t) + (1 + n?)T(t) = 0, que tiene por

soluciones
T(t) = Ccos(V1+n?t)+ Dsen(\/1+n?t), C,DeR.

Por consiguiente, buscamos una solucién del problema original que se obtenga superponiendo funciones
que adoptan la siguiente forma:

un(t, x) = sen(nx) (ancos( 1+ n2t)+ By sen ( 1+n2t)), a,feR, neN,

!Notese que solo son valores propios los A > 1, con funciones propias asociadas w(z) = A cos(v/A — 1) + Bsen(v/A — L z).
Al aplicar las condiciones de contorno resulta A = 0y Bsen(v/A — 17) = 0, de donde se concluye que ha de ser VA — 17 = nrw
para todo n € N, luego A\, = 1 4+ n?



es decir:

u(t,z) = Z sen(nx) <an cos (V1+n2t)+ Bysen (v 1+ n? t)) .
n=1

Para satisfacer las condiciones iniciales vemos que debe cumplirse lo siguiente:

sen(bx) = Z ap sen(nx) , sen(z) = Z BnV' 1+ n?sen(nzx),
n=1

n=1

dado que w(t,x) = Y o7 sen(nz) (—an\/l +nZsen (V1 +n2t) + Byv1 +n2cos (V1 +n? t)) Ne-
cesitamos calcular a continuacion la serie de Fourier en senos? de las funciones que aparecen a la
izquierda de las igualdades anteriores. En nuestra situacion, los coeficientes de ambas series se cal-
culan directamente: en el primer caso son todos nulos salvo el coeficiente con n = 5, que vale 1; y
en el segundo caso son todos nulos salvo que n = 1, de manera que ha de cumplirse v23; = 1. En
conclusion, la soluciéon que buscamos es de la forma

1
u(t, z) = sen(5z) cos (V26t) + 7 sen(z)sen(v/21t).

1.2) El problema de contorno que plantea el ejercicio es el de Euler-Lagrange asociado al siguiente
problema variacional: encontrar el minimo del funcional

ozl =) [ () -(G) e

du

ot

en

D= {u e C%([0,00) x [0,7]) : u(0,z) = sen(5z), — (0, ) = sen(x), u(t,0) = u(t,n) = 0} :
1.3) La unicidad de solucién se obtiene a partir del llamado método de la energia. Supongamos que
hubiese dos soluciones, u;(t,x) y ua(t,x). Entonces la funcion v := u; — ug satisfaria el siguiente
problema mixto:

Vgt — VUgg +0 =10

v(0,2) = v(0,2) =0

v(t,0) =v(t,m) =0

Multiplicando la ecuacién anterior por v; e integrando por partes se obtiene:

0 = / vttvtdx—/ vmvtdx—i-/ VU dx
0 0 0

= /07r vV dr — {(vt%)(ﬂ) — (vw5)(0) — /Oﬂ VgVt dﬂc} + /07r vur dx

1 d

s iy
= / (v + VUV + Vvy) de = = / — (vt2 + Uﬁ + v2) dz .

La funcién de energia asociada a este problema es, por consiguiente,
L [T 9 2 2
E(t)::§ (v +v; +v?) da.
0

En virtud de la construccion anterior se tiene que E’(t) = 0, luego E(t) es constante y, en particular,

1 s
E(t) = B(0) = 2/ (vt(O, )% + v(0, )2 + v(o,x)Q) dz =0
0
para todo t > 0 (ya que v4(0,z) = v(0,2) = v(0,2) = 0). Por consiguiente, ha de cumplirse v = 0;
luego u1 = uo.

2flx) =320 b sen(nx), con b, = 2 [ f(x)sen(nz) dv



2. Sean Q := (—1,1) x (0,1) C R? y f: Q — R dedinida como:

e’ si —1<x<0
sen(zy)+2 si 0<z<l1

flz,y) = {

2.1) Determina los valores de p € [1, o0] para los que f € LP(Q).

2.2) Determina si existen las derivadas parciales débiles de primer orden de f y, en su caso, establece
cuéles son los valores de p para los que dichas derivadas parciales estan en LP((2).

2.3) Para esta f, determina la existencia y unicidad de minimo en H}(Q2) del siguiente operador:

Fiuli= [ (190 + (= 17?)dGe.),

Solucién: 2.1) Si 1 < p < oo, se tiene

1 1 0,1 1 1

1
//|f(:v,y)|pdydm:/ /epxdydx—i—/ / |sen(zy) + 2P dyder < — 4+ 3P < .
-1J0 -1J0 0o Jo p

Por otra parte, es claro que || f||z~ ) < 3. En consecuencia, f € LP(f2) para todo 1 < p < co.
2.2) Comprobamos a continuacién que no existe la derivada débil de primer orden de f con respecto
a z. En efecto, de existir g € L} () tal que

loc

| 1S tyis = - [ g@wpotey)dyas voe ) )
Q x Q

habria de satisfacerse

/ glx,y)e(z,y d,yd:n—/ / d:ndy—l—/ / sen( xy)+2)g(pd$dy
— (0,) — /0 / il dydo = 20(0.9) - /0 /0 ycos(ay)p(z,y) dy da

Por consiguiente, dispondriamos de la relacion

/ g(z,y)p xydyd:z—// xydydq:+/ / ycos(zy)p(x,y) dydr + ¢(0,y) (2)

para toda ¢ € C3(Q). Ahora bien, si en particular se eligiesen funciones test con soporte contenido
n [—1,0] x [0, 1], entonces

1 0
/ / g(x)p(x,y dyd$—/ / o(z,y) dy dzx ,
0 —1

y consecuentemente deduciriamos que g = e® c.p.d. en [—1,0] x [0, 1] en virtud del lema fundamental
del calculo de variaciones. Analogamente, si considerdsemos ahora ¢ € C}([0,1] x [0,1]) se concluirfa
que g = ycos(zy) c.p.d. en [0,1] x [0,1]. En conclusion, habria de ser ¢(0,y) = 0 en virtud de (2),
cualquiera que fuese ¢ € C&(Q), lo cual es falso en general. Un razonamiento anélogo es valido para
la derivada de primer orden con respecto a y.

La razoén de que f no tenga derivada débil (en el sentido estandar, es decir, g € Ll c(£2)) es la presencia
de un salto en = = 0, el cual genera una delta de Dirac al derivar. En efecto, a la luz de (2) puede
concluirse que "% = h+ dy", con

h(z) = er, si —1<z<0,
| ycos(zy), si0<z <.



Anélogo para % Por consiguiente, f no pertenece a ningn espacio de Sobolev WP (Q).

2.3) La ecuacion de Euler-Lagrange asociada al problema de optimizacion es —Au + u = f, con
condiciones de contorno u = 0 en 0€). Este problema admite la siguiente formulaciéon variacional:

/(_Au+u)vdydx:/fvdydx Vo € HY ().
Q Q

O, después de aplicar la formula de integracion por partes:
/ (Vu- Vv +w)dydr = / fodyds Yo e HH Q).
Q Q

Considérese pues la aplicacion a : Hg () x Hj(€) — R definida como a(u,v) = [, (Vu - Vv +
wv) d(z,y). Se cumple:
= a es bilineal.
= aes continua. En efecto: [a(u, v)| < [|Vullr2)l| Vol L2 +llullz @ llvliz2@) < 2llullg@)llvll g @)
= a es coerciva. En efecto: a(u,u) = [ (|Vul? + v?) dy do = HUH%p(Q)-
Entonces, por el teorema de Lax—Milgram sabemos que existe una tnica solucién en H& (Q) de la
ecuacion a(u,v) = F(v), donde F(v) := [, fvdydx es lineal y continua en H(f2), pues |F(v)| <
£l 2 IVl 2e0) < 4 /3+9 [v|| 1 () En conclusion, podemos afirmar que existe una tnica extremal

de Flu] en H{(Q). Para concluir que se trata de un minimo basta con observar la convexidad del
funcional (notando, por ejemplo, que su matriz hessiana es definida positiva).

Otra forma de argumentar, empleando también el teorema de Lax—Milgram, consiste en desarrollar

Fiui= [ (190 + (= 17)dGen) = [ (190 + o =20f)awg) + [ Ftan)
y elegir
a(u,v) == 2/Q (Vu - Vo +w)d(z,y),

que ya hemos comprobado que se trata de una aplicacién bilineal, continua y coerciva en Hg(Q) X
Hy(Q), y

F(v) :—Q/vad(:):,y),

que es una aplicacién lineal y continua en H&(Q) Al ser ademas a simétrica, el teorema de Lax-
Milgram garantiza la existencia y unicidad de solucién en H{ (£2) del problema consistente en minimi-
zar el funcional Z[u] = Sa(u,u) — F(u), coincidente con Flu] — [, f>d(z,y). En consecuencia, también

Flu] ha de tener un tinico minimo en H}(€2).

. Determina, segtn los valores del parametro o € R, el nimero de extremales del siguiente problema
variacional:

min /047r {(y’(:ﬁ)f - a(y(m) - sen(8x))2] dx, D= {y € C%([0,47]) : y(0) = y(4n) = }

yeD

Solucién: La ecuacion de Euler-Lagrange asociada es —2a(y — sen(8z)) — %(23/ ) = 0, luego el
problema de contorno a resolver para encontrar las extremales es el siguiente:

v+ ay = asen(8z), y(0)=y(4r)=0.



Resolvemos en primer lugar el problema homogéneo, para el que encontramos que solo existen
soluciones no triviales si @ > 0. En tal caso, la solucion general viene expresada como y(z) =
Acos(y/ax) + Bsen(y/ax), con A, B € R. Imponiendo las condiciones de contorno resulta A = 0
y Bsen(4y/ar) = 0, luego oy, = {5 son los tinicos valores del pardmetro para los que existen solucio-
nes no triviales, que vienen dadas por y,(z) = Bsen (%F). Aplicando el teorema de la alternativa de
Fredholm para problemas de contorno, se deduce que:

» Sia<0o0a>0tal que a # 5, el problema homogéneo solo admite la solucion trivial. Entonces
el problema completo admite una tinica solucién o, lo que es lo mismo, existe un tnico extremal

del problema variacional.

= Sia= ’f—z, el problema homogéneo admite infinitas soluciones. Entonces el problema completo

tiene solucién si y solo si f04 "sen(8xz)yp(z)dr = 0, donde y; denota cualquier solucién del
problema homogéneo; es decir, si y solo si f047r sen(8z) sen (%) dx = 0, lo cual es cierto salvo que

n = 32, en cuyo caso f047r sen?(8z) dr = 27 y el problema de Euler-Lagrange no tiene solucion.

4. Considera una funcién regular v que resuelve® el siguiente PVI:

2

u(0,2) = 22, para z € R.

4.1) Sea v := % . Qué PVI resuelve? Justifica que v = 0.

4.2) Usando el apartado anterior, deduce que v ha de ser de la forma u(t, z) = a(t) + b(t)x + c(t)z?,
y determina las funciones a, b y c.

4.3) Compara la expresion obtenida en 4.2) con la deducida en clase para probar que

/ e dg = ﬁ
R 2

Solucion: 4.1) Veamos que v resuelve la misma ecuacion que wu:

ov  0° (8u> 03 (8%) _ 88; (83u) 0%

ot~ ox\ot) 03 \oa? r3) ~ ox?

Por otra parte, se tiene . .

v(0.2) = T 40,0) =
Atendiendo a la nota a pie de péagina del enunciado, la tinica solucién del PVI es la que resulta
de efectuar el producto de convolucién de la solucién fundamental para la ecuacion del calor
y el correspondiente dato inicial, que en este caso es idénticamente nulo. Por consiguiente, la
conclusién es que la tnica solucion del PVI es v = 0.

(%) =0.

4.2) Es claro que si la tercera derivada de u con respecto a x tiene que anularse para todo z € R,
entonces u(t, z) debe ser un polinomio de segundo grado en x con coeficientes dependientes del
tiempo. Como sabemos que u resuelve la ecuacion del calor, debe cumplirse la siguiente relacion:

d(t)+V(t)x +d(t)a® = 2c(t),

3Puedes usar que la expresion dada en clase es la unica solucién del PVI, aunque la condicion inicial no sea acotada



lo que conlleva que b/ = ¢ =0y a’ = 2c. Ademés, para que se satisfaga la condicion inicial debe
verificarse a(0) + b(0)z + ¢(0)z? = 2?2, de donde se desprende que a(0) = b(0) = 0y ¢(0) = 1.
Por consiguiente, ha de ser b= 0, ¢ =1, a(t) = 2t.

2
3 <z . } - . . _ 1 —z 2 1 e ] o

4.3) Lz; solucion deducida en clase fue la siguiente: u(t,z) = Tl TRt = o (x
y)QleTt dy. Al compararla con la que acabamos de obtener se deduce que

(o.9] yQ o0 y2 o0 y2 o0 yQ
/ (z —y)’e # dy::cQ/ e 4 dy+/ yle w dy—2m/ ye~ 4 dy = 4zt (2t + 7).

—0o0 —00 —0o0 —0o0
Pero
[0.9] y2 oo y2
/ ye 4t dy =0, / e 4 dy =2vVrt,
—00 —0o0

luego

oo 2
/ yPe it dy = VArt (2t + 22) — 2/t 2° :4ﬁt%.
—00

2 2
Finalmente, como [ y2e ' dy = At e %6717 dy = 4t(2v/t) [, 2e= dy = 4\/7?75%, se



