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1. JUSTIFICA RAZONADAMENTE la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

l.a) La tunica solucion del PVI

ur+cu, =0, zeR, t>0,

u(z,0) = e 5"

satisface u(1,t) = V2 e 2m(1+ict) - donde 4 denota la transformada de Fourier de u respecto de la
variable x (por si te resultase de ayuda, e~ 2% (y) = /2 e~ 27").

1.b) EI problema de contorno z%y”(x) — zy/(x) — 2y(x) = cos(In(x)) con la condicién y(1) = y(e™) = 0 no
tiene solucion en el intervalo [1, e™].

1.c) Considera la ecuacion: uy = c*uy,, para (¢, ) € [0,00) x [0, 1] con condiciones de contorno u(t,0) = 0,
1

u(t,1) = 0 y dato inicial u(0,z) = z(x — 1). Entonces, el funcional E(t) = / (Opu)* + 2(0pu)?dx
0

vale constantemente c¢2/3 sobre la solucién, y esta es tnica.

1
1.d) Si se considera el problema de minimizar el funcional Fly| := / F(y(z),y'(z)) dx, sobre el conjunto
0
D = C*([0,1]) (con F € C%*(R?)), entonces toda extremal y(z) que esté en C2([0,1]) verifica:

g(mo»y’(o»:u g(ym,y’(l)):o, y F<y<x>,y«x»-y«x)gg<y<x>,y/<x>>:consmmse.

Solucion: (a) VERDADERA. Si aplicamos la transformada de Fourier al problema original resulta el
siguiente PVI:

Uy + 2micyu =0, xR, t>0,
a(y,0) = V2e 2"

cuya solucion puede calcularse facilmente por el método de variables separadas:
&(y’ t) — \/56—27ry26—27ricyt )

Finalmente, evaluando esta tltima expresiéon en y = 1 se obtiene la férmula anunciada.

(b) FALSA. Se trata de una ecuacion diferencial de tipo Euler que se transforma en 2 (s) —22/(s) —2z(s) =
cos(s) en virtud del cambio de variables x = €°, z(s) = y(x). En las nuevas variables, la solucion general de
la ecuacion homogénea es z(s) = Ae* 5+ Be*=* con Ay = 1++v/3y A, B € R. Y en las variables originales:
y(x) = Aer (@) 1 BeA-1n(#) - Al imponer ahora las condiciones de contorno resulta A = B = 0, luego la
Unica soluciéon del problema homogéneo es la trivial. En tal circunstancia, el teorema de la alternativa de
Fredholm asegura la existencia y unicidad de solucién del problema no homogéneo en el intervalo dado.

(c) FALSA. El problema no puede tener unicidad de soluciéon porque no esté prescrito el valor que toma
uz en t = 0. Dicho de otro modo: para cada eleccion de la funcion u (0, z) habra una solucion distinta del
problema.



(d) VERDADERA. Las condiciones de contorno son obtenidas a raiz del procedimiento estandar que se
lleva a cabo para deducir la ecuacion general de Euler-Lagrange (d%|e:0F(y(x) +ep(z),y (z)+eg' (z)) =0,
hecho en clase). Para deducir la forma reducida de la ecuacion de Euler-Lagrange del enunciado partimos
de la ecuacion de Euler-Lagrange estandar, F, — %(Fp) = 0, o equivalentemente Fy — pF,, — p'Fp,, = 0.
Finalmente, multiplicando por p se obtiene pF, —p2pr —pp' Fpp = 0, que, por no depender F' explicitamente

de z, es lo mismo que %(F — pr) =0, es decir, F —y'F, =C € R.

2. Dada una funcion f € C[0, 1] consideramos el funcional

1 1 1
Flu) = % /0 (u'(x))2dx+% /0 sen(z)(u(z))2dz + /0 F@)u(z)dz

definido en H} (0, 1).

2.a) Demuestra que la siguiente desigualdad:

/01 (v(x))zd:ch/Ol (v'(z

es cierta para toda v € H& (0,1), para alguna constante C' < 1.
1/2
2.b) Prueba que |Ju|| := (fo (v'( ) dx) es una norma en H}(0,1).

2.c) Demuestra que el funcional F tiene un tinico minimo en H{ (0, 1).

2.d) Sabiendo que dicho minimo es C?(0, 1), demuestra que existe una tinica soluciéon del siguiente pro-
blema de contorno:
4w” = wsen(z), w(0) =0, w(l) =k eR.

Solucién: (a) Es la desigualdad de Poincaré (hecha en clase).
(b) Veamos que es equivalente a la norma estandar de H'(0, 1), a saber: ||v||§{1(0’1) = ||UH%2(071)+Hv’|]%2(0’1).

Es obvio que |[v]|? < H’UHH1 (0,1)- Por otra parte, ||vH12L11 01 =< (1+ C)HU’H%Q 0.1) en virtud del item (a).

(¢) Definimos a : Hg (0, 1)><H0(0 1)—>Rcomoauv fo dm+4f0 sen(z)u(z)v(x)dx y
F: H}0,1) = R como F(v) = — fo x)dx. Es claro que a es blhneal y simétrica y que F' lineal.
La continuidad de F' se 51gue de |F(v)] § ||f||L2 onllvllzzo) < I1fllz20llvlla0,1). Por otra parte, la

continuidad de a es consecuencia de

1
la(u, v)| < [ l20,0) 1Vl L2(0,1) + ZHUHLQ(OJ)HUHLQ(O,I) < Cllullgroyllvlla o1 -

Verificamos finalmente la coercividad de a, para lo cual empleamos el resultado del apartado (a):
1 1 1 1 1 1
a(u,u) = / u'(z)? da + / sen(x)u(x)? dx 2/ u'(z)? do — / u(z)? da
0 4 Jo 0 4 Jo

(1 - %) /01 o' ()2 dx = (1 ~ %) ]2

Estamos, pues, en condiciones de aplicar el teorema de Lax-Milgram, el cual asegura la existencia de un
tinico minimo en H{(0,1) de 3a(u,u) — F(u) = F(u).

v

(d) Denotamos F(u p) = 3p* + %sen(x)u? + fu. La ecuacién de Euler-Lagrange asociada a F es 0 =
F, — &(F,) = isen(z)u+ f — u” o, equivalentemente, 4u” — sen(z)u = 4f, con condiciones de contorno
asociadas u(0) = wu(1) = 0. Por lo probado en el item (b), este problema admite una tnica solucion
u € HE(0,1) N C%*(0,1) cualquiera que sea f € C[0,1]. Consideremos el cambio de variable v(z) =
u(z) — kz. Entonces v resuelve la ecuacion diferencial 40" = 4u” = sen(z)u + 4f = sen(x)v + f, con
f(z) = kxsen(z) +4f, ala vez que satisface v(0) = v(1) = 0. Por consiguiente v es tnica, luego u = v+ kx
también.



3. Consideramos las siguientes cinco reacciones quimicas para las especies X, Y,y Z (A, By P
se consideran datos), que sirven como modelo realista simple para la reaccion de Belousov-Zhabotinsky:

A+y M x4p, x+v 2 oop

A+ X By oox 49z ox M oay4p Bz By

3.a) Usando la ley de accion de masas, escribe las ecuaciones ordinarias que satisfacen las concentraciones
x = [X],y =[Y],z = [Z] de las especies X,Y, Z, dependientes del tiempo t. Las concentraciones de
Ay B (llamadas a, b) se consideran datos dados.

3.b) En las ecuaciones anteriores, supén que a y b son constantes y considera el cambio de variables
T = at, u(T) = Az (), v(T) = Ay(t), w(T) = Az(t).

Encuentra la expresion de las constantes A\, a, @1, Q2 y Q3 de forma que se cumplan

d d d
—u:v—uv+u(Q1—Q2u), & = —v —w + Q3w, & = 2Q1u — Q3w,
dr dr dr

y comprueba que « es una frecuencia (es decir, tiene unidades de 1/tiempo), y que v y Q2 no tienen
dimensiones fisicas.

3.c) Encuentra todos los equilibrios del sistema anterior y prueba que todos verifican v < 2Q);.

Solucién: (a) Las ecuaciones pedidas son:

' = kiay + ksax — koxy — 2kax?, Y = ksbz — kiay — koxy, 2 = 2ksax — ksbz.

(b) Se tiene:

du X, o A 9
&> = (t) = a(klay(t) + kzaz(t) — kox()y(t) — 2kaz(t)?)
A (K ks k2 ka o o
= 3 <)\a’u(7) + Tau(T) - F’UJ(T)U(T) - 2?“(7—) )
B kia ksa ko 2ky 2
= o)+ () - Zulr)u(r) - 2bu(r),
dv XA, 0 A B ks k1 ko
> = oY (t) = a(k5bz kray kg:cy) = ()\ bw(T) 3 (1) 2 (T)U(T))
1 kia ko
= —uw(r) o (1) an (T)o(7),
dw o A ’ o A o A Qk‘g ki5 _ 2]{3@ ki5b
= (t) = E(ngaa: ksbz) = - ( 3 au(T) 3 bw(v-)) = u(T) " w(T)
Identificando términos obtenemos:
k k k 2k ksb
ﬂzi:lu iCL:Q17 74:@27 i:Qi‘]a
« a\ « a\ «
de donde se desprende que
_ N SN TR )
Oé—kla, A_kla’ Ql_kla Q2_k2, Q3_k1a'

De la ecuacion para z(t) se deduce facilmente que el término kjay(t) debe tener dimensiones de concentracion
dividido por tiempo (comparando con el primer miembro de la ecuacion), luego las dimensiones de ki deben
ser [C]7Y[T]~!. Por consiguiente, a = kja tiene unidades de frecuencia ([T]7!). Analogamente, las dimensiones
de ko son (nuevamente podemos emplear la ecuacion de x(t)) [C]71[T]~1, luego A = % tiene dimensiones de



[C]~1, de donde se sigue que v(7) = \y(t) es adimensional. Finalmente, la ecuaciéon de x(t) nos informa también
de que kg y k4 tienen las mismas dimensiones ([C]71[T]™1), luego Q2 es adimensional.

(c) Hay que resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

v—uv+u(@Qr—Qau) =0, —v—uww+Qsw=0, 2Q1u—Qzw=0.

. ., 1L ., . ., 2
Obviamente, © = v = w = 0 es solucién. De la tltima ecuacion se deduce directamente la relacion w = %u

Sustituyendo esta expresion en la segunda ecuacion resulta —v —uwv +2Q1u = 0. Restandola ahora de la primera
ecuacion se obtiene 2v — Qiu — Qou? = 0, luego v = %U(Ql + Q2u). Sustituyendo ahora esta relacion en la

—(Q1+Q2)+/(Q1+Q2)2+12Q1 Q2
2Q2

primera ecuacién se llega a Qou’ + (Q1 + Q2)u — 3Q1 = 0, 0 equivalentemente u =

(notese que hemos retenido tnicamente la solucion positiva). Finalmente, se tieneﬂ

vo= %U(Ql + Qau)
— 422( (Q1 + Q2) + v (Q1 + Q2)? +12Q1Q2) (Ql*%(@ﬁr@g )+ = \/ (Q1 + Q)2 +12Q1Q2>
- 822 (= (@ + Q)+ V(Qr + Q)7+ 12012:) (@1 — Qo) + V(@1 + Q2 + 120102

= 30, ((Ql +Q2)? +12Q1Q2 — QF + Q3 — 2Q21/(Q1 + Q2)2 + 12@1@2)

= (@470 - V@ TP T 0@) < Tai <201

1Se trata de un sistema no lineal, por lo que no hay un algoritmo canoénico para resolverlo. De hecho, depende mucho de la

estrategia desarrollada para su resolucion el que la cota pedida sea mas o menos evidente. En efecto: si después de haber despejado

w = Qg Ly en la tercera ecuacion sustituimos el resultado en la segunda, obtenemos v = 2Q1 17~ = < 201




