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[25] EJERCICIO 1.

Sea I = (—1,1) y se definen

a(u,v) = /[u”(ac)v"(x) dx

F(v):/lfvdx,

donde f viene dada por
fz) = z+1, si —1<2z<0,
Tl i-2), sio<z <L

Se considera el problema de encontrar u € HZ(I) tal que?

a(u,v) = F(v), Yve HZ(I).

(1)

l.a) ;Esta f en L?(I)? ;Tiene derivada débil en L?(I)? ;Tiene derivada débil en algiin otro espacio? En

caso afirmativo, calctlala y enuncia el concepto de derivada débil que estas usando.

1.b) Usando apropiadamente la desigualdad de Poincaré, demuestra que existe una constante o > 0 tal

que
a(v,0) > al[vlFpy.-

1.c) Demuestra que a(-,-) es bilineal y continua en H?(I) x H?(I). Demuestra que F es lineal y continua

en H2(I).
1.d) Estudia la existencia y unicidad de (1) en HZ(I).

l.e) Determina justificadamente qué relacién hay entre las soluciones de (1) en HZ(I) y las de

) —}av v) — F(v
f[u]zvenélgr(ll) {F]}, con Flv] = 5 (v,v) — F(v).

(2)

1.f) Siwu € Hi(I) es una soluciéon de (2), determina justificadamente las condiciones de regularidad sobre
u que necesitas para deducir la ecuacién de Euler-Lagrange asociada. Escribe dicha ecuacién y sus

condiciones de contorno.

'Recuérdese que los elementos del espacio de Hilbert H?(I) son las funciones u € L*(I) cuyas derivadas débiles hasta orden

dos existen y pertenecen a L*(I). La siguiente expresion define una norma en H?(I):

2 2 2 2
Nullzrzcry = llullz2cry + 14 22y + 1e” 22y -



Solucioén: 1.a) Se tiene
! 0 1! 1 1 5
2 _ 2. _ 2 — 2V dr = =
£ Z2(r) —/1f(:c) da:—/l(x—i-l) dx+4/0 (1—2x)*dz = RETIRETE

Comprobamos a continuacién que no existe la derivada débil de primer orden de f. En efecto, de existir
g € Li (I) tal que

loc

/ f(@)g! () da = / g(x)p(x)dz Y € CA(I) (3)
I

I
habria de satisfacerse

0 1
—/g(av)gp(:v)dw = / (x+1)<p’(x)d;v—|—1/0 (1 —2)¢ (z)dx

I -1 2

0 1
= w0~ [ playda= 500 +5 [ pla)da.

-1

Por consiguiente, dispondriamos de la relacién

0 1t 1
[s@e@yar= [ p@yar—3 [ playae= 500 veeci. (1

Ahora bien, si en particular se eligiesen funciones test con soporte contenido en [—1, 0], entonces

[ s@ewar= [ o,

y consecuentemente deduciriamos que g = 1 ¢.p.d. en [—1,0] en virtud del lema fundamental del calculo de
variaciones. Analogamente, si considerdsemos ahora ¢ € C3([0,1]) se concluirfa que g = —% c.p.d. en [0, 1].
En conclusién, habria de ser ¢(0) = 0 en virtud de (4), cualquiera que fuese ¢ € C}(I), lo cual es falso en
general.

La razoén de que f no tenga derivada débil (en el sentido estdndar, es decir, g € L], (I)) es la presencia

de un salto en x = 0, el cual genera una delta de Dirac al derivar. En efecto, a la luz de (4) puede concluirse
que "f'=h+ %50”, con
1, si —1<z<0,
h(:[;)—{ f%, si0<zxz<1.

Sin embargo Jy ¢ Llloc([ ), por lo que tendriamos que modificar el concepto conocido de derivada débil si
queremos adecuar la delta de Dirac al mismo. En tal caso y a tenor de lo visto en clase, bastaria con definir
la derivada débil de f € L}, .(I) como aquella medida g que satisface la condicion (3).

1.b) Aplicando la desigualdad de Poincaré a v y v’ se tiene
ollr2y < CllY' ez s 1V 2y < Clv ez
luego

Wiy = MolZaay + 1017200 + 1071 Z20y < CHIV 120y + CPl0" T2y + 10" 122y
= (C*+C%*+Da(v,v),

de donde se concluye que basta con elegir a = (C* + C% + 1)L,

1.c) Se tiene
a()\lul + Aguo, U) = /(Alul + )\QUQ)”U” dzx
I

= N /u’{v" dx + Ao /ugv” dxr = Ma(u1,v) + Aea(ug,v) .
1 1



La linealidad con respecto a la segunda variable es analoga. Por otra parte,
au, ) = | [ s do] < 1z 1oz < Nl el

en virtud de la desigualdad de Cauchy-Schwartz (Holder con exponentes conjugados p = 2 y p’ = 2), luego
a(-,-) es continua en H2(I) x H?(I). Estudiamos finalmente la linealidad y continuidad de F. Se tiene

F()\u+,tw):/If(x)()\u+,tzv)(m)dx:)\/If(x) d:r+,u/f x)dr = AF(u) + pF(v) .

FO)I < [ @@l de < Wl oz < | 5 ol

de donde se desprende la continuidad de F en H2(I).

1.d) X = HZ(I) es un espacio de Hilbert, F € (HZ(I))" y a(-,-) : H3(I) x H3(I) — R es una aplicacién
bilineal, continua y coerciva a tenor de lo demostrado en los apartados anteriores. Por consiguiente, puede
aplicarse el teorema de Lax-Milgram para concluir la existencia y unicidad de solucién en HZ(I).

Ademas,

l.e) Como la aplicacion a(-,-) es ademds simétrica, resolver (1) equivale a resolver el problema de
minimizacién planteado en el enunciado, de nuevo en virtud del teorema de Lax-Milgram.

1.f) Se tiene
Flu] = gatu,u) — Flu) = 5 /I (" () dz — /1 f(@)u(z) de = /I Glu,u") de

con G(u,u") = %(u’ ")2— fu. Procedemos a construir la ecuacion de Euler-Lagrange asociada a este funcional.
Repitiendo los pasos de la deduccion hecha en clase, se trata de llegar a escribir la ecuacion & |._oF[u+ep] =
0, cualquiera que sea ¢ € HZ(I) (en el caso que nos trae):

d
Flu+ep] = e O/IG(u—l-ego,u”—i-ego”)da:

= /I {Gu(u,u”)go + Gy (u, u”)np”} dx = /I { —fo+ u”go"} dr =0.

Integrando ahora por partes (dos veces) se obtiene

de|.—o

/I o //dﬂs _ (u//SO/)(l)_(UHSO/)(_l)_/I " d
= (")) — (") (1) — (W) (1) + (u"p)(~1) + /I oul® do
= (W")(1) - (W"P)(~1) + / oul® de,

dado que ¢ se anula en la frontera de I por pertenecer a Hg (I). Por consiguiente, necesitamos que se
cumplan las condiciones u”(—1) = «”(1) = 0 para cancelar el término de frontera en la expresion anterior,
de donde se deduce que

d .
0= ]-'[u+€<p]—/cp(u(w)—f)dx.
€le=0 1

Gracias al lema fundamental del calculo de variaciones, la ecuacién de Euler-Lagrange que buscamos es
u(®) = f (ecuacion de la viga) con condiciones de contorno u(—1) = u”’(—=1) = u(1) = u”(1) = 0 (viga
apoyada en ambos extremos). Observamos ademdas que necesitamos cuatro ordenes de regularidad en la
derivada para poder escribir la ecuacién apropiadamente.



[25] EJERCICIO 2.

Sea I = [0, 2(e? — 1)]. Se considera el problema consistente en minimizar el funcional

e1n

D= {y et [yarar=1. [ ywow) ds - o} |

I I
siendo ¢ € C1(I) N C?(I) una solucién no nula del problema

((1+ g)ng’)' + (% +1)6=0, ¢(0)=9(2cF —1)) =0.

Calcula de forma justificada el minimo, si existe, de Fly] en D N C%(1).

2
Soluciéon: Denotemos F(z,y,y’) = (1 + %) (/(2))? y consideremos F*(z,y,y) = F(z,y,y) — My

La ecuacién de Euler-Lagrange asociada a F™* es

0=t gt = o g (1))

0, equivalentemente,
d T\2 ,
—((1+3)¥)+w=0, (5)

X

sujeta a las condiciones de contorno FJ,(O) = F;,((Q(eg - 1)) = 0, que no son otras que las condiciones de
Neumann homogéneas

y'(0) =y (2(e? = 1)) =0. (6)

En consecuencia, el problema de contorno de Euler-Lagrange asociado a F es exactamente el resuelto por
¢ en el enunciado del ejercicio, salvo que se ha tomado un valor particular del pardmetro: A = % +1.2

Resolveremos el ejercicio de dos maneras distintas.

(A) El funcional F es claramente no negativo. Por consiguiente, si alcanzase a tomar el valor cero, ese y
no otro serfa su valor minimo. Es mas, caso de alcanzarlo tendria que hacerlo para valores constantes de y.
La pregunta es entonces: jcontiene el conjunto D alguna funcién constante? Si la respuesta fuese afirmativa
el ejercicio estaria resuelto, pues el minimo de F en D seria cero. Verificamos en primer lugar que hay dos
constantes y = a que satisfacen la primera de las ligaduras. En efecto,

/y(x)zda:—aQ/dx—ZaQ(eg—1)—1<:)a—:t.
4 4 2(ez — 1)

Para comprobar que también satisfacen la segunda ligadura basta con observar que [ ; ¢(x)dx =0, lo que
se deduce de integrar la ecuacion (5) en I (teniendo en cuenta que las condiciones de contorno son en este
caso las expuestas en (6)).

(B) Calcularemos ahora los valores propios del problema de Euler-Lagrange (5)-(6). Desarrollando la
derivada, la ecuacién diferencial a resolver es

(1+§>2y"+(1+g)y'+>\y:0, (7)

ZNotese que hasta el momento solo se ha considerado la primera ligadura a la hora de corregir el funcional. Dentro de poco
se vera que basta con proceder asi



facilmente identificable con una del tipo Euler. Introducimos pues el cambio de variables 1 + § = €7,
u(z) = y(z). Entonces

du dy d’>u d dy dy 5, d%y
7:2277 7:7<2zi>:2z7 4 27’
dz “dr 42 A2\ dx “ar T e
con lo que (7) se transforma en
W 4 =0, (8)

con condiciones de contorno u/(0) = u/(7/2) = 0. La ecuacién caracteristica asociada es p? + p + 4\ = 0,

que tiene por soluciones p = @_

Sid< %6 y llamamos p_ < —% v pt > —% a las dos raices del polinomio caracteristico, se tiene que la
solucion general de (8) viene dada por u(z) = Ae/+* 4+ Bet~*. Imponiendo las condiciones de contorno se
deduce que

Apy +Bu_ =0, Appe'+2 +Bu_el~2=0,

de donde se desprende que A = B = 0 a menos que uy = 0, en cuyo caso B = 0 y A queda libre. En
resumen, el dnico valor propio en este rango es A\g = 0, que hace que uy valga cero y que las funciones
u(z) = A € R sean propias.

SiA= 1—16, el polinomio caracteristico tiene la raiz doble p = —%, luego la solucion general de (8) viene
dada por u(z) = Ae™2 + Bze™ 2. Imponiendo las condiciones de contorno tenemos

A A n
-— =0, (—54—(1—%)3)6_2 =0,
luego A= B =0.
Para \ > % la solucion general de (8) es la siguiente:

e 2 <A cos (%z)

+ Bsen (16)\_1,2)) .

u(z) = 5

Imponiéndole las condiciones de contorno resulta

A V16A —1

0 = 4(0)= _§+BT’
, = A V16A —1 V16X —1 B V16A —1 V16A —1
0 = u(n/2)=e 4{(— f—i-Bi) coS <77r) — (——i—Ai) sen (770},
2 2 4 2 2 4
luego
B V1A —1 V1A —1
0=—A+BVIGA—1, 0= (5 +A%) Sen(%w) .

Si fuese el primer factor el que se anulara en la segunda ecuacién, tendria que cumplirse B = —Av/ 16X — 1,
y sustituyendo en la primera condicién de contorno obtendriamos 0 = —A — A(16A — 1) = —16AA, que solo

admite la solucién A = 0, y por tanto también B = 0. Consecuentemente, la segunda condiciéon de contorno
solo puede interpretarse del siguiente modo:

e (VI

A =0,

7 = nm para cualquier n € N, o equivalentemente

lo que nos conduce a 7”164)‘_1

1 2



Dado que A\ = T16 + 1, la funcién ¢ del enunciado es la segunda funcién propia del problema de Euler-
Lagrange asociado al funcional de partida® y, por un teorema estudiado en clase que concierne a este tipo
de ligaduras (condiciones de normalizacion y ortogonalidad), el minimo de F es el primer valor propio:

Ao = 0.

25] EJERCICIO 3.

Encuentra explicitamente la solucion u = u(t, x) del siguiente problema de Cauchy para la ecuacion de
ondas, planteado en el intervalo [0, 27]:

O2u = 0?u en (0,00) x (0,27),

u(t,0) = u(t,2r) =0 parat € (0,00),
w(0,2) = |z — 7| — 7 para z € [0, 27],
Owu(0,2) = sen(2z) para z € [0, 27].

Solucién: En primer lugar buscamos soluciones con las variables separadas: u(t,z) = T(t)w(x), las
cuales deben cumplir 7" (t)w(x) = T(t)w” (x), o equivalentemente
T”(t) w//(l,)

W ww) R

Resolvemos en primer lugar el problema de contorno para w(x), que viene dado por

w”’(z) + Mw(z) =0, w(0)=w(2r)=0,
y cuyas soluciones son de la forma?
w(:n):Bsen(%), VB eR.
Por otra parte, la ecuacion diferencial satisfecha por T'(t) es T"(t) + %T(t) = 0, que tiene por soluciones

T(t)chos(%t>+Dsen(%t>, C,DeR.

Por consiguiente, buscamos una solucién del problema de ondas original que se obtenga superponiendo
funciones que adoptan la siguiente formas:

un(t,z) = sen (%) <an COS (%t) + B, sen <T;t)) , a,BER, neN,

es decir: -
S e (2 nt nt
u(t, ) —n:1sen< 5 ) <ancos(2 ) +anen(2 )) .

Para satisfacer las condiciones iniciales vemos que debe cumplirse lo siguiente:

> nT = nf ne
—ml—m=3" L 9r) = S on (7)
|x — 7| —m 2 an sen( 5 ), sen(2x) ngl 5 sen (= ),

3Esto nos garantiza que el multiplicador de Lagrange asociado a la segunda ligadura es cero, como se vio en clase
“Nétese que solo son valores propios los A > 0, con funciones propias asociadas w(z) = Acos(vAz) + Bsen(vAz). Al
aplicar las condiciones de contorno resulta A =0y BSGH(?\/XW) = 0, de donde se concluye que ha de ser 2v/Am = nr para

n

todo n € N, luego A = 72



dado que us(t,z) = > o7 sen (%) ( “5m sen ( 5 ) + ngn oS ( 5 )) Necesitamos calcular a continuacion la

serie de Fourier en senos® de las funciones que aparecen a la izquierda de las igualdades anteriores. Los
coeficientes de la serie de sen(2x) se calculan directamente (son todos nulos salvo el coeficiente con n = 4,
que vale 1), luego

1
5425, Bn =0 para todo n # 4.
Por otra parte, los coeficientes de |z — 7| — 7 son
1 2T
an:/ (\x—ﬂl—ﬂ)sen( )dw para n > 1.
T Jo

La funcién |z — 7| — 7 es simétrica en torno a x = , en tanto que la funcion sen(%F) es antisimétrica
en torno a x = 7 para n par y simétrica en torno a x = m para n impar. Por tanto, a,, = 0 para n par,
mientras que para n impar se tiene lo siguiente:
nx
T sen (7> dx

/02ﬂ(|96—7r|—7r)sen( )da: = 2/0F(|3;_7T|_7r)sen( )dx——Q/O

A7 nmw 8 nwy 8 ntl
- s () - e () - s

™

Para calcular fgr rsen(’s) dr hemos usado el método de integracién por partes, y en la tltima igualdad

hemos usado que cos("5") = 0 (dado que n es impar) y que sen(’") = (—l)ng1 para n impar. Finalmente,
0 para n par,
Ay = n
" %(—1) En para n impar .

En consecuencia, la soluciéon a nuestro problema es

oo
8 n t 1
u(t,z) = Z m(—l)%1 sen (%) cos (2) + 5 sen (2x) sen (2t) .
n?riéar

[25] EJERCICIO 4.

Consideramos cuatro sustancias quimicas X, Y, A, B que interactian segun las siguientes reacciones:

A2 x, BMy, xix+vEBxix4+x
k1

donde k1, ko, k3, k4 son constantes positivas que indican la velocidad a la que ocurre cada reaccién. Deno-
tamos por x, ¥, a,b las concentraciones de cada una de estas sustancias quimicas. Suponemos que tenemos
una mezcla homogénea, de forma que x,y, a, b dependen tnicamente del tiempo ¢. Suponemos también que
las concentraciones a, b son constantes independientes del tiempo.

4.a) Usando la ley de accion de masas, escribe el sistema de ecuaciones que satisfacen z, y.

4.b) Para o, A > 0 dadas consideramos el cambio de variables

Sflx) = > bnsen (%)7 con b, = %f()% f(z)sen (%) dx



= Encuentra a, A en funciéon de ki, ko, k3, k4, a, b de forma que el sistema resultante para u,v sea

de la forma
v =1—yu+u?v,
{ v =B —u?v. (9)
= Encuentra 3, en funciéon de kq, ko, k3, k4, a, b.

4.c) Calcula el (tnico) estado de equilibrio (es decir, la solucién constante en tiempo) de la ecuacion (9)

en funcién de v y 5.

Solucién: 4.a) Usando la ley de accién de masas obtenemos el sistema
z' = koa + ksz®y — kvx, Y = kab — ks2?y.
4.b) Haciendo el cambio de variables indicado resulta

W(7) = $'(ar), V(7) =5y (ar),

A
luego®
iu/(T) = kpa(ar) + ksz?(at)y(ar) — kiz(ar) = kea + k3sA3u?(1)v (1) — kpdu(r),
a
i1}/(7') = kyb(ar) — k3z?(ar)y(ar) = kb — ksX\3u?v.
«
Equivalentemente,
k
o= a;a + aks\2u?v — akyu,
k4b
T ks _ aks\?u?v .
Basta pues con establecer
ok2a k=1

para recuperar el sistema (9), es decir:
1/3
ak _
A= <2> ) a = kg 1/3((1]4:2)_2/3.
ks
Esto responde a la primera cuestiéon de este apartado del problema. Para dar respuesta a la segunda basta

con calcular

5= aksd  kad
B A - kga’
4.c) Para encontrar los estados de equilibrio del sistema (9) tenemos que resolver

{ 1—7u+u2v:0,

v = aky = kik; "3 (aky) 23,

B—utv=0.

Sumando las dos ecuaciones obtenemos

de donde se desprende que
By

V= """""35

(1+8)%

Esta es la tinica solucion posible, luego hay un tnico estado de equilibrio.”

SRecuérdese que tanto a como b son independientes del tiempo por hipétesis (a(t) = a, b(t) = b para todo t)
"Quien hubiese escrito desde el principio la ecuacién para b, % = —kay, podria haber llegado a la conclusion de que k4 = 0



puesto que b no depende del tiempo (por hipoétesis), luego 4b — 0. En tal caso, habra obtenido el valor 8 = 0, luego el tGnico

dt
estado de equilibrio posible seria u = 71, v=20
y



