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1. JUSTIFICA RAZONADAMENTE la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones

l.a)

1.b)
1.c)

1.d)

El funcional a(u,v) :/ (3Vu Vv 4 uv — 20,udyv — 23yu3$0) dxdy es simétrico y coercivo sobre el

R2
espacio H'(R?).
El siguiente problema de contorno: y” — 2y’ + Xe® +y = 0, con 3/(0) = 1 e 3/(1) = 0, posee una tnica
solucion para todo A € R.
Dadas las reacciones: 2X +Y = Z, Z+4+Y = W, entonces, llamando z = [X],y = [Y], 2= [Z] ¥
w = [W], las cantidades (y + z 4+ 2w) y (z + 2z + w) se conservan.

La funcion u(t, z) = sen(4x) cos(2t) + sen(3z) sen(t/2) es una extremal del problema consistente en
™ K

minimizar el funcional F(u) = / / (4(8tu)2 - (&cu)z) dxdt, sobre el dominio
0 Jo

o u(0, z) = sen(4x), u(m, ) = sen(3x) + sen(4x), para z € [0, 7],
D= {u e cl(oa?) | wery) T ok o } .

Solucién: (a) VERDADERA. Es obvio que a(u,v) = a(v,u), por lo que el funcional es simétrico.
Para verificar la coercividad evaluamos

a(u,u) = /}R2 <3Wu]2 +u? — 461u8yu) dxdy > /R2 <3Wu]2 +u? —2((0,u)? + (ayu)z))dxdy

_ /]R (IVuf? + u2) drdy = 1 s

(b) FALSA. La solucion general de la ecuacion (lineal) homogénea es y(x) = Ae®” + Bze”, con
A, B € R. Al imponer las condiciones de contorno se obtiene A = 2, B = —1, luego el problema de
contorno homogéneo admite la soluciones no triviales. Por consiguiente, al problema no homogéneo
solo le cabe no tener solucion o tener infinitas, cualquiera que sea el valor de A, en virtud del teorema
de la alternativa de Fredholm.

(c) FALSA. Denotemos )\f/ Ly )\g/ " las ratios directa (1) e inversa (*) de las reacciones primera
y segunda, respectivamente. Segun la ley de acciéon de masas, las ecuaciones del modelo son las
siguientes:

o' =2k —kda?y, o =Kot kw—klePy—kizy, 2 = klaePy+kiw—klz—kizy, W = kdzy—kiw.

Por consiguiente: '
+z4+2w) =0, (z+z+w) =kz.
(y ) ) 1

(d) FALSA. Si denotamos p = d,u, ¢ = dyu 'y F(u,p,q) = 4¢> — p?, la ecuacién de Euler-Lagrange
asociada al problema de minimizacion es 0 = Fy, — 0, (F)) — 0y (Fy) = 2z, — 8uy 0, equivalentemente,
Uy = Tugy. Siconsideramos la funcion del enunciado, u(t, z) = sen(4x) cos(2t) + sen(3z) sen(t/2), se
tiene:

up = —2sen(4x) sen(2t) + %sen(Bx) cos(t/2), wuy = —4sen(4z)cos(2t) — isen(i’)m) sen(t/2),
uy = 4cos(4x) cos(2t) + 3cos(3z) sen(t/2), ugzy = —16sen(4x) cos(2t) — 9sen(3x) sen(t/2),

luego u no es una extremal de F.



2. En el sigt.liente ejercicio estufiiar'nos la trayectoria de/una bola de masa M > 0 kil.ogramos que
desciende sin rozamiento por un plano inclinado que forma un angulo [ respecto del eje horizontal y que
estd sometida tnicamente a la fuerza de la gravedad. Podemos suponer que se mueve tinicamente en el

K <@ a(t) = (z(t),y(t)) € plano inclinado

xT

tang = &£ } = tanf = = y=K —tan(f)z

plano XY, que el desplazamiento horizontal corresponde al eje OX, que la altura y(t) > 0 se representa en
el eje OY, de modo que la trayectoria quedara descrita por una curva plana a(t) = (z(t),y(t)) cuya traza ha
de estar sobre la recta y = K —tan(3)z. Recordamos que la energia cinética asociada es Ex = M |a/(t)|?
y que la energia potencial (respecto al origen) es Ep = Mgy(t) (siendo g = 9.8 m/s?).

2.a) Si la bola parte desde una altura de K > 0 metros y en 7" > 0 segundos alcanza el nivel del suelo,
habiendo recorrido una distancia horizontal de L metros, determina (segun el principio de Minima
Accién de Hamilton), el funcional (dependiente de dos funciones) cuyo minimo es la trayectoria
buscada, y el conjunto (con todas sus restricciones) en que crees que deberia estar definido.

2.b) Calcula la(s) extremal(es) del problema anterior y justifica, si es posible, la existencia y unicidad de
la trayectoria buscada.

2.c) Sitan(f) = % y la bola parti6 del reposo y tardo % segundos en llegar abajo, calcula K y L.

Solucién: (a) El funcional pedido es

Fleal = [ {30 - sgvo = [T L2+ 07) - o ar,

sujeto a las condiciones a(0) = (z(0),y(0)) = (0,K) vy a(T) = (z(T),y(T)) = (L,0) y a la restriccion
y = K — tan(p)z.

(b) Como z(t) e y(t) han de estar relacionadas segin la ligadura del apartado anterior, el funcional puede
reducirse a uno de variable tinica, a saber:

11
Fle] =M {2((1 + tan’(B))2’(t)?) — g(K — tan(ﬂ))x} dt
0

= 1((1+tan?(B))2/(t)?) — g(K — tan(B))z, la ecuacién de Euler-Lagrange

Si denotamos p = 2’ y F( 5
p) = —g(K —tan(B)) — ((1+tan?(8))z”, cuyas soluciones son de la forma

asociada se escribe 0 = F}, di(

_ g K—tan(g)
2(t) = —§frren i t? + At + B,

x(t) = giﬁt;f;% 2+(%+%7ﬁ_ft$§§g% T)t, luego y(t) = %tan(ﬁ)iﬁ;;iggg; tQ—tan(ﬁ)(%+%7ﬁ2;igE’g% T)t+K.

Ademas, podemos garantizar la existencia y unicidad de minimo en virtud de la convexidad tanto del

F,
A, B € R. Finalmente, imponiendo las condiciones de contorno obtenemos

funcional como del dominio.

(¢) Con los datos del enunciado ha de ser y(t) = K — 1x(t). Al evaluar en t = T obtenemos y(T) =

K — L =0, luego ha de cumplirse la relacion L = 2K. Como ademés la bola parte del reposo, se tiene

2
0=y'(0)=2'(0) =& + %%T, que con nuestros datos se traduce en

2K S8 (K —-1/2\ 4 K 14 4 2 2 2
0— 98< />:7+ _1/2):<7 56>K 8 87K 8

_ __ x —(K _ __ = —
4/7 + 2 \1+1/4 2 5 5( 2 * 25 25 50 25’7
de donde resulta K = % y L= %.

e
3. Considera el funcional Fly] = /1 2 (y' (x))2 dx, definido sobre el conjunto

D= {y € Ci([1,€)), /16 zy(z)?de =1, /16 y(z) sen(257 In(x)) de = O} NC%([1,e€]).

Calcula sus extremales y determina si tiene minimo. En caso afirmativo, calciilalo y determina todas las
funciones en las que lo alcanza.



Solucién: Denotamos p = ¢/ (z) y F(y,p) = 23p? — Azy?. La ecuacién de Euler-Lagrange asociada es

0=F,— i(Fp) = —2\zy — i(2av3y’(ac)) = —2\zy — 622y (x) — 223y (z),
dx dx
o equivalentemente z3y” + 322y’ + A\zy = 0, que es una ecuacién de Euler que se transforma en la ecuacién con
coeficientes constantes z” + 22’ + Az = 0 en virtud del cambio de variable x = €*, z(u) = y(x). Los tnicos valores
propios del problema de contorno determinado por esta ecuacion y las condiciones y(1) = z(0) = 0, y(e) = z(1) =
0, son \, = 1+ n?z?, n > 1; mientras que las funciones propias adoptan la forma y,(r) = % sen(nmIn(z)),
C € R. Por la forma especifica de las ligaduras (normalizacion + ortogonalidad), puede afirmarse que el problema
de minimizacion tiene solucion, que el minimo del funcional en D es el primer valor propio, A\; = 1 + 72, y que
este se alcanza en cualesquiera funciones y;(z) = % sen(mIn(x)) que satisfagan ambas ligaduras. La segunda es
satisfecha incondicionalmente, en tanto que la primera se cumple si y solamente si
C* (1 C?

o [ L Lt _¢
1=C /1 _ sen (rln(z)) dx 5/, m(l cos(2m In(z))) dz = 5

luego ha de ser C' = ++/2 para que se alcance el minimo.



