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EJERCICIO 1. En este ejercicio trataremos de resolver la ecuacién del calor en un intervalo acotado y
con condiciones Dirichlet en el borde del mismo. Para ello:

1. Calcula la serie de senos de la funcion ug(z) = 1 — |2z — 1| en el intervalo [0, 1].
2. Determina, para D > 0, todas las funciones no nulas en variables separadas que resuelvan

Owu(z,t) = DO u(z,t), (z,t) €]0,1] x [0,00), (1)
u(0,t) = u(1,t) =0, t>0,

3. Usando el principio de superposicion, calcula una solucion de (1) con dato inicial u(z,0) = ug(z).

Solucion: 1. El desarrollo en serie de senos del dato inicial viene dado por

up(x) = Z by, sen(nmzx) ,
n=1

con
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de donde se desprende que
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luego

> sen{nm k
up(x) = % Z n/z) sen(nmx) = = Z %i)l) sen((2k + 1)mx) .

2. Buscamos soluciones no nulas de (1) que respondan a la forma u(z,t) = T(t)w(z). Al imponer que
sea solucion de la ecuacion del calor obtenemos

T'(t) w” (x)
= ut — Dug, = T'(t — DT (t)w" = =D =-XeR
0=wu U (Hw(z) (Hw" (z) a0 w(@) €ER,
de donde se deduce que T' y w han de cumplir, respectivamente,
" )\
w +5w:0, w(0) =w(l) =0,

T = -)\T.

Resolviendo en primer lugar el problema de Sturm-Liouville asociado a w obtenemos que los valores propios
son de la forma \, = Dn?7%, n € N, en tanto que las funciones propias asociadas son wy, (z) = Asen(nmz),
cualquiera que sea A € R. Por otra parte, al resolver la ecuaciéon para T obtenemos T, (t) = Be ! =
2.2 . .
Be P ™t para todo B € R, de donde resulta que las soluciones que se piden en este apartado son de la
forma
_ —Dn?r?t
up(z,t) = Ce sen(nmz), CeR.

3. La superposiciéon de las soluciones anteriores da lugar a

= Z Chn sen(mra:)e_D"QWQt .

n>1

Imponiendo finalmente la condicion inicial (que ya fue desarrollada en serie de senos en el apartado 1.) se
tiene que ha de ser C), = b,, por lo que la solucién pedida es de la forma

(—1)* D(2k+1)?n%t
(l’ t 2 g m Sen((2k + 1)71'3;') s

que es claramente convergente en virtud del test de comparaciéon de Weierstrass, al igual que sus derivadas
parciales dyu y 0%,u (que ademés son funciones continuas por tratarse de limites uniformes de sucesiones
de funciones continuas).

EJERCICIO 2. Sea 2 C R? un dominio y f € L?(£2). Demuestra que el funcional
Fu) = / ((&Uu)2 + Opu Dyu + (9yu)* + 4u2>dm dy + / uf dz dy,
Q Q

definido en H'(2), tiene un tinico minimo global.

Solucion: Definimos
a(u,v) := / <2Vu -V + 8uv + Oyu Oyv + 050 8yu> dedy, F(v):=— / vfdxdy.
Q Q

El funcional a(-,-) es claramente bilineal y simétrico. Verificamos ahora su continuidad en H'(Q) x H'(€Q):

la(u,v)] 2/IVull L2 VUl L2y + 8llull L2 vl L2() + 102wl L2 10y vl L2(0) + 1020l 20Oy ul| L2 (0

IN A

L2[|ull g1 oy vl 71 () -



Comprobamos finalmente que es un funcional coercivo:
a(u,u) > / (2|Vul?® + 8u? + 20,u Oyu) dz dy > / (IVul?* +u?) dz dy = HUH%N(Q) ,
Q Q

para lo que hemos empleado la formula notable! 20,udyu > —((9u)? + (Oyu)?) = —|Vul?
Por otra parte, F es claramente lineal y su continuidad en H'(Q) se sigue de la siguiente estimacion:
[F'(v)] < HfHL2(Q)HU”L2(Q) < HfHL?(Q)HvHﬂl(Q) .

Tenemos, pues, que todas las hipotesis del teorema de Lax-Milgram son satisfechas (recuérdese que X =
H'(Q) es un espacio de Hilbert), luego existe un tinico elemento u € H'(2) donde el funcional fa(v,v) —
F(v) = F(v) alcanza el minimo global.

EJERCICIO 3. Dado L > 0, notamos C{ (0, L) el conjunto de funciones y de clase uno en [0, L] tales que
y(0) = y(L) = 0.

1. Consideramos el problema variacional consistente en minimizar el funcional

Fly] = /OL(y/(:E))2 dx en el conjunto D = {y € Cy(0,L): /OL y*(x) de = 1}.

Encuentra el valor del minimo m = m(L) y una funcién y,,(x) donde se alcance. ;En cuéntas funciones
se alcanza?

2. En funcién del minimo m y de la funciéon y,,(z) que resuelven el apartado anterior, encuentra la
constante C' mas pequetia tal que

L L
/ u(z)?dr < C'/ u'(z)? dx para toda u € C3(0, L),
0 0

y una funcién no nula que demuestre que la constante C' no puede ser menor.

Solucion: 1. Construimos en primer lugar la ecuacion de Euler-Lagrange asociada a la siguiente correccién
del funcional (que incorpora la ligadura integral de D): F*(y, p) = p?> — A\y?. Se tiene:

* d * 7
Fy— Iy =0=y+y" =0,

que debe ser resuelta junto con las condiciones de contorno y(0) = y(L) = 0. Este problema solo admite
soluciones no triviales cuando A > 0, las cuales vienen dadas por

y(z) = Acos(VAx) + Bsen(VAz).

Al imponer ahora las condiciones de contorno concluimos que debe cumplirse A =0y B sen(ﬁL) = 0,
luego los valores propios son de la forma

2.2
nem
)\n = 77 n e N,
y las funciones propias son
nmwx
yn(:v):Bsen(T), neN,BeR.

YHa+b)?=a®>+b*>4+2ab >0



Por consiguiente, aplicando el teorema de caracterizaciéon variacional de valores y vectores propios se con-
) . . 2 . y
cluye que el minimo de F es el primero de los valores propios, Ay = 77, y se alcanza en la primera funciéon
propia: yi(z) = Bsen (%) Solo falta determinar aquellos valores de B € R que hacen que y; € D:
2

L L 2 B2L
1:/ yl(a:)de:Bz/ sen (E> de = ——,
0 0 L 2

por lo que ha de ser B = j:\@ . En consecuencia, el funcional F alcanza su minimo (= 77 ) en dos funciones:

y1(:c) = :t\/zsen (%w) .

2. Basandonos en el apartado anterior es claro que, si tomamos u € D, el valor mas pequeno que
o . . 2 .
podemos escribir en el segundo miembro de la desigualdad es %, por lo que tendriamos

Cr? L?
1§—L2 :Czp.

- , - . . . 2 .
Por consiguiente, la constante méas pequena que satisface la desigualdad del enunciado es C' = %, pues si

consideramos las funciones y;(z) = i\/% sen (%) se satisface la igualdad.
[

EJERCICIO 4. Se considera la siguiente ecuacion de difusion: o dyu = 892, u — y(u — §), para (x,t) €
R x [0,00), y donde «, 3,7 y ¢ son constantes positivas.
1. Seany = %, 7 =L yo(yr) = u(?t) — 1, donde u(z,t) resuelve la ecuacion anterior. Determina
las expresiones que deben adoptar o y A, en términos de las constantes originales, para que v(y, T)
satisfaga la ecuacion:

v 0%v
o  _9v D
ar U oy @)
2. Resuelve la ecuacion (2) sujeta a la condicion inicial v(y,0) = 1. Por si te resultase util, recuerda que
la transformada de Fourier de la funcion f(y) = eV es f(z) = %ef%.

3. Caso de existir, encuentra todas las ondas viajeras asociadas a la ecuacion (2). jHay alguna limitacion
con respecto a la velocidad de propagacion de las mismas?

Solucion: 1. Se tienen:
ov odu o/ 0%u ov  AOu 0?v N 0%u
or 00t «ad\ Oz oy 6 0x oy 0 Ox
Por consiguiente, para que se satisfaga la ecuacion (2) debe cumplirse:

o d%u U A2 924
a5 (Pgm =) +5-1=

de donde se desprende que ha de ser

of _ X L_ov abo_

ad 5 8§ ad’ ad



2. En primer lugar, aplicamos la transformada de Fourier a ambos miembros de la ecuacion (2):

v %
E—i—ﬁ:—@r 220, = %:—(1+47T222)7

2.2 . .
—(4+47°2)7 Tomando ahora la transformada de Fourier inversa:

que tiene por solucion v(z,7) = v(z,0)e
2\ 2
647):€_T v(y,0) * Tir = e S dw=e¢T.

2\/7r7 2\/777

v(y,7)=€" ( (z, )2\/7?

3. Buscamos soluciones de la forma v(y,7) = U(y —c7), donde ¢ € R denota la velocidad de propagacion

de la solucién. Se tiene: 5 52
8—: =—cU'(y —ec7), a—yg =U"(y—cr),

luego existiran soluciones de este tipo si y solamente si se verifica

—cU'+U=U"<U"+cU -U=0.

fci\/c —ctVc?+4

La ecuacion caracteristica asociada tiene por raices py = , luego las soluciones buscadas son de

la forma

U(z) = Aet+* + Bel'=*, VA, B,ceR.



