UNIVERSIDAD DE GRANADA
Modelos Matematicos II. 13 de julio de 2020

EJERCICIO 1. Responde razonadamente a las siguientes cuestiones:

(i) Calcula el minimo del funcional Fly| = 01 y'(z)? dx, definido en

D = {y € G;[0,1] :/D y(z)*de =1},

y dénde se alcanza.
(ii) Construye el sistema diferencial asociado a las siguientes reac-
ciones quimicas

k
A+ X ==2X. B+X (0,
k_1
y encuentra los estados de equilibrio correspondientes.
(iii) Calcula, caso de que existan, soluciones decrecientes (no cons-
tantes) de tipo onda viajera para la ecuacién

ut:Duxaj+u, D>0

(iv) Se considera el problema consistente en minimizar el funcional

Fl= [ e

D {cl[o, 140 = y(1). YO = /). [ y(e)Pda = 1} |

JExiste mas de un minimo? ;Contradice esto la relacion entre la
convexidad y la minimizacién de funcionales? Justifica las res-
puestas.

(v) Se considera el problema de contorno formado por la ecuacién
diferencial z%y"(x) — xy'(z) — 2y(x) = cos(In(z)) junto con las
condiciones y(1) = y(e™) = 0. Determina si tiene o no solucién
en el intervalo [1, e™].

Solucién: (i) La ecuacién de Euler-Lagrange asociada a F*(y, p) = p* —
Ay? es y” + Ay = 0. Imponiendo las condiciones de contorno y(0) =
y(1) = 0, los tinicos valores propios son A, = (n7)?, con n € N. Por

consiguiente, el minimo de F en D es A\ = w2 y se alcanza en ®;(x) =
1
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C'sen(mx). Para acabar basta con imponer la ligadura para determinar
el valor de C' € R:

1= 02/0 sen(rz)? dx = 072 07rs,erl(,z)2 dz = %2 ,
luego C' = +/2.
(ii) El sistema diferencial es
diA] _ 2
— = kX = k[A]lX]
dB] _
4B _ il
diC] _
A _ i
Xl

= R[AIX] = ko [X? = ko[ BI[X].

Los estados de equilibrio son las soluciones de

ko [XTP = ki [A][X] =0

[BJ[X] =0

RAJLX] — kA [X )2 — ko[ B][X] = 0,
de donde resultan las siguientes posibilidades: si [X]., = 0, entonces
[A]eq = Ao > 0, [Ble; = By > 0 arbitrarios. Si [X]., # 0, entonces

necesariamente [Bl,, = 0y [X] = kk—jl[A]eq. Por consiguiente, los

estados de equilibrio son de la forma

[A]eq:AOZ()? [B]eq:B()ZO, [X]eq:()?

o bien
Al =402 0, [Bly=0. (Xl = 240,
(iii) El cambio de variables u(t,x) = U(z), con z = z — ct, conduce a
(1) DU"(z) +cU'(2)+ U(z) =0,

cuya ecuacion caracteristica tiene por soluciones

—c++c2—4D
2D ’

Si ¢? > 4D, entonces A1 son reales y distintas (ambas negativas), luego
las soluciones de (1) son de la forma

U(z) = Ae** + Bet7

que no cumplen la condicién de frontera de las ondas viajeras en —oo.

Ay =
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Si ¢ < 4D, entonces Ay son complejas conjugadas y las soluciones
de (1) se escriben de la siguiente forma:

e, 4D — ¢? V4D — ¢?
U(z) =e (A CcoS (Tz) + Bsen (Tz)) ,

que tampoco cumplen las condiciones en infinito.
Finalmente, si ¢ = 4D entonces las soluciones vienen dadas por

U(z) = Ae"30° + Bze 207,

que también violan las condiciones in infinito.

(iv) Por una parte, es obvio que F > 0. Por otra parte, las funciones
constantes y = =+1 pertenecen a D y satisfacen F[y] = 0. Por con-
siguiente, no hay unicidad de minimo. Esto no contradice la relacién
entre convexidad y minimizaciéon de funcionales porque la ligadura no
es convexa.

(v) Planteamos en primer lugar el problema homogéneo

vy (z) — ay/(v) = 2y(x) = 0, y(1) =y(e") = 0.
Haciendo el cambio de variables x = ¢* y u(z) = y(x) se obtiene

du d d*u d

_:ez_y’ _:ez_y+e -—,

dz dx dz? dx dz?
de donde resulta u” — 2u’ — 2u = 0, que es una ecuacién diferencial de
segundo orden con coeficientes constantes cuyas raices caracteristicas
son Ay =1+ V3. Por tanto, las soluciones son de la forma

u(z) = Ae** 4 Bet-* .
Deshaciendo el cambio de variables recuperamos las soluciones de la
ecuacion original:

y(r) = Aa™ 4 B~ .

Imponiendo ahora las condiciones de contorno obtenemos que la tnica
solucién posible es la trivial. En tal situacion el teorema de la alter-
nativa de Fredolm garantiza la existencia y unicidad de solucion del
correspondiente problema no homogéneo.
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EJERCICIO 2. Se considera el siguiente problema mixto para la
ecuacion de ondas unidimensional:

Uy = Augy, >0, 2€(0,L]
uw(0,2) =0, z€][0,L],
u(0,2) = zsen <%> — isen (37%6) , x€l0,L],
u(t,0) =wu(t,L)=0, t>0.
Se pide:
(i) Emplea el método de separacién de variables para encontrar una

solucioén.
(ii) .Es la solucién de (i) la dnica posible? Argumenta la respuesta.

Solucion: (i) Al plantear el método de separacion de variables
u(t,z) = T(t)w(z),
obtenemos 1" (t)w(x) = 4T (t)w"(x), o equivalentemente

1 /"

') o) _

AT(t)  w(x)
lo que da lugar a dos problemas independientes. El primero de ellos
consiste en encontrar las soluciones de la ecuacién diferencial de segun-
do orden w”(z) + Aw(x) = 0, sujetas a las siguientes condiciones de
contorno: w(0) = w(L) = 0. Para valores del parametro A < 0, la tnica
solucién posible es la trivial. Si A > 0, entonces la soluciéon general

viene dada por

w(z) = Acos(VAz) + Bsen(VAzx).
Al aplicar las condiciones de contorno obtenemos
A=0, Bsen(VAL)=0,

de donde se deduce que los valores propios son de la forma \,, = (M)2 y

L
las funciones propias w,(z) = sen (”—Z”C), con n € N. Ahora resolvemos

T!(t) + 4 (%)2 T, (t) = 0, de donde se obtiene

2nmt 2nmt
T,(t) = Acos (%) + Bsen (%) :

por lo que se propone como solucién un perfil de la forma

- 2nmt 2nmt
u(t,x) = Z [An oS (%) + B, sen (%)} sen (?) :

n=1
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Imponiendo el dato inicial u(0,z) = 0 se obtiene A,, = 0 para todo
n € N. Por otra parte

3 1 3 =\ _ 2
Lo (7)o () 0 - 5.2 e (75
por lo que ha de elegirse

L L
_3 B3 = B,=0 sin#1,3.

B, = 2~ -
LT 3 247’

(ii) La solucién es tnica en virtud del método de la energfa (desa-
rrollado en clase).

EJERCICIO 3. Se considera el problema consistente en encontrar
u € HL(0,1) tal que

/0 [ku'(m)v’(x)—v’(x)u(x)—v(x)u/(:v)—%u(x)v(x)] dx—/o f(x)v(z) du,

para todo v € H}(0,1) y f € L?(0,1), donde k € R es un pardmetro a
determinar.

1. Encuentra los valores de « para los que f(x) = z%In(x) €
HY(0,1).

2. Determina una condicién suficiente sobre el parametro k que
permita afirmar que el problema anterior tiene una tinica solucién
para una f € L?(0,1) genérica.!

3. Por la regularidad de este tipo de problemas sabemos que, caso
de existir, la solucién u € H?(0,1). {Qué ecuacién de Euler-
Lagrange satisface la posible solucién del problema de minimiza-
cion asociado? ;Es alguna de las extremales un minimo de dicho
problema?

IPor si fuese de ayuda: dada u € H}(0,1), se conoce (véase los apuntes del curso)
que la norma usual en H' es equivalente a la norma

|||U|HH1(0,1) = ||U/||L2(0,1),
en virtud de la siguiente desigualdad de Poincaré:

lullz2(0,) < [lu'llL2(0,1) -
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Solucion: 1. Sea f(x) = x*In(x). Se tiene

1 0
||f“?:2(0,1) = /Oﬂfzaln(iﬁfdﬂi:/ et du

—0oQ
L oautt, 2|° 1 [° 20u+1
= —e2utly - — e* "ty du
2a —o0 Q J_o
11 0 1 [
- _ - _€2au+1u o €2au+1 du
a |2« —o0 200 )
e
43

luego f € L?(0,1) para todo a # 0. Por otra parte, para que [’ =
az® ! (In(z) + 1) esté en L?(0,1) debe cumplirse (siguiendo un razo-

namiento anédlogo al anterior) av # 1 para que fol 22 2In(z)% dz estd

acotada y a > I para que fol 22972 dx 1o esté (ver examen de 10 de

junio), por lo que debe elegirse a > % para que f € H'(0,1).
2. Aplicamos el teorema de Lax-Milgram con

a(u,v) = /0 1 (ku/(x)v’(ac) — ' (@)u(z) — v() (z) — %u(x)v(x)) dz
_ /0 1 <ku’(x)v'(x) — (u(@)o(z)) — —u(x)v(x)) dz
_ /0 1 (ku’(x)v’(ac) _ —u(x)v(x)) dz,
Flv) = /0 ' F@)o(e) de

La aplicacion af(-, -) es claramente bilineal. La continuidad se sigue de

1
a(w,n) < koo + 5 lullonlvleoy
1
< <k:+ 5) lelllasol el
Analogo para F:

[E'()] < ([ fllz2o,n vl 220,y < NI ool a1 0,1)
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Finalmente, la coercividad de a(-, -) se desprende del siguiente célculo:
! 1
a(u,u) = / <k:u’(:v)2 — §u(x)2> dx
0

1 1
= KB = plolon = (k=5 )l

luego basta con tomar £ > % para conseguir que el operador a(-, ) sea
coercivo. En estas condiciones el teorema de Lax-Milgram garantiza
que el problema planteado admite una tinica solucién.

3. Como el operador a(-, -) es ademds simétrico, el problema del apar-
tado anterior es equivalente al problema de minimizacién asociado al
funcional

Flu] = %a(u,u) — F(u)

= [ (5w - e - o) dr,

cuya ecuacion de Euler-Lagrange asociada viene dada por

1 d
——u—f——(ku')=0
gu— f— o (k)
0, equivalentemente,

2ku” +u+2f =0.

El teorema de Lax-Milgram asegura que existe un inico minimo de F.



