ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES
DISPERSIVAS

JOSE LUIS LOPEZ

1. EXISTENCIA, UNICIDAD Y PROLONGABILIDAD DE LAS
SOLUCIONES DEL MODELO TRIDIMENSIONAL DE
SCHRODINGER-POISSON

Como anuncidbamos dias atras, el objetivo de esta semana es verifi-
car la existencia y unicidad de solucion mild, en un espacio funcional
adecuado, del modelo tridimensional de Schrédinger-Poisson

(1) z% = —Ayu+ Vulu,
2) AV = Juf?,

sujeto al dato inicial
(3) u(t =0,2) = up(x).

La solucién de la ecuacién de Poisson (2) para el potencial V[u] en R,
sujeta a la condicién de decaimiento en infinito limg| o V{[u|(t, ) = 0,

admite por solucién
1 1
Viu=— | — 2) .
= = (1)

Como es habitual hemos denotado * el operador de convolucién, de

modo que

i * |u|2 _ / ’u<t7y)‘2 dy.

|z e |2 =yl

Comenzaremos estableciendo algunas estimaciones sobre V[u| y sus

derivadas, las cuales seran muy convenientes mas adelante para verifi-
car que el término no lineal de la ecuaciéon de Schrédinger-Poisson es
localmente lipschitziano en H?(R3) y situarnos, por consiguiente, en
las condiciones adecuadas para poder aplicar el Teorema de Pazy (cf.
Teorema 1.1 en las notas de clase de la semana 1).

Lema 1.1. Seau € H'(R?). Las siguientes propiedades son satisfechas:

(a) HﬁHB(RS) < 2||ull i ge).-
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(b) V[u] € L®(R3) y existe C' > 0 tal que
IV [u]ll oo ey < Cllullzp es) -
Ademis, existe C = C(|[ull e, [l 2gs) > 0 tal que
[V [u] = Vv]||zems) < Cllu — || g (rs) -
(c) VV[u] € L3(R?) y existe C > 0 tal que
IVVIu]ll2s) < Cllullf s,
Ademds, existe C' = C(||ul| L2y, |v||L2m3)) > 0 tal que
HVV[U] — VV['U]HLQ(RS) S CHU — U||H1(R3) .
(d) AV[u] € L*(R?) y existe C > 0 tal que
1AV [u]ll 2s) < Cllullin s)
Ademds, existe C' = C(||ul| g3y, [|v]| m1@sy) > 0 tal que
||AV[U] - AV[U”|L2(R3) S OHU - UHHl(R?’) .
Demostracién. La prueba de (a) se sigue inmediatamente a partir de
la introduccién de coordenadas polares y de la férmula de integracién
por partes (FIP). Argumentamos para ello con una funcién regular de
soporte compacto, u € C*(R3), dado que luego puede extenderse la

conclusién a H*(R?) en virtud de la propiedad de densidad de C°(R?)
en H'(RY). Se tiene

i Ju(z)? >
- / o dr = / ( lu(rw)|? dw) dr
L2(R3) rs  |T] 0 Sa

FIP

u

|z]

= 2 / r Re (/ u(rw) g(u(m})) dw> dr
0 S1 87”
1 u
< 2 Sh@ivela < L] Tl
rs |7 || L2(R3)

donde hemos denotado Re(-) la parte real.
Para probar (b) usamos (una ligera variante de) (a) y la desigualdad
de Holder:

v 1 u(y)?
oo - - d
IVt e 47rf§1§{/m3 o=y Y

! Jul L)
— Su u —_— u
dr oo | TEED T2

1 1,
%HUHLQ(Ri‘)HuHHl(RZ‘) < %HUHHWR?’)'

IN

IN
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Analogamente,
1
[V [u] = V[v]|| Lo (m3) = yy sup {

r / |u(y)’|2:|v’(y)l2dy'}
1 [u(y) (uly) I—ER;(y))IR-i Iv(y)(ﬂ(y?—@(y))l g
UL i}

< —
= I e 2=y

< %(HUHL?(RS) + [|v]l r2rs)) |t — v] o re) -

Demostramos ahora (c¢). Como AV [u] = —|u|2 E L'(R3), integrando
por partes y usando el resultado establecido en (b) se tiene lo siguiente:

IVVidls = [ 19VEd@Pde ™| [ Vid@ aVi)do

= ‘/Rg x) Ju(x |2 d:c) < ||V]u ]HLOO R3) HUHL2 (&%)
< CHUHHI(RS)-

La estimacion para [|[VV[u] — VV[v]||,2s) se comprueba de forma
andloga a la obtenida en (b) para ||V[u] — V[v]|| oo (rs).

Para demostrar (d) observamos en primer lugar que ||AV [u]||z2®s) =
Hu|]%4(R3). Recuperamos entonces la siguiente desigualdad, que se ob-
tuvo en clase como consecuencia de las inclusiones de Sobolev y el
teorema de interpolacién para espacios LP:!

1 3
(4) Jull Lags) < ||“Hi2(R3)HUH;11(R3)‘

La diferencia AV[u] — AV [v] se estima de forma andloga.
|
Las propiedades sobre el potencial recién expuestas permiten de-
mostrar que el término no lineal V{u]u de la ecuacién de Schrodinger-
Poisson se adecua a las hipotesis del Teorema de Pazy cuando se elige
como espacioo de Banach sobre el que aplicar la teoria de semigrupos
X = H?*(R3). En efecto, disponemos de la siguiente

Proposicién 1.1. La aplicacion F : u — V]ulu es localmente lips-
chitziana en H?*(R3).

La siguiente inclusién es continua: H™(RY) ¢ LP(RY), con 0 < m < & y
p € [2, Najgm]. Para el caso que nos trae elegimos m = 1 y N = 3, de donde se

desprende que H'(R*) C L%(R?) con continuidad, luego [|ul|ps(rs) < [Jull g1 (r2). En
consecuencia, en virtud del teorema de interpolacién para espacios LP se obtiene

1 3 1 3
ullLars) < ||UH22(R3)||U”26(R3) < ||UH22(R3)HU||;-11(R3)
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Demostracién. Para cualesquiera u,v € H?(R3) se cumple la siguien-
te estimacion:

1P ()= () aqasy < C(I1F ()= F(0) o HIAF ()= AP 0) 22as) )

donde se ha empleado el hecho de que la norma H?*(R?) y la norma de
la gréfica del operador A, a saber: ||ul|a = [Jul| .23y + [|Aul| L2(rs), son
equivalentes.? Por otra parte,

1F(u) = F(v)|lz2®s) = [[V[u]u = V[v]v| 12rs)

< [|(Vu] = VIvDul ze@s) + [[V[v](w — v) |2 gs)

<N Vu] = V[u]ll oo eyl 2 ey + [[V[0]l oo s lu — vl 2 ws)
< C'(HUHLQ(JR@) + ||U||%{1(]R3)) Ju— U||H1(R3)

< Cllu = v|| 2 (ms)

para alguna constante C' = C(||u||z2rs), |v]|m1@#)) > 0, donde la nor-
ma L del potencial ha sido estimada en virtud del Lema 1.1 (b).

Acotamos finalmente [|AF(u) — AF(v)|| r2(rs) a través de la siguiente
descomposicion:

|AF (u) = AF ()| 2@s) < [[(AV]u])u = (AV[o])o] L2 es)
+[|[V[u]Au — V[v]Av|| p2msy + 2||VV [u] - Vi — VV[v] - V|| 23y
< IAWV[u] = V[el)ulleges) + IAVIo)(e — o) 2

+[(VIul = VD) Aull 2 gsy + [V [0](Au — Av)|[ L2 s)

F2V(VTu] = VI Val sy + 2VVI0] - 9 — 0)l|zaqes

= Ny + Ny + N3+ Ny + N5 + N .

2Recuerda que en clase se demostré que la norma (estandar) de H™(R?) es
equivalente a la definida por

||f||H7”(Rd) = H(l + |y|2)%f(y)”L2(Rd) )

donde f es la transformada de Fourier de f
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Bastara, pues, con verificar que N; < C|lu — v||g2(rs) para todo 1 <
7 < 6. Se tiene:

N1 < ullpeo s [[A(Vu] = Vo)) 2(es)
< Ollullazes)llu = vllm@s) < C(llullaz@s)) lu = vlla2Es) ,
Ny < AV ]|l zegs)llu — vl e ms)
< Clollipgsllu = vllazes) < C(vllaes) v — vllazes) ,
N3 < |V[u] = V[v][[ ey | Aul| 2(re)
< CllAullz@s lu = vllmEs) < C([ullazes)) v — vllazes)
Ny < |IVI[olllzeems) | Au — Av]| p2rs)
< ClollipgsllAu — Av||2@s) < C([ollmes) lu —vlla2@s)
N < 2[V(V[u] = V[o])|[aws) | Vul| Laes)
1 1
< 2[V(VId = VDI 2 g |V [u] — V[U]H}%{z(Rs)HVU||1§2(R3)||U||}%2(R3)
< 2jullpzes) [V [u] = V[v]ll2es) < 2ullpzes) |V [u] = V[v]l| L @s)
< Clllullpzes)llu = vl mes) < Cllullpz2es)llu — vl r2Es)
Ne < 2[[VV[V]ll a3 || V(u — )| La(rs)
1 3 1 3
< 2/VV 0l 72 g 1V 0] Fr2 sy |V (0 = V)| F2 sy 10— 0l 2 sy
< 2w = vllp2es) [|V[V]l p2ms) < 2[lu — vl g2s) [V [0]]] oo re)
< C(vlla @) llu — vl m2@s)

para lo cual se han usado de forma esencial las propiedades del po-
tencial contempladas en el Lema 1.1. Para obtener las estimaciones de
Ny y Ny se ha empleado ademas la siguiente desigualdad de Sobolev:
||| e gzy < Cllull 2(rs),” mientras que en las estimaciones de N5 y Ng
un ingrediente importante lo constituye la desigualdad (4).
[ |
En esta situacion, una aplicacion inmediata del Teorema de Pazy nos
permite concluir lo siguiente.

Teorema 1.1. Sea ug € H?*(R3). Entonces existe t* > 0 tal que el
problema de valores iniciales (1)-(3) admite una unica solucidn mild

w: [0,¢) — H2(R3).

Comprobamos finalmente que la soluciéon que el Teorema 1.1 nos
brinda estd globalmente definida, es decir, t* = co. Para ello estable-
cemos en primer lugar el siguiente resultado.

3También se probé en clase que la siguiente inclusién es continua: H™(RN) C
C(RY), para cualquier m > % En esta ocasién ha de tomarse m =2, N =3
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Lema 1.2. Sean ug € H*(R?) y u : [0,t*) x R® — C la solucidén mild
en H?(R3) del sistema de de Schrodinger—Poisson (1)-(3). Entonces las
siguientes leyes de conservacion son satisfechas para todo t € [0, t*):

(a) Conservacion de la carga: ||[u(t, )| r2m@sy = |[uol| r2(s)-
(b) Conservacion de la energia:

1 1
IV, Mz +5 1 VV )22y = (Vo] s +5 IV V (o] [72s) -

La prueba de este resultado se propone como EJERCICIO. Para re-
solverlo se procede igual que en el caso de la ecuaciéon de Schrodinger
lineal. Gracias al Teorema 1.2 de la semana 1, sabemos que toda solu-
cién mild de la ecuacién de Schrodinger-Poisson definida en [0, 7] con
valores en H%(R?) es también una solucién clasica en [0, T (es decir, de
clase C' con respecto a la variable temporal) con regularidad L?(R?).
Por tanto, cabe calcular %HUH%Q(W) y verificar que es nula, lo que pro-
barfa (a). Para demostrar la propiedad (b) basta con multiplicar la
ecuacion de Schrédinger-Poisson por %—f (donde hemos denotado @ la
funcién complejo conjugado de u) e integrar con respecto a la variable

x.

El siguiente resultado ratifica que la solucién mild del problema (1)-
(3) no puede explotar en tiempo finito, luego ha de ser t* = oo en
virtud del Teorema de Pazy.

Proposicién 1.2. Sean ug € H*(R?) yu: [0,t*) x R3 — C la solucién
mild en H?(R3) del sistema de Schrodinger-Poisson (1)-(3). Entonces
la siguiente estimacion es satisfecha:

”U(t, ')HHQ(]RZi) S AeBt s

donde A y B son constantes positivas que solo dependen del dato inicial
ug. Por consiguiente, el sistema (1)-(3) admite una inica solucion mild
global

u € C([0, 00); H*(R?)) N C*([0, 00); L*(R?)).

Demostracién. El Lema 1.2 proporciona la siguiente estimacion:

1
ot ) sy < uuoums)+(\rVuo\ri2<Rs> ; 5|\vvmou|%2(R3>) —K.

luego solo resta por estimar ||Au(t,-)||r2m®s). Aplicamos para ello el
operador de Laplace a la formulacién mild de nuestro problema, tras
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lo que se obtiene
t
(5)  Au(t,z) = ™ (Aug) — z/ e TIAA(Vu)(s, 2)u(s, 7)) dx
0

gracias a las propiedades de los semigrupos de evolucion establecidas
en el Lema 1.1 de la semana 1. Tomando ahora la norma L?(R?) en la
identidad (5) se desprende

t
[Au(t, ) r2ws) < [|Auol|r2@s) +/0 [V[u] (s, ) Loe ey | Auls, ) | z2re) ds

¢ ¢
+/ AV [u](s, -)u(s, ) || L2(rs) ds + 2/ |VVul(s, ) Vu(s, )| 2@s) ds
0 0
= HAUO||L2(R3) + Al + Ag + A3 .

Comenzamos estimando

t
A < cluwaw@mwmw&mmwws

t
(6) < OR* [ au(s, e ds

Por otra parte, se tiene que

AV Yl Mz < oo IAV [ ()l z2geo
<t e | AV T ()l e
< Clult, s (e, W oo
< CR?ult, )l
luego
t
™) Ar < CI [ futs, e ds

Estimamos finalmente A3. Usando de nuevo la desigualdad (4) obte-
nemos

4 < /Wwv Mg [Vuls, )| s ds
< /nv Meracas s, )l ey ds
< CAHM&W%WMMmeWMS

t
(8) < CK? /O (s, Yl aroces ds
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Combinando las estimaciones (6), (7) y (8) obtenemos

t
I8t Mioes) < [ ullgesy + K [ s, )y ds.
0

luego

t
”U(t, ')”HQ(R?’) S K —+ ||Au0||L2(R3) + CK2 / H’U(S7 ')HHQ(]R?)) ds.
0
Aplicando finalmente el lema de Gronwall obtenemos
||U(7f7 ')||H2(R3) S (K + ||Au0||L2(R3)) GCKQt s

y con ello el resultado anunciado sin mas que considerar B = CK? y
A=K + HAUOHL2(R3)-
|



