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1. Existencia, unicidad y prolongabilidad de las
soluciones del modelo tridimensional de

Schrödinger-Poisson

Como anunciábamos d́ıas atrás, el objetivo de esta semana es verifi-
car la existencia y unicidad de solución mild, en un espacio funcional
adecuado, del modelo tridimensional de Schrödinger-Poisson

i
∂u

∂t
= −∆xu+ V [u]u ,(1)

−∆V [u] = |u|2 ,(2)

sujeto al dato inicial

(3) u(t = 0, x) = u0(x) .

La solución de la ecuación de Poisson (2) para el potencial V [u] en R3,
sujeta a la condición de decaimiento en infinito ĺım|x|→∞ V [u](t, x) = 0,
admite por solución

V [u] =
1

4π

(
1

|x|
∗ |u|2

)
.

Como es habitual hemos denotado ∗ el operador de convolución, de
modo que

1

|x|
∗ |u|2 =

∫
R3

|u(t, y)|2

|x− y|
dy .

Comenzaremos estableciendo algunas estimaciones sobre V [u] y sus
derivadas, las cuales serán muy convenientes más adelante para verifi-
car que el término no lineal de la ecuación de Schrödinger-Poisson es
localmente lipschitziano en H2(R3) y situarnos, por consiguiente, en
las condiciones adecuadas para poder aplicar el Teorema de Pazy (cf.
Teorema 1.1 en las notas de clase de la semana 1).

Lema 1.1. Sea u ∈ H1(R3). Las siguientes propiedades son satisfechas:

(a)
∥∥ u
|x|

∥∥
L2(R3)

≤ 2‖u‖H1(R3).
1
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(b) V [u] ∈ L∞(R3) y existe C > 0 tal que

‖V [u]‖L∞(R3) ≤ C‖u‖2
H1(R3) .

Además, existe C = C(‖u‖L2(R3), ‖v‖L2(R3)) > 0 tal que

‖V [u]− V [v]‖L∞(R3) ≤ C‖u− v‖H1(R3) .

(c) ∇V [u] ∈ L2(R3) y existe C > 0 tal que

‖∇V [u]‖L2(R3) ≤ C‖u‖2
H1(R3) .

Además, existe C = C(‖u‖L2(R3), ‖v‖L2(R3)) > 0 tal que

‖∇V [u]−∇V [v]‖L2(R3) ≤ C‖u− v‖H1(R3) .

(d) ∆V [u] ∈ L2(R3) y existe C > 0 tal que

‖∆V [u]‖L2(R3) ≤ C‖u‖2
H1(R3) .

Además, existe C = C(‖u‖H1(R3), ‖v‖H1(R3)) > 0 tal que

‖∆V [u]−∆V [v]‖L2(R3) ≤ C‖u− v‖H1(R3) .

Demostración. La prueba de (a) se sigue inmediatamente a partir de
la introducción de coordenadas polares y de la fórmula de integración
por partes (FIP). Argumentamos para ello con una función regular de
soporte compacto, u ∈ C∞c (R3), dado que luego puede extenderse la
conclusión a H1(R3) en virtud de la propiedad de densidad de C∞c (Rd)
en H1(Rd). Se tiene∥∥∥∥ u|x|

∥∥∥∥2

L2(R3)

=

∫
R3

|u(x)|2

|x|2
dx =

∫ ∞
0

(∫
S2
|u(rω)|2 dω

)
dr

FIP
= 2

∣∣∣∣∫ ∞
0

r Re

(∫
S1
u(rω)

∂

∂r

(
u(rω)

)
dω

)
dr

∣∣∣∣
≤ 2

∫
R3

1

|x|
|u(x)||∇u(x)| dx ≤ 2

∥∥∥∥ u|x|
∥∥∥∥
L2(R3)

‖∇u‖L2(R3) ,

donde hemos denotado Re(·) la parte real.
Para probar (b) usamos (una ligera variante de) (a) y la desigualdad

de Hölder:

‖V [u]‖L∞(R3) =
1

4π
sup
x∈R3

{∫
R3

|u(y)|2

|x− y|
dy

}
≤ 1

4π
sup
x∈R3

{
‖u‖L2(R3)

(
1

|x|2
∗ |u|2

) 1
2

}
≤ 1

2π
‖u‖L2(R3)‖u‖H1(R3) ≤

1

2π
‖u‖2

H1(R3) .
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Análogamente,

‖V [u]− V [v]‖L∞(R3) =
1

4π
sup
x∈R3

{∣∣∣∣∫
R3

|u(y)|2 − |v(y)|2

|x− y|
dy

∣∣∣∣}
≤ 1

4π
sup
x∈R3

{∫
R3

|u(y)(u(y)− v(y))|+ |v(y)(u(y)− v(y))|
|x− y|

dy

}
≤ 1

2π

(
‖u‖L2(R3) + ‖v‖L2(R3)

)
‖u− v‖H1(R3) .

Demostramos ahora (c). Como ∆V [u] = −|u|2 ∈ L1(R3), integrando
por partes y usando el resultado establecido en (b) se tiene lo siguiente:

‖∇V [u]‖2
L2(R3) =

∫
R3

|∇V [u](x)|2 dx FIP
=
∣∣∣ ∫

R3

V [u](x) ∆V [u](x) dx
∣∣∣

=
∣∣∣ ∫

R3

V [u](x) |u(x)|2 dx
∣∣∣ ≤ ‖V [u]‖L∞(R3)‖u‖2

L2(R3)

≤ C‖u‖4
H1(R3) .

La estimación para ‖∇V [u] − ∇V [v]‖L2(R3) se comprueba de forma
análoga a la obtenida en (b) para ‖V [u]− V [v]‖L∞(R3).

Para demostrar (d) observamos en primer lugar que ‖∆V [u]‖L2(R3) =
‖u‖2

L4(R3). Recuperamos entonces la siguiente desigualdad, que se ob-

tuvo en clase como consecuencia de las inclusiones de Sobolev y el
teorema de interpolación para espacios Lp:1

(4) ‖u‖L4(R3) ≤ ‖u‖
1
4

L2(R3)‖u‖
3
4

H1(R3) .

La diferencia ∆V [u]−∆V [v] se estima de forma análoga.
�

Las propiedades sobre el potencial recién expuestas permiten de-
mostrar que el término no lineal V [u]u de la ecuación de Schrödinger-
Poisson se adecua a las hipótesis del Teorema de Pazy cuando se elige
como espacioo de Banach sobre el que aplicar la teoŕıa de semigrupos
X = H2(R3). En efecto, disponemos de la siguiente

Proposición 1.1. La aplicación F : u 7→ V [u]u es localmente lips-
chitziana en H2(R3).

1La siguiente inclusión es continua: Hm(RN ) ⊂ Lp(RN ), con 0 < m < N
2 y

p ∈ [2, 2N
N−2m ]. Para el caso que nos trae elegimos m = 1 y N = 3, de donde se

desprende que H1(R3) ⊂ L6(R3) con continuidad, luego ‖u‖L6(R3) ≤ ‖u‖H1(R3). En
consecuencia, en virtud del teorema de interpolación para espacios Lp se obtiene

‖u‖L4(R3) ≤ ‖u‖
1
4

L2(R3)‖u‖
3
4

L6(R3) ≤ ‖u‖
1
4

L2(R3)‖u‖
3
4

H1(R3)
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Demostración. Para cualesquiera u, v ∈ H2(R3) se cumple la siguien-
te estimación:

‖F (u)−F (v)‖2
H2(R3) ≤ C

(
‖F (u)−F (v)‖2

L2(R3)+‖∆F (u)−∆F (v)‖2
L2(R3)

)
,

donde se ha empleado el hecho de que la norma H2(R3) y la norma de
la gráfica del operador ∆, a saber: ‖u‖∆ := ‖u‖L2(R3) +‖∆u‖L2(R3), son
equivalentes.2 Por otra parte,

‖F (u)− F (v)‖L2(R3) = ‖V [u]u− V [v]v‖L2(R3)

≤ ‖(V [u]− V [v])u‖L2(R3) + ‖V [v](u− v)‖L2(R3)

≤ ‖V [u]− V [v]‖L∞(R3)‖u‖L2(R3) + ‖V [v]‖L∞(R3)‖u− v‖L2(R3)

≤ C
(
‖u‖L2(R3) + ‖v‖2

H1(R3)

)
‖u− v‖H1(R3)

≤ C‖u− v‖H2(R3)

para alguna constante C = C
(
‖u‖L2(R3), ‖v‖H1(R3)

)
> 0, donde la nor-

ma L∞ del potencial ha sido estimada en virtud del Lema 1.1 (b).
Acotamos finalmente ‖∆F (u)−∆F (v)‖L2(R3) a través de la siguiente

descomposición:

‖∆F (u)−∆F (v)‖L2(R3) ≤ ‖(∆V [u])u− (∆V [v])v‖L2(R3)

+ ‖V [u]∆u− V [v]∆v‖L2(R3) + 2‖∇V [u] · ∇u−∇V [v] · ∇v‖L2(R3)

≤ ‖∆(V [u]− V [v])u‖L2(R3) + ‖∆V [v](u− v)‖L2(R3)

+ ‖(V [u]− V [v])∆u‖L2(R3) + ‖V [v](∆u−∆v)‖L2(R3)

+ 2‖∇(V [u]− V [v])∇u‖L2(R3) + 2‖∇V [v] · ∇(u− v)‖L2(R3)

:= N1 +N2 +N3 +N4 +N5 +N6 .

2Recuerda que en clase se demostró que la norma (estándar) de Hm(Rd) es
equivalente a la definida por

‖f‖Hm(Rd) :=
∥∥(1 + |y|2)

m
2 f̂(y)

∥∥
L2(Rd)

,

donde f̂ es la transformada de Fourier de f
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Bastará, pues, con verificar que Nj ≤ C‖u − v‖H2(R3) para todo 1 ≤
j ≤ 6. Se tiene:

N1 ≤ ‖u‖L∞(R3)‖∆(V [u]− V [v])‖L2(R3)

≤ C‖u‖H2(R3)‖u− v‖H1(R3) ≤ C
(
‖u‖H2(R3)

)
‖u− v‖H2(R3) ,

N2 ≤ ‖∆V [v]‖L2(R3)‖u− v‖L∞(R3)

≤ C‖v‖2
H1(R3)‖u− v‖H2(R3) ≤ C

(
‖v‖H1(R3)

)
‖u− v‖H2(R3) ,

N3 ≤ ‖V [u]− V [v]‖L∞(R3)‖∆u‖L2(R3)

≤ C‖∆u‖L2(R3)‖u− v‖H1(R3) ≤ C
(
‖u‖H2(R3)

)
‖u− v‖H2(R3) ,

N4 ≤ ‖V [v]‖L∞(R3)‖∆u−∆v‖L2(R3)

≤ C‖v‖2
H1(R3)‖∆u−∆v‖L2(R3) ≤ C

(
‖v‖H1(R3)

)
‖u− v‖H2(R3) ,

N5 ≤ 2‖∇(V [u]− V [v])‖L4(R3)‖∇u‖L4(R3)

≤ 2‖∇(V [u]− V [v])‖
1
4

L2(R3)‖V [u]− V [v]‖
3
4

H2(R3)‖∇u‖
1
4

L2(R3)‖u‖
3
4

H2(R3)

≤ 2‖u‖H2(R3)‖V [u]− V [v]‖H2(R3) ≤ 2‖u‖H2(R3)‖V [u]− V [v]‖L∞(R3)

≤ C(‖u‖H2(R3))‖u− v‖H1(R3) ≤ C(‖u‖H2(R3))‖u− v‖H2(R3) ,

N6 ≤ 2‖∇V [v]‖L4(R3)‖∇(u− v)‖L4(R3)

≤ 2‖∇V [v]‖
1
4

L2(R3)‖V [v]‖
3
4

H2(R3)‖∇(u− v)‖
1
4

L2(R3)‖u− v‖
3
4

H2(R3)

≤ 2‖u− v‖H2(R3)‖V [v]‖H2(R3) ≤ 2‖u− v‖H2(R3)‖V [v]‖L∞(R3)

≤ C(‖v‖H1(R3))‖u− v‖H2(R3) ,

para lo cual se han usado de forma esencial las propiedades del po-
tencial contempladas en el Lema 1.1. Para obtener las estimaciones de
N1 y N2 se ha empleado además la siguiente desigualdad de Sobolev:
‖u‖L∞(R3) ≤ C‖u‖H2(R3),

3 mientras que en las estimaciones de N5 y N6

un ingrediente importante lo constituye la desigualdad (4).
�

En esta situación, una aplicación inmediata del Teorema de Pazy nos
permite concluir lo siguiente.

Teorema 1.1. Sea u0 ∈ H2(R3). Entonces existe t∗ > 0 tal que el
problema de valores iniciales (1)–(3) admite una única solución mild
u : [0, t∗)→ H2(R3).

Comprobamos finalmente que la solución que el Teorema 1.1 nos
brinda está globalmente definida, es decir, t? = ∞. Para ello estable-
cemos en primer lugar el siguiente resultado.

3También se probó en clase que la siguiente inclusión es continua: Hm(RN ) ⊂
C(RN ), para cualquier m > N

2 . En esta ocasión ha de tomarse m = 2, N = 3
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Lema 1.2. Sean u0 ∈ H2(R3) y u : [0, t?) × R3 → C la solución mild
en H2(R3) del sistema de de Schrödinger–Poisson (1)-(3). Entonces las
siguientes leyes de conservación son satisfechas para todo t ∈ [0, t?):

(a) Conservación de la carga: ‖u(t, ·)‖L2(R3) = ‖u0‖L2(R3).
(b) Conservación de la enerǵıa:

‖∇u(t, ·)‖2
L2(R3)+

1

2
‖∇V [u](t, ·)‖2

L2(R3) = ‖∇u0‖2
L2(R3)+

1

2
‖∇V [u0]‖2

L2(R3) .

La prueba de este resultado se propone como EJERCICIO. Para re-
solverlo se procede igual que en el caso de la ecuación de Schrödinger
lineal. Gracias al Teorema 1.2 de la semana 1, sabemos que toda solu-
ción mild de la ecuación de Schrödinger-Poisson definida en [0, T ] con
valores en H2(R3) es también una solución clásica en [0, T ] (es decir, de
clase C1 con respecto a la variable temporal) con regularidad L2(R3).
Por tanto, cabe calcular d

dt
‖u‖2

L2(R3) y verificar que es nula, lo que pro-

baŕıa (a). Para demostrar la propiedad (b) basta con multiplicar la
ecuación de Schrödinger-Poisson por ∂u

∂t
(donde hemos denotado u la

función complejo conjugado de u) e integrar con respecto a la variable
x.

El siguiente resultado ratifica que la solución mild del problema (1)–
(3) no puede explotar en tiempo finito, luego ha de ser t? = ∞ en
virtud del Teorema de Pazy.

Proposición 1.2. Sean u0 ∈ H2(R3) y u : [0, t?)×R3 → C la solución
mild en H2(R3) del sistema de Schrödinger-Poisson (1)-(3). Entonces
la siguiente estimación es satisfecha:

‖u(t, ·)‖H2(R3) ≤ AeBt ,

donde A y B son constantes positivas que solo dependen del dato inicial
u0. Por consiguiente, el sistema (1)-(3) admite una única solución mild
global

u ∈ C([0,∞);H2(R3)) ∩ C1([0,∞);L2(R3)) .

Demostración. El Lema 1.2 proporciona la siguiente estimación:

‖u(t, ·)‖H1(R3) ≤ ‖u0‖L2(R3)+

(
‖∇u0‖2

L2(R3) +
1

2
‖∇V [u0]‖2

L2(R3)

) 1
2

:= K ,

luego solo resta por estimar ‖∆u(t, ·)‖L2(R3). Aplicamos para ello el
operador de Laplace a la formulación mild de nuestro problema, tras
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lo que se obtiene

(5) ∆u(t, x) = eit∆(∆u0)− i
∫ t

0

ei(t−s)∆∆
(
V [u](s, x)u(s, x)

)
dx

gracias a las propiedades de los semigrupos de evolución establecidas
en el Lema 1.1 de la semana 1. Tomando ahora la norma L2(R3) en la
identidad (5) se desprende

‖∆u(t, ·)‖L2(R3) ≤ ‖∆u0‖L2(R3) +

∫ t

0

‖V [u](s, ·)‖L∞(R3)‖∆u(s, ·)‖L2(R3) ds

+

∫ t

0

‖∆V [u](s, ·)u(s, ·)‖L2(R3) ds+ 2

∫ t

0

‖∇V [u](s, ·)∇u(s, ·)‖L2(R3) ds

:= ‖∆u0‖L2(R3) + A1 + A2 + A3 .

Comenzamos estimando

A1 ≤ C

∫ t

0

‖u(s, ·)‖2
H1(R3)‖∆u(s, ·)‖L2(R3) ds

≤ CK2

∫ t

0

‖∆u(s, ·)‖L2(R3) ds .(6)

Por otra parte, se tiene que

‖∆V [u](t, ·)u(t, ·)‖L2(R3) ≤ ‖u(t, ·)‖L∞(R3)‖∆V [u](t, ·)‖L2(R3)

≤ ‖u(t, ·)‖H2(R3)‖∆V [u](t, ·)‖L2(R3)

≤ C‖u(t, ·)‖H2(R3)‖u(t, ·)‖2
H1(R3)

≤ CK2‖u(t, ·)‖H2(R3) ,

luego

(7) A2 ≤ CK2

∫ t

0

‖u(s, ·)‖H2(R3) ds .

Estimamos finalmente A3. Usando de nuevo la desigualdad (4) obte-
nemos

A3 ≤ 2

∫ t

0

‖∇V [u](s, ·)‖L4(R3)‖∇u(s, ·)‖L4(R3) ds

≤ C

∫ t

0

‖V [u](s, ·)‖H2(R3)‖u(s, ·)‖H2(R3) ds

≤ C

∫ t

0

‖u(s, ·)‖2
H1(R3)‖u(s, ·)‖H2(R3) ds

≤ CK2

∫ t

0

‖u(s, ·)‖H2(R3) ds .(8)
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Combinando las estimaciones (6), (7) y (8) obtenemos

‖∆u(t, ·)‖L2(R3) ≤ ‖∆u0‖L2(R3) + CK2

∫ t

0

‖u(s, ·)‖H2(R3) ds ,

luego

‖u(t, ·)‖H2(R3) ≤ K + ‖∆u0‖L2(R3) + CK2

∫ t

0

‖u(s, ·)‖H2(R3) ds .

Aplicando finalmente el lema de Gronwall obtenemos

‖u(t, ·)‖H2(R3) ≤
(
K + ‖∆u0‖L2(R3)

)
eCK2t ,

y con ello el resultado anunciado sin más que considerar B = CK2 y
A = K + ‖∆u0‖L2(R3).

�


