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Ecuaciones en variables separadas

Estudiamos ecuaciones diferenciales de primer orden en las que las
variables dependiente e independiente aparecen separadas de la siguiente
forma:

x′(t) = f (t) g(x(t)) . (1.1)

Formalmente, el método de resolución de este tipo de ecuaciones diferen-
ciales pasa por dividir la ecuación por g(x) e integrar con respecto a la
variable t, es decir,∫ t

t0

x′(s)
g(x(s))

ds =
∫ t

t0

f (s) ds =
∫ x

x0

dy
g(y)

. (1.2)
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Obsérvese que hemos empleado para ello el cambio de variable y = x(s)
y hemos asumido el dato inicial x(t0) = x0.

El resultado riguroso de existencia y unicidad de solución para el P.V.I.
asociado a la ecuación (1.1) es el siguiente:

Teorema 1. Sean f : (a, b) → R y g : (c, d) → R funciones continuas tales
que g(x) 6= 0 ∀x ∈ (c, d). Entonces, para toda condición inicial

(t0, x0) ∈ (a, b)× (c, d)

existe una única solución de (1.1) que verifica x(t0) = x0.

Demostración. Definimos Φ : (a, b)× (c, d) → R de la siguiente forma:

Φ(t, x) =
∫ x

x0

dy
g(y)

−
∫ t

t0

f (s) ds .

Claramente

1. ∂Φ
∂t = − f (t) y ∂Φ

∂x = 1
g(x) en virtud del teorema fundamental del

cálculo, luego Φ ∈ C1((a, b)× (c, d)),

2. Φ(t0, x0) = 0.

Entonces por el teorema de la función implícita se concluye la existencia
de una única función x : I → R (con t0 ∈ I) tal que

1. x(t0) = x0,

2. x(t) ∈ (c, d),

3. Φ(t, x(t)) = 0 para todo t ∈ I.

Además
x′(t) = − 1

1/g(x)
(
− f (t)

)
= f (t)g(x) ,

por lo que x(t) es la única solución del problema de valores iniciales (1.1).
�

Observación 1. La hipótesis g(x) 6= 0 ∀x ∈ (c, d) es demasiado restrictiva.
Si g se anulara en algún punto, en general se mantiene la existencia de
solución pero se pierde la unicidad. �

Analizamos a continuación algunos ejemplos.
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Ejemplos 1.

(a) Consideramos el siguiente P.V.I.{
x′ = tx
x(t0) = x0

.

En este caso f (t) = t y g(x) = x. Es evidente que f , g ∈ C(R). Por otro
lado, si buscamos (por ejemplo) soluciones positivas se tiene que g(x) ∈
R+ ∀x ∈ R+, por lo que el Teorema 1 garantiza la existencia de una única
solución (positiva) para el problema anterior. En efecto, integrando el P.V.I.
(cf. (1.2)) para x > 0 se obtiene

x(t) = x0 e
t2−t20

2 .

(b) Consideramos el siguiente P.V.I.{
x′ = 3x

2
3

x(0) = 0
.

En este caso, si buscamos soluciones x : R → R nos encontramos con la
dificultad consistente en que g(0) = 0, por lo que no podemos garantizar
la unicidad de solución. En efecto, si intentamos integrar el P.V.I. obtene-
mos x(t) = t3, que claramente es una solución. Para comprobar que no es
la única basta con considerar x ≡ 0 o bien

x(t) =
{

0 si t < 0
t3 si t ≥ 0

,

que también es solución (comprobarlo).

(c) Consideramos el siguiente P.V.I.{
x′ =

√
|x|

x(0) = 0
.

Tenemos g(x) =
√
|x|, que se anula en x0 = 0. Vuelve a fallar la unicidad.

En efecto, la función x ≡ 0 es solución y también son soluciones todas las
funciones del tipo

xα(t) =

{
0 si t ≤ α
(t−α)2

4 si t > α
,

para todo α > 0 (comprobarlo).
�
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Ecuaciones homogéneas

Son ecuaciones de primer orden de la forma

x′(t) = f
(x(t)

t

)
, f : (a, b) → R . (1.3)

El nombre de este tipo de ecuaciones procede del concepto de función ho-
mogénea: una función P : R2 → R es homogénea de orden n si P(λx, λy) =
λnP(x, y), λ ∈ R. En efecto, si Q : R2 → R es también homogénea y consi-
deramos

x′(t) =
P(t, x)
Q(t, x)

entonces, si t 6= 0, se tiene

x′(t) =
t−nP(t, x)
t−nQ(t, x)

=
P
(

1, x
t

)
Q

(
1, x

t

) = f
(x(t)

t

)
.

La ecuación (1.5) puede reescribirse de la siguiente forma: x′ = F(t, x),
donde F : D → R se define como

F(t, x) = f
(x(t)

t

)
,

con
D =

{
(t, x) ∈ R2 : t 6= 0, a <

x
t

< b
}

.

El resultado riguroso de existencia y unicidad de solución para el P.V.I.
asociado a la ecuación (1.5) es el siguiente:

Teorema 2. Sea f : (a, b) → R continua tal que f (u) 6= u ∀u ∈ (a, b).
Entonces, para toda condición inicial (t0, x0) ∈ D existe una única solución
de (1.5) que verifica x(t0) = x0.

Demostración. Es inmediato comprobar que los P.V.I.{
x′ = f

(
x
t

)
x(t0) = x0

y
{

u′ = 1
t ( f (u)− u) ,

u(t0) = x0
t0

son equivalentes vía el cambio de variable u(t) := x(t)
t . Por tanto, hemos

transformado la ecuación homogénea en una de variables separadas

u′ = F(t)G(u) ,
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con F(t) = 1
t y G(u) = f (u)− u. Además, F y G son continuas y G(u) 6=

0 ∀u ∈ (a, b) ya que f (u) 6= u ∀u ∈ (a, b). El Teorema 1 nos permite
concluir.

�

Ejemplos 2.

(a) Consideramos la siguiente ecuación

x′ =
2tx

3t2 − x2 .

Definiendo u := x
t y dividiendo por t2 numerador y denominador en el

segundo miembro de la ecuación obtenemos

u′ =
1
t

(u3 − u
3− u2

)
, (1.4)

que es una ecuación con variables separadas:

f (t) =
1
t

, g(u) =
u3 − u
3− u2 .

Para encontrar su solución general tratamos en primer lugar el caso en que
g(u) 6= 0. Integrando la ecuación obtenemos la solución general de forma
implícita:

|x2 − t2|
|x|3 = K , K ∈ R+ .

Por otro lado, g(u) se anula si y solamente si u = 0 o bien u2 = 1. En el
primer caso encontramos la solución trivial mientras que el segundo caso
nos conduce a x = ±t, que también son soluciones (comprobarlo). Final-
mente, si u = ±

√
3 se anula el denominador en el segundo miembro de

(1.4). Tras deshacer los correspondientes cambios de variable esta relación
equivale a x = ±

√
3t, que no aporta nuevas soluciones

(b) Problema. Encuentra la curva plana que pasa por (1, 1) y verifica la si-
guiente propiedad: dado un punto cualquiera (t, x), al considerar el punto
de corte (0, b) de la recta tangente a la curva en (t, x) con el eje de orde-
nadas y el punto de corte (a, 0) de la abscisa con la correspondiente recta
normal, su distancia al origen es la misma.
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Solución. Las ecuaciones de la recta tangente y normal en el punto (t, x)
son, respectivamente,

(T− t)x′ = X− x , (T− t)
(
− 1

x′
)

= X− x ,

donde las variables están representadas con letras mayúsculas (T para las
ordenadas y X para las abscisas).

La condición inicial que nos proporciona el problema es x(1) = 1. Sus-
tituyendo en las ecuaciones anteriores los datos del problema obtenemos:

−tx′ = b− x , (a− t)
(
− 1

x′
)

= −x ,

y se ha de verificar
|x− tx′| = |xx′ + t| .

Esta última ecuación nos conduce a la resolución de los siguientes proble-
mas: {

x′ = x−t
x+t

x(1) = 1
,{

x′ = x+t
t−x

x(1) = 1
,

correspondientes ambos a ecuaciones homogéneas (resolverlas).
�

Ecuaciones reducibles a homogéneas

Son ecuaciones de primer orden de la forma

x′(t) = f
( at + bx + c

mt + nx + p

)
, f : (a, b) → R , a, b, c, m, n, p ∈ R . (1.5)

Si consideramos las rectas de ecuaciones

at + bx + c = 0 , mt + nx + p = 0 ,

pueden presentarse los siguientes casos:

(i) Las rectas se cortan en el origen de coordenadas. Para ello ha de cumplirse
c = p = 0, de donde se concluye que la ecuación diferencial

x′(t) = f
( at + bx

mt + nx

)
= f

(
a + b x

t
m + n x

t

)
= g

(x
t

)
ya es homogénea.
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(ii) Las rectas se cortan en un punto (α, β) 6= (0, 0). Entonces, a diferen-
cia del caso anterior, c y p no pueden anularse simultáneamente. Se
procede haciendo un cambio de variables por traslación:

T = t−α , X = x−β ,

de modo que con respecto a las nuevas variables T y X nos hemos
reducido a la situación de (i). En efecto:

X′(T) = f
(

aT + bX + (aα + bβ + c)
mT + nX + (mα + nβ + p)

)
=

f
( aT + bX

mT + nX

)
= f

( a + b X
T

m + n X
T

)
= g

(X
T

)
.

(iii) Las rectas son paralelas. Para ello los vectores (a, b) y (m, n) han de ser
proporcionales: (a, b) = λ(m, n), λ ∈ R. Entonces, si se definimos
u(t) := mt + nx(t) tenemos

u′ = m + nx′ = m + n f
(λu + c

u + p

)
,

que es una ecuación con variables separadas.

Ejemplo 1. Consideramos la siguiente ecuación diferencial de primer or-
den

(3x− 7t + 7)− (3t− 7x− 3)x′ = 0 .

Si resolvemos con respecto a la derivada obtenemos

x′ =
3x− 7t + 7
3t− 7x− 3

, (1.6)

que adopta la forma de una ecuación diferencial reducible a homogénea.
Las rectas 3x− 7t + 7 = 0 y 3t− 7x− 3 = 0 se cortan en el punto (1, 0),
luego estamos en el caso (ii) de los anteriores y se procede vía el siguiente
cambio de variables (desplazamiento del origen de coordenadas):

T = t− 1 , X = x .

Entonces

X′ = x′ =
3X− 7T
3T− 7X

=
3 X

T − 7

3− 7 X
T

,
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que ya es una ecuación homogénea. Haciendo ahora u = X
T obtenemos

X′ = u + Tu′ =
3u− 7
3− 7u

,

de donde se deduce que la siguiente ecuación con variables separadas es
satisfecha:

u′ =
1
T

(
7u2 − 7
3− 7u

)
. (1.7)

Obsérvese que cuando T = 0 o bien u toma los valores ±1 no podemos
aplicar el Teorema 1, por lo que no tenemos garantizada la existencia y
unicidad de solución del P.V.I. asociado a la ecuación (1.7). Obviamente,
también encontraremos problemas al tratar el caso en que u = 3

7 , ya que
se anula el denominador del segundo miembro de (1.7). Dejando de lado
por el momento estos casos críticos y usando el método estándar de reso-
lución de ecuaciones diferenciales con variables separadas obtenemos la
siguiente expresión implícita para u:

|u + 1|− 5
7 |u− 1|− 2

7 = k|T| , k > 0 .

Deshaciendo los cambios de variable para recuperar las variables origina-
les llegamos a

|x + t− 1| 5
7 |x− t + 1| 2

7 = C , C =
1
K

> 0 , (1.8)

para todo t 6= 1 y x 6= ±(t− 1). Luego para datos iniciales del tipo

(1, x0) , (t0,±(t0 − 1)) (1.9)

no podemos concluir en general la existencia y unicidad de solución del
correspondiente P.V.I. Finalmente, el caso en que u = 3

7 equivale, tras des-
hacer los cambios de variable, a la expresión x = 3

7(t− 1) que no es solu-
ción de (1.6). Además, las rectas x = ±(t− 1) son ambas solución de (1.6)
para todo t 6= 1.

Por tanto, la conclusión es la siguiente: para datos iniciales de la forma
x(1) = x0 con x0 6= 0, la única solución de (1.6) viene dada por la expresión
implícita (1.8) con C = |x0|. Si el dato inicial es x(1) = 0 se produce un
fenómeno de no unicidad, ya que tanto x = t − 1 como x = 1 − t son
soluciones. Finalmente, si x(t0) = t0 − 1 con t0 6= 1 la única solución es
x = t− 1 y si x(t0) = 1− t0 con t0 6= 1 la única solución es x = 1− t.

�
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Ecuaciones diferenciales exactas

Sea F : D ⊆ R2 → R una función de clase C1(D). Nos planteamos aho-
ra describir qué tipo de ecuación diferencial puede escribirse de la forma

d
dt

(
F(t, x(t))

)
= 0 , (1.10)

de modo que pueda concluirse la siguiente relación implícita para la fun-
ción incógnita x(t):

F(t, x(t)) = k ∈ R .

Empleando la regla de la cadena para desarrollar (1.10) obtenemos

P(t, x(t)) + Q(t, x(t))x′(t) = 0 , (1.11)

donde P, Q : D → R son las funciones (continuas) definidas por

P(t, x(t)) =
∂F
∂t

(t, x(t)) , Q(t, x(t)) =
∂F
∂x

(t, x(t)) .

La pregunta es entonces la siguiente: dadas P, Q : D → R continuas que
satisfacen (1.11), ¿existe F : D → R de clase C1(D) tal que

∂F
∂t

(t, x(t)) = P(t, x(t)) ,
∂F
∂x

(t, x(t)) = Q(t, x(t)) ?

Desafortunadamente, la respuesta es negativa en general. Baste por ejem-
plo como ilustración elegir P ≡ 0 y Q(t, x) = 2t.

Teorema 3. Sean (t0, x0) ∈ R2 y P, Q funciones de clase C1 en un entorno
U de (t0, x0). Entonces existe una función F ∈ C1(U ) que satisface

∂F
∂t

= P,
∂F
∂x

= Q

si y solamente si
∂P
∂x

=
∂Q
∂t

.

Demostración.
De izquierda a derecha: Por el lema de Schwartz

∂P
∂x

=
∂

∂x

(
∂F
∂t

)
=

∂
∂t

(
∂F
∂x

)
=

∂Q
∂t

.
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De derecha a izquierda: Definimos F : U → R como

F(t, x) =
∫ t

t0

P(s, x) ds +
∫ x

x0

Q(t0, y) dy .

Claramente

(i) ∂F
∂t (t, x) = P(t, x) por el teorema fundamental del cálculo,

(ii) ∂F
∂x (t, x) =

∫ t
t0

∂P
∂x (s, x) ds + Q(t0, x) en virtud del teorema de deriva-

ción bajo el signo integral.1 Como ∂P
∂x = ∂Q

∂t , se tiene que

∂F
∂x

(t, x) = Q(t, x)−Q(t0, x) + Q(t0, x) = Q(t, x) .

(iii) F ∈ C1(U ).

�

Definición 1 (ECUACIÓN DIFERENCIAL EXACTA). Llamamos ecuación di-
ferencial exacta a aquella que responde a la forma

P(t, x) + Q(t, x)x′ = 0 ,

donde P, Q : D ⊆ R2 → R son funciones de clase C1(D) tales que

∂P
∂x

=
∂Q
∂t

. (1.12)

Teorema 4. Dado (t0, x0) ∈ D ⊆ R2 tal que Q(t0, x0) 6= 0, existe una única
solución x : V → R de la ecuación diferencial exacta P(t, x)+ Q(t, x)x′ = 0
tal que x(t0) = x0, donde V es un entorno de t0.

1Sea f : (a, b)×Ω → R una función integrable en (a, b) y derivable en Ω tal que ∂ f
∂x es

integrable en (a, b)×Ω. Entonces

d
dx

∫ b

a
f (t, x) dt =

∫ b

a

∂ f
∂x

(t, x) dt .
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Demostración. Buscar una solución de P + Qx′ = 0 es equivalente a bus-

car una solución de d
dt

(
F(t, x)

)
= 0 con

F(t, x) =
∫ t

t0

P(s, x) ds +
∫ x

x0

Q(t0, y) dy ,

es decir, {
F(t, x)− F(t0, x0) = 0
x(t0) = x0

.

Definimos φ : D → R como φ(t, x) = F(t, x)− F(t0, x0). Claramente

(i) φ(t0, x0) = 0,

(ii) φ ∈ C1(D),

(iii) ∂φ
∂x (t0, x0) = Q(t0, x0) 6= 0.

Por el teorema de la función implícita, existe un entorno V de t0 y existe
una única función x : V → R tal que x(t0) = x0 y φ(t, x) = 0 ∀t ∈ V .

�

Ejemplo 2. Se pretende resolver la ecuación diferencial

t2 + x2 + 2t + (2tx + 3x2)x′ = 0 . (1.13)

Es fácil comprobar que con la elección

P(t, x) = t2 + x2 + 2t , Q(t, x) = 2tx + 3x2

la ecuación diferencial (1.13) es exacta, ya que

∂P
∂x

= 2x =
∂Q
∂t

.

Además ha de ser
∂F
∂t

= P = t2 + x2 + 2t ,

luego

F(t, x) =
t3

3
+ tx2 + t2 +ϕ(x) , ϕ ∈ C1(R) .

También ha de ser
∂F
∂x

= Q = 2tx + 3x2 ,
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luego ϕ′(x) = 3x2, es decir,

ϕ(x) = x3 + k , k ∈ R .

Por consiguiente

F(t, x) =
t3

3
+ tx2 + t2 + x3 = C ∈ R .

Factores integrantes

A menudo la condición de exactitud (1.12) es demasiado restrictiva a
priori. Sin embargo, aunque esta condición no sea satisfecha inicialmente
es amplia la clase de ecuaciones diferenciales de la forma

P(t, x) + Q(t, x)x′ = 0 (1.14)

con P, Q ∈ C1(D) que, sin ser exactas, pueden transformarse en exactas
mediante un sencillo procedimiento. Para ello basta con encontrar una
función µ = µ(t, x) ∈ C1(D) adecuada tal que, al multiplicar la ecuación
diferencial (1.14) por µ, obtengamos otra ecuación diferencial equivalente
que sea exacta. Cuando esto ocurre para alguna función µ que satisface
µ(t0, x0) 6= 0 si (t0, x0) ∈ D es un punto en el que Q(t0, x0) 6= 0, entonces
decimos que µ es un factor integrante para la ecuación (1.14).

La pregunta entonces cae por su propio peso: ¿Cuándo podemos ase-
gurar que la ecuación diferencial (1.14) admite un factor integrante?. Si
denotamos

P∗(t, x) = µ(t, x)P(t, x) , Q∗(t, x) = µ(t, x)Q(t, x) ,

habría de suceder
∂P∗

∂x
=

∂Q∗

∂t
para concluir que (1.14) admite a µ como factor integrante, esto es:

∂(µP)
∂x

= µ
∂P
∂x

+
∂µ

∂x
P =

∂(µQ)
∂t

= µ
∂Q
∂t

+
∂µ

∂t
Q

o, equivalentemente,

µ
(∂P

∂x
− ∂Q

∂t

)
=

∂µ

∂t
Q− ∂µ

∂x
P . (1.15)

Luego (1.15) es una condición suficiente y necesaria para que µ sea un
factor integrante para la ecuación (1.14).

Los factores integrantes más empleados son de la forma µ(t), µ(x),
µ(t + x), µ(tx) o µ(t2 + x2). Veamos algunos ejemplos:
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Ejemplo 3. Estudiemos el aspecto que adopta la condición (1.15) para los
dos siguientes casos particulares.

(i) El factor integrante sólo depende de t: µ = µ(t). En este caso (1.15) se
escribe de la siguiente forma

µ
(∂P

∂x
− ∂Q

∂t

)
= µ′Q , µ′ =

dµ

dt
,

que da lugar a la siguiente ecuación diferencial con variables separadas

µ′

µ
=

∂P
∂x −

∂Q
∂t

Q
,

de la cual

µ(t) = e
∫ t

t0

( ∂P
∂x (s,x)− ∂Q

∂t (s,x)
Q(s,x)

)
ds

es solución.

(ii) El factor integrante sólo depende de x: µ = µ(x). En este caso la condi-
ción (1.15) se traduce en

µ
(∂Q

∂t
− ∂P

∂x

)
= µ′P , µ′ =

dµ

dx
,

o, equivalentemente,
µ′

µ
=

∂Q
∂t −

∂P
∂x

P
que es una ecuación en variables separadas de la que

µ(x) = e
∫ x

x0

(
∂Q
∂t (t,y)−

∂P
∂x (t,y)
P(t,y)

)
dy

es solución.

Ejemplo 4.

(i) Resolver 1− t2x + (x− t)t2x′ = 0. Para esta ecuación se tiene

P(t, x) = 1− t2x , Q(t, x) = 2tx− 3t2 ,

de modo que es fácilmente reconocible como no exacta. Si buscamos un
factor integrante que sólo dependa de t hemos de resolver la siguiente
ecuación con variables separadas:

µ′

µ
=

∂P
∂x −

∂Q
∂t

Q
= −2

t
,
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de la que

µ(t) =
1
t2

es solución. Entonces

P∗(t, x) =
1
t2 − x , Q∗(t, x) = x− t ,

luego ha de ser

∂F
∂t

=
1
t2 − x ⇒ F(t, x) = −1

t
− tx +ϕ(x)

y
∂F
∂x

= −t +ϕ′(x) = x− t ⇒ϕ′(x) = x .

Por tanto

F(t, x) = −1
t
− tx +

x2

2
= k ∈ R .

(ii) Resolver 3x2 − t + (2x3 − 6tx)x′ = 0. En este caso

P(t, x) = 3x2 − t , Q(t, x) = 2x3 − 6tx ,

por lo que
∂P
∂x

= 6x ,
∂Q
∂t

= −6x

y la ecuación no es exacta. Buscaremos un factor integrante de la forma
µ = µ(t + x2). Para ello podemos hacer el cambio de variable u = t + x2,
de modo que una simple aplicación de la regla de la cadena nos conduce
a

∂µ

∂t
(u) = µ′(u) ,

∂µ

∂x
(u) = 2xµ′(u) ,

donde hemos denotado µ′ = dµ
du . En este caso la condición suficiente y

necesaria para la existencia de un factor integrante de la forma sugerida
reza

12xµ(u) = (2x3 − 6tx)µ′(u)− 2x(3x2 − t)µ′(u) = −4xuµ′(u) ,

de donde concluimos que

µ(u) =
1
u3

siempre que x 6= 0. Por tanto, el factor integrante que buscábamos es (sal-
vo constantes)

µ(t + x2) =
1

(t + x2)3 .
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Entonces ha de ser

∂F
∂t

(t, x) = P∗(t, x) =
3x2 − t

(t + x2)3 ,

luego

F(t, x) = − 2x2

(t + x2)2 +
1

t + x2 +ϕ(x) (1.16)

sin más que integrar la expresión anterior con respecto a la varible t, donde
ϕ es una función arbitraria que sólo depende de x. Por otro lado

∂F
∂x

(t, x) = Q∗(t, x) =
2x(x2 − 3t)
(t + x2)3 ,

que a su vez coincide con

2x(x2 − 3t)
(t + x2)3 +ϕ′(x)

al derivar (1.16) con respecto a x. Consecuentemente ha de ser ϕ ≡ k ∈ R,
por lo que las soluciones son de la forma

t− x2 = C(t + x2)2 C ∈ R .

Ejemplo 5. En este ejemplo resolvemos la ecuación diferencial lineal de
primer orden por medio del uso de un factor integrante adecuado. En efec-
to, consideramos la ecuación diferencial

x′(t) + a(t)x(t) = b(t) , a, b ∈ C1(R) . (1.17)

Esta ecuación puede ser reescrita de la forma P + Qx′ = 0, con

P(t, x) = a(t)x(t)− b(t) , Q(t, x) ≡ 1 ,

por lo que no es exacta ya que

∂P
∂x

= a(t) 6= 0 =
∂Q
∂t

.

Si buscamos un factor integrante µ = µ(t) que sólo dependa de t habría
de cumplirse (cf. Ejemplo 3 (i))

µ′

µ
=

∂P
∂x −

∂Q
∂t

Q
= a(t) ,
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ecuación de la cual
µ(t) = e

∫ t
t0

a(s) ds

es una solución. Para esta elección de µ es de comprobación inmediata que
se satisface la condición de exactitud

∂P∗

∂x
=

∂Q∗

∂t

para las funciones

P∗(t, x) = µ(t)[a(t)x(t)− b(t)] , Q∗(t, x) = µ(t) .

Entonces ha de ser

∂F
∂t

= P∗ = e
∫ t

t0
a(s) ds[a(t)x(t)− b(t)] ,

luego

F(t, x) =
∫ t

t0

e
∫ τ

t0
a(s) ds[a(τ)x(τ)− b(τ)] dτ +ϕ(x) .

Finalmente ha de cumplirse∫ t

t0

e
∫ τ

t0
a(s) dsa(τ) dτ +ϕ′(x) =

∂F
∂x

= Q∗ = e
∫ t

t0
a(s) ds ,

de donde se concluye que

ϕ′(x) = e
∫ t

t0
a(s) ds −

∫ t

t0

e
∫ τ

t0
a(s) dsa(τ) dτ ,

luego

ϕ(x) = C + e
∫ t

t0
a(s) dsx(t)−

∫ t

t0

e
∫ τ

t0
a(s) dsa(τ)x(τ) dτ , C ∈ R .

Por consiguiente se tiene que

e
∫ t

t0
a(s) dsx(t)−

∫ t

t0

e
∫ τ

t0
a(s) dsb(τ) dτ = k ∈ R

o, equivalentemente,

x(t) = k e−
∫ t

t0
a(s) ds +

∫ t

t0

e−
∫ t
τ a(s) ds b(τ) dτ .
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Una de historia y engaños

El modelo diferencial del que hablamos a continuación está histórica-
mente relacionado con las falsificaciones en pintura. Tras la liberación de
Bélgica en la Segunda Guerra Mundial se llevó a cabo una intensa bús-
queda de colaboradores de los nazis. Entre los detenidos figuraba el (ini-
cialmente estudiante de arquitectura reconvertido a) pintor holandés Han
Anthonius van Meegeren (1889–1947), acusado de haber vendido a los ale-
manes el cuadro del siglo XVI, obra de Johannes Vermeer (1632–1675), Mu-
jer Sorprendida en Adulterio2. Desde la cárcel, van Meegeran conmocionó a
la comunidad artística del momento al afirmar que tanto ese cuadro co-
mo algunos otros de la época no eran sino falsificaciones realizadas por
él mismo3. En 1967 una comisión de científicos de la Carnegie Mellon Uni-
versity determinó definitivamente que dichos cuadros eran falsos. El pro-
cedimiento empleado fue el siguiente: el albayalde (carbonato básico de
plomo) es una sustancia radioactiva de veintidós años de vida media muy
importante en pintura, ya que es el material más usado por los pintores
desde hace más de dos mil años para la confección del blanco y por tanto
como componente del resto de los colores, que se obtiene en yacimientos
ricos en uranio y sus derivados. Uno de estos derivados es el radio 226
(Ra226), que tiene una vida media de mil seiscientos años y se degrada
a Pb210. La cantidad de Ra226 que se degrada a Pb210 es igual a la canti-
dad de Pb210 que se desintegra por unidad de tiempo (ley de equilibrio
radioactivo). Todos los cuadros contienen una pequeña cantidad de Pb210

y otra aún mucho menor de Ra226, ya que estos elementos están presentes
en el albayalde. Al elaborarse la pintura, el Pb210 comienza a degradarse
y continúa haciéndolo hasta alcanzar el equilibrio con la cantidad (más
pequeña) de radio que sobrevive a los procesos químicos de elaboración.
Denotemos por y(t) a la cantidad de Pb210 existente por gramo de alba-
yalde en el instante t y por t0 a la época en que fue fabricada la pintura, tal
que y(t0) = y0. Denotemos también por r(t) al número de desintegracio-
nes de Ra226 que ocurren por minuto y gramo de albayalde en el instante
t. La ecuación diferencial que modela la desintegración radioactiva es

y′(t) = −λy(t) + r(t) , y(t0) = y0 ,

2El cuadro había sido comprado por 365.000 dólares durante la guerra por encargo del
ministro nazi Hermann Goering, el segundo de Adolfo Hitler

3Lo que demostró pintando bajo supervisión policial una réplica de Jesús ante los ex-
pertos
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donde λ = 0,03151 es la constante de desintegración del plomo 210. La
solución a este problema es

y(t) = y0eλ(t0−t) + e−λt
∫ t

t0

eλsr(s) ds .

Consideraciones de tipo práctico (los mil seiscientos años de vida media
del radio y el hecho de que estamos interesados en estudiar periodos de
tiempo de un máximo de trescientos años) permiten admitir que r es cons-
tante. Por tanto,

y(t) =
r
λ

+
(

y0 −
r
λ

)
e−λ(t−t0) , t ∈ R . (1.18)

Las cantidades y(t) y r pueden medirse fácilmente. En la expresión ante-
rior es y0 la cantidad desconocida. En cuanto conozcamos y0 la ecuación
(1.18) permite calcular t− t0 y, consecuentemente, se habría determinado
la edad del cuadro. En nuestro caso la ley de equilibrio radioactivo asegu-
ra que λy0 = R0, donde R0 es el número de desintegraciones de Ra226 por
minuto y por gramo de materia. Experimentalmente se ha comprobado
que R0 varía en el intervalo [0, 200] en yacimientos terrestres actuales. Por
tanto, ha de ser

λy0 = λye300λ − r(e300λ − 1) .

Para la pintura analizada se determinó λy = 8,5 y r = 0,8, de donde se
concluye que λy0 = 98,147, que resultó ser un número inaceptablemente
grande para que la pintura tuviese 300 años. Este mismo método permitió
dictaminar que otras obras como Lavatorio de pies, Mujer tocando la man-
dolina o Mujer que lee una partitura y, sobre todo, La cena de Emaús4 eran
también falsos Vermeers.

La ecuación de Bernoulli

En múltiples ocasiones es posible transformar una ecuación diferencial
no lineal en una lineal por medio de un cambio de variable. Este es el caso
de la ecuación diferencial de Bernoulli, que responde a la forma

x′(t) + p(t)x(t) = q(t)x(t)n , n 6= 1 , p, q : I ⊆ R → R continuas
4La falsificación de esta obra de Vermeer llegó a alcanzar tales cotas de perfección que

la sociedad Rembrandt pagó ciento setenta mil dólares por la misma para el Boymans
Museum de Rotterdam, creyéndola auténtica. El certificado de autenticidad de esta obra
fue expedido por un renombrado crítico e historiador y sólo cuando el comité de expertos
de la Carnegie Mellon University se hizo cargo de las investigaciones se logró probar la
ilegitimidad de éste y otros presuntos cuadros de Vermeer
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Figura 1.1: De izquierda a derecha: Mujer sorprendida en adulterio, La cena de
Emaús, retrato de Vermeer y van Meegeren ante el juez.

y debe su nombre al matemático sueco Jacob Bernoulli (1654–1705). A este
importante matemático se debe también, entre otros avances relevantes, el
método de separación de variables. Si dividimos la ecuación de Bernoulli
por xn (x 6= 0) y hacemos el cambio de variable y = x1−n, ésta se reduce a
la siguiente ecuación diferencial lineal:

y′(t) + (1− n)p(t)y(t) = (1− n)q(t) ,

la cual ya sabemos resolver (cf. Ejemplo 5).

Ejemplo 6. Resolver la ecuación diferencial

x′ =
x
t
− x2 .

Claramente es una ecuación de Bernoulli con

p(t) = −1
t

, q(t) ≡ −1 , n = 2 .

Haciendo el cambio de variable

y =
1
x

, y′ = − x′

x2 ,

llegamos a
y′ +

y
t

= 1 ,

que es una ecuación diferencial lineal de primer orden, cuya solución ge-
neral es

x(t) =
2t

t2 + k
, k ∈ R .

Obsérvese que x ≡ 0 también es solución.
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La ecuación de Riccati

La ecuación diferencial

x′(t) = p(t) + q(t)x(t) + r(t)x(t)2 , (1.19)

con p, q, r : I ⊆ R → R continuas, debe su nombre al matemático ve-
neciano Jacobo Francesco Riccati (1676–1754). Consideremos el problema
de valores iniciales asociado a la ecuación anterior: X(t0) = x0. Aunque
no existen métodos concretos para calcular la solución (¡es única!) de este
problema, es sabido que podemos encontrarla si conocemos una solución
particular de la ecuación

y : J ⊆ I → R , y(t0) = y0 6= x0 .

Construimos para ello la función auxiliar u : J → R definida como

u(t) =
1

x(t)− y(t)
,

que está bien definida porque, por un argumento de unicidad, x(t) 6= y(t)
en J. Entonces

− u′

u2 =
(

1
u

)′
= x′ − y′ = q(x− y) + r(x2 − y2) =

q
u

+ r
( 1

u2 + 2
y
u

)
,

luego

u′ = −
(

q + 2ry
)

u− r , u(t0) =
1

x0 − y0

que es lineal.

Ejemplo 7. Resolver el problema de valores iniciales

x′(t) = cos(t)− x(t)− tan(t) sec(t) x(t)2 , x(0) = 0 . (1.20)

Una solución particular es y(t) = cos(t), por lo que consideramos

u(t) =
1

(x(t)− cos(t))
(1.21)

para obtener la siguiente ecuación diferencial lineal:

u′(t) =
(

1 + 2 tan(t) sec(t) cos(t)
)

u(t) + tan(t) sec(t)

=
(

1 + 2 tan(t)
)

u(t) + tan(t) sec(t) ,
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con dato inicial asociado u(0) = −1, cuya única solución es

u(t) = −1
2

(
et + sen(t) + cos(t)

cos2(t)

)
.

Finalmente, a partir del cambio de variable (1.21) podemos recuperar la
solución del problema de valores iniciales (1.20):

x(t) =
1

u(t)
+ cos(t) = cos(t)

(
et + sen(t)− cos(t)
et + sen(t) + cos(t)

)
.


