Fundamentos de Biologia Aplicada I. Curso 2009-2010.

Ajustes por funciones exponenciales (malthusiana) y sigmoidales (logisti-
ca y gompertziana)

El objetivo es aproximar una coleccién de datos (obtenidos a partir de distintas observaciones
o mediciones durante el transcurso de cualquier tipo de experimento) por una curva que los
represente adecuadamente y proporcione ademas predicciones lo mas fiables posible.

I. Ajuste lineal por minimos cuadrados discreto

Supongamos que disponemos de la siguiente nube de puntos, que podria proceder de un
conjunto de observaciones o medidas extraidas de un determinado experimento al anotar los
resultados obtenidos en distintos regimenes de tiempo:

{(0,0,1),(1,1),(2,3),(3,4), (4,7)} - (1)

Podemos admitir que las primeras componentes corresponden a los distintos momentos en que
se han producido las observaciones (los representaremos en el eje de abscisas) y las segundas a
los valores medidos en dichos momentos (los representaremos en el eje de ordenadas). Si pre-
tendemos ajustar una funcién que se adecte a esta nube de puntos podria parecer conveniente,
en un primer andalisis visual, elegir una recta (véase la Figura 1). Pero jcudl de entre todas las
posibles? Parece evidente que, dado que cualquiera que sea la recta elegida nunca podremos
conseguir que pase por todos los puntos de la nube (pues claramente no estan alineados), sea
cual sea nuestra eleccion estard siempre sujeta a error. Se trata, por consiguiente, de "minimizar
los danos” a la hora de establecer un criterio de seleccion, es decir: de entre todas las rectas
posibles, quedémonos con la tinica que nos conduce a cometer el menor error posible.

La pregunta consiguiente es: jcémo podemos cuantificar el error que se comete en la aproxi-
macion? Una forma estdandar de hacerlo es a través del llamado error cuadrdtico, que consiste
en lo siguiente:

Supongamos que hemos ajustado la nube de puntos mediante la recta x(t) = a + bt y
observemos cuanto nos hemos desviado en cada caso de los resultados empiricos.

= El valor predicho experimentalmente en ¢ = 0 es x = 0,1, mientras que la recta predice
z(0) = a.

= El valor predicho experimentalmente en ¢t = 1 es x = 1, mientras que la recta predice
z(1) =a+b.

= El valor predicho experimentalmente en ¢ = 2 es x = 3, mientras que la recta predice
x(2) = a + 2b.

= El valor predicho experimentalmente en ¢ = 3 es x = 4, mientras que la recta predice
x(3) = a + 3b.

» El valor predicho experimentalmente en ¢ = 4 es x = 7, mientras que la recta predice
x(4) = a + 4b.

En definitiva, el error cometido en cada prediccion es la diferencia entre el valor predicho por
la recta de ajuste y el predicho experimentalmente:

ei:a+bti—aji, 7;:1,2,3,4,5.



Figura 1: Nube de puntos descrita en (1)

En particular,
ef = (a+bt; —x;)*, i=1,2,345

también sirve para medir dichas desviaciones (y ademds evita trabajar con cantidades que
pueden ir cambiando de signo). Por tanto, parece natural definir el error cuadratico global
como la suma de los anteriores:

5
E:e%—l—e%—f-e%—i—ei—l—eg:Z(a—f—bti—xi)Q
1=1

La estrategia l6gica ha de consistir, por tanto, en elegir la recta (es decir, los valores de a y de b)
que hagan minimo el error cometido en la aproximacion. Por razones mas que evidentes, dicha
estrategia recibe el nombre de criterio de minimos cuadrados. Y si de minimizar funciones se
trata, ya sabemos que la derivada desempenara un papel crucial. En este caso la funcion error,
que es la que hay que minimizar, depende claramente de dos variables:

5

E(a,b) = Z (a+bt; — xi)2.

i=1

Como los minimos (y méaximos) relativos han de ser puntos criticos, tendremos que derivar
E(a,b) e igualar a cero para averiguar dénde se alcanzan. Pero, siendo E una funcién de dos
variables, jcon respecto a cudl de ellas tenemos que calcular la derivada? La respuesta es: jcon



respecto a cada una de ellas!

B = [g((ﬁ—bt—w ]/ i[a—i—bt—xl)]

Luego tendremos que resolver el siguiente sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas:

5 5
=1

i=1
que en nuestro caso resultan ser!
5a + 10b = 15,1, 10a + 300 = 47.

La (tinica) solucién de este sistema es® a = —0,34 y b = 1,68, por lo que la recta que minimiza
el error cuadratico viene dada por

o(t) = 1,68t — 0,34

A la hora de cuantificar el error medio cometido a menudo resulta interesante, para comparar
la bondad entre distintos tipos de ajuste, expresarlo en términos porcentuales del siguiente

modo:
vnE
E, = —" 100,

D i T
donde n indica el nimero de datos de que se dispone en la muestra. En nuestro caso
NG
E, = 10015—1\/(—0,34 —0,1)2+ (1,34 —1)2+ (3,02 —3)2+ (4,7—4)> + (6,38 — 7)?
= 16,1133 %

II. Ajuste exponencial por minimos cuadrados discreto

Supongamos ahora que queremos ajustar a la nube de puntos una funcién exponencial del
tipo® z(t) = Ae™. Si el ajuste resultase conveniente, ello nos llevarfa a pensar que el de Malthus
podria ser un buen modelo para predecir los resultados del experimento.

La idea principal para llevar a cabo este nuevo ajuste consiste en transformar la curva
exponencial en una recta y reducirnos luego al caso anterior (es decir, a un ajuste de tipo
lineal). Veamos cémo. Tomando logaritmos neperianos se obtiene:

log(z(t)) = log (Ae™) = log(A) + log(e"") = log(A) + rt,

L Compruébalo
2Compruébalo
3Recuerda que esta es la forma que adoptan las soluciones de la ecuacién de Malthus =/ = rz



/ 1 2 3 ‘ a

2 3

Figura 2: De izquierda a derecha: Ajustes lineal y exponencial sobre la nube de puntos (1) segun el criterio de
minimos cuadrados

por lo que si consideramos la nueva variable X (¢) = log(z(t)) y denotamos R = log(A), la
expresion anterior se reduce a la recta X (t) = R + rt. Aplicando la metodologia de la seccién
anterior obtenemos los valores de R y de r. La tnica precaucién que se ha de tomar consiste
en considerar la nube de puntos transformada que corresponde a la nueva variable* X, que en
el caso de (1) seria

{(0,10g(0, 1)), (1,0), (2, 1og(3)), (3, log(4)), (4, log (7))}
= {(0,-2,302), (1,0), (2,1,098), (3,1,386), (4, 1,945)} . (3)

Una vez conocidos Ry r debemos regresar a los parametros originales del ajuste, A y r: es decir,
hemos de devolver a la recta su forma primitiva de exponencial. Para ello basta con deshacer
el cambio de variables:

z(t) = X

En efecto, z = e efler = Ae™. Por consiguiente, ajustar una funcién malthusiana
no es mas que ajustar una recta a la tabla de datos transformada segin (3) y luego tomar su
exponencial. En el ejemplo que nos trae, la solucién del sistema (2) que hace minimo el error
cuadratico es® r = 0,988 y R = —1,551, luego X (t) = 0,988t — 1,551 y finalmente

(t) = p09881—1,551 _ ,—1,551 ,0,988t _ 0,212 0988t

X _ eR—i—'rt —

4Es decir, de la nube inicial para las coordenadas (t,xz) hemos de pasar a la nube transformada para las coordenadas (t,X) =

(t,log(x))
5Compruébese



El error medio (porcentual) cometido con este tipo de ajuste es ahora

B, = 100%51 VA 012+ (Aem — 1) + (Ae¥ — 3)% + (Ae¥ — 4)% 1 (Aev —7)?

= 1()()?\/31 V(e 151 —0.1)2 4 (e70563 — 1)2 4 (9425 — 3)2 4 (1413 — 4)2 4 (2401 — 7)2

= 64,1405 %

Nota 1. En el caso particular en que uno dispone de indicios que le permiten admitir que la
muestra se rige por una ley de Malthus, otro tipo de ajuste manual es factible. Por ejemplo, si
uno conociese la tasa de crecimiento de la poblacién bajo estudio, r = 2/(t)/x(t), inicamente
faltaria el parametro A por determinar. Esta tltima incégnita puede averiguarse, por ejemplo,
conociendo el tamano inicial de la poblacién, x(0) = Ae = A, o bien a partir del conocimiento
del ritmo con que inicialmente la poblacién comienza a cambiar, z/(0) = rz(0) = rAe® = rA.

III. Ajuste logistico por minimos cuadrados discreto
Consiste en ajustar una curva de la familia®

K Ae't
14 Aert

(1)

a la nube de puntos. Como en el caso anterior, el truco consiste en transformar la curva logistica
en una recta mediante un cambio de variables adecuado, que luego habra que deshacer para
recuperar la curva original con que deseamos efectuar la aproximacién. Veamos coémo puede
llevarse a cabo dicha transformacién:

K Ae™

r=—"— < 2(l+ A" = KA < 1z + Ae"'z = K Ae™
14 Aert

z
K—=x

— 1=Ac"(K — 1) = Ae",

por lo que tras tomar logaritmos neperianos se obtiene

log (Kx—(—ig(t)> =log (Ae™") =log(A) +rt.

Haciendo ahora el cambio de variables X (t) = log ( z(t) ) y denotando R = log(A) obtenemos

K—x(t)
la recta X (t) = R + rt.
Por consiguiente, si conocemos K (tipicamente la capacidad de carga del medio, es decir,
K =lim; o 2(t) si r > 0) basta con efectuar un ajuste lineal sobre la siguiente nube de datos
transformada:

{ (0108 (5287) ) - (1.10g () - (2 1os (25)) - (3108 (55)) - (4105 (577)) }

Supongamos que se ha determinado experimentalmente que el valor aproximado de K es 10.
De este modo la nube de puntos pasa a ser

{(0,—4,595), (1, —2,197), (2, —0,847), (3, —0,405), (4, 0,847)}

6Recuerda que esta es la forma que adoptan las soluciones de la ecuacién logistica 2’ = roz(1 — z/K)




y se obtiene r = 1,267 y R = —3,974 como solucién al sistema (2). Finalmente, como e* = Ae',
podemos recuperar la curva logistica de la siguiente forma:

10eX

= T ox = 0,018 el
€

x(t)
El error medio (porcentual) cometido con esta aproximacién viene dado por

NG
E, = 100——
0015,1

/(R 0,1) 4 (A 1)y (Jde 3yt (dder )ty (doder gy

_ 1005
151

2 2 2 2 2
10eR 10eR+r 10eR+2r 10eR+3r 10efi+4r
\/<1+eR o 071> + (1+6R+T B 1> + <1+eR+2T o 3) + (1+6R+3T o 4) + (1+6R+4T B 7)

5
- 10015£1 /0,007 40,14 + 1,176 + 0,323 + 0,241 = 20,3754 %

X

Nota 2. En el caso particular en que uno dispone de indicios que le permiten admitir que la
muestra se rige por una ley logistica, otro tipo de ajuste manual es factible. Por ejemplo, si uno
dispusiese de la capacidad de carga K de la poblaciéon, bastaria con conocer el instante t;,¢ en
que se produce la inflexion de la curva para obtener una relacion entre los parametros restantes
A y r, habida cuenta de que’

log(A)

r

(4)

Si ademds conociésemos el valor z'(¢;,r)/z(tins) de la tasa de crecimiento en el instante t;,y,

entonces

lo que nos permite averiguar el valor de r y con él el de A segun (4). Otra opcién habria
sido conocer a priori el ritmo de cambio de la poblacién en el instante ¢;,f, en cuyo caso
obtendriamos también el valor de r con facilidad:

' (ting) = 12 (ting) (1 — Tf) =g =

tinf - -

que sustituido en (4) nos proporcionaria nuevamente el valor de A.

Nota 3. Si K no esta predeterminada y ha de autoajustarse con el propio modelo, el proce-
dimiento se torna bastante méds complejo. Ahora la funcién de error a minimizar es no lineal
(pues en esta situaciéon no podemos reducirnos al ajuste de una recta) y para calcular dénde se
alcanza el error minimo ya no es suficiente con resolver un sistema lineal (como hemos hecho
hasta ahora cada vez que resolviamos (2)), por lo que habran de emplearse procedimientos
numéricos algo mas sofisticados (por ejemplo, los llamados métodos de descenso).

TEl nivel de inflexién de cualquier solucién ?biolégica” de la ecuacién logfstica es K/2, luego bastarfa con despejar el tiempo de

KAe™
+

ToA = % para averiguar en qué instante se produce dicha inflexién

la expresién



IV. Ajuste gompertziano por minimos cuadrados discreto

En el ultimo ejemplo de ajuste que analizamos se pretende aproximar la nube de puntos por
una curva de la familia gompertziana®

—rt

z(t) = Ke ¢

Nuevamente comenzamos transformando la curva gompertziana en una recta mediante un cam-
bio de variables adecuado:

—rt K
r=Ke " = log(z) =log(K)— Ae " <= log (—) = Ae "
T

K
< log <log <—
x

)
luego B
o (e (5

Haciendo el cambio de variables X (t) = log (log <%)) y denotando R = log(A) obtenemos
la recta X (t) = R — rt.

Por consiguiente, si conociésemos la capacidad de carga K bastaria con efectuar un ajuste
lineal sobre la nube de datos

{0,108 (10g () ) - (1,108 (10g(K) ) (2. 10g (log (£))) , (3, 10g (1og (£))) . (4. log (10g (£))) }.

Supongamos que, como en el modelo anterior, se ha determinado experimentalmente que K =
10. De este modo se obtiene r = 0,603 y R = 1,493 como solucién al sistema (2). Finalmente,
como eX = log(K/x) = Ae™", podemos recuperar la curva gompertziana de la siguiente forma:

z(t) =107 =10 44

—0,603t

El error medio (porcentual) cometido con esta aproximacién viene dado por

V5
E, = 100——
0015,1

X \/(10 e=A4-0,1)>+(10 e—Ae‘tl)er(lo e—Aem2" 73)2+(10 e—Ae™" 74)2+(10 e AT _7)

_ 100 Y2
15,1

X \/(10 e—eft —0,1)2+(1o efeR*’"—1)2+(1o e*eR*2*—3)2+(1o e—eft=3r —4)2+(10 e*ﬁ”‘”—?)2

5
= 100%—1 /0,0002 + 0,0154 + 0,1307 + 0,6783 + 0,0838 = 14,1479 %

2

Nota 4. En el caso particular en que uno dispone de indicios que le permiten admitir que la
muestra se rige por una ley gompertziana, otro tipo de ajuste manual es factible. Por ejemplo,
si uno dispusiese de la capacidad de carga K de la poblacién, bastaria con conocer el instante
tins €n que se produce la inflexién de la curva para obtener una relacién entre los pardmetros
restantes A y r, habida cuenta de que®

log(4)

(5)

tinf =

8Recuerda que esta es la forma que adoptan las soluciones de la ecuacién de Gompertz =’ = rz log(K/x)
9El nivel de inflexién de cualquier solucién ”biolégica” de la ecuacién de Gompertz es K /e, luego bastaria con despejar el tiempo

—Ae™ Tt

de la expresién Ke % para averiguar en qué instante se produce dicha inflexién



2 3 4 1 2 3

Figura 3: De izquierda a derecha: ajustes logistico y gompertziano sobre la nube de puntos (1)

Si ademas conociésemos el valor @'(t;,r)/x(tins) de la tasa de crecimiento en el instante t;,y,

entonces ’(t ) i P
T \linf
=rlog <—> =rlog (—) =r,
T (ting) (ting) K/e

lo que nos permite averiguar el valor de r y con él el de A segin (5). Otra opcién habria
sido conocer a priori el ritmo de cambio de la poblacién en el instante ¢;,f, en cuyo caso
obtendriamos también el valor de r con facilidad:

K Kr

K
/t’LTL = tZTL l VTN = ._.1:_7
tag) = roltng) ot () = 1 =2

que sustituido en (5) nos proporcionaria nuevamente el valor de A.

Nota 5. Todo lo dicho en la Nota 3 continia siendo valido para el ajuste gompertziano.



10 +

Figura 4: Gréfico comparativo de todos los ajustes efectuados



