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Notas sobre la esperanza y la matriz de varianzas-covarianzas de un vector aleatorio

Definicion 1. Dado un vector aleatorio x = (z1, ..., x,), se define su esperanza matemdtica
como el vector E[x] = (E[z1], ..., E[z,])

A partir de la definicion anterior son inmediatas las siguientes conclusiones:

= Si X, es un vector aleatorio y c,x; es un vector de constantes, entonces E[x + ¢| =
Elx] + c.

= Si X,x1 € Y,x1 son dos vectores aleatorios, entonces E[x + y| = E[x| + E[y].

» SiX,x1 €Ypx1 sondos vectores aleatorios y A, x, y B,,«, son dos matrices de constantes,

entonces E[Ax + By| = A E[x] + BE]y].

= Como consecuencia del apartado anterior, si X, €S un vector aleatorio y a,y; €s un
vector de constantes, entonces E|a'x| = a’ E[x].

Definicion 2. Sea X = (x;5), ¢ = 1,...n; j = 1,...,p una matriz aleatoria, esto es,
todas sus componentes x;; son variables aleatorias unidimensionales. Se define la esperanza
matemdtica de X como la matriz cuyas componentes son las correspondientes esperanzas de
las variables x;;. O sea E|X| = (Elx;5]), i1 =1,...n;j=1,...,p.
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Teniendo en cuenta esta definicion son inmediatas las siguientes conclusiones:

» Si X, «, es una matriz aleatoria y C,,,,, es una matriz de constantes, entonces E[X+C| =
E[X] + C.

» Si X,,»p € Yy, son dos matrices aleatorias, entonces E[X + Y| = E[X]| + E[Y].

= Si X%y € Y, son dos matrices aleatorias y Ay, y Bsx, son dos matrices de cons-
tantes, entonces E[AX + BY] = A E[X]|+ BE[Y].

= Si X, «, €s una matriz aleatoria y si Ay, B,x; y Cyx; son tres matrices de constantes,
entonces E[AXB + C] = AEX|B + C.

A partir de la definicion anterior podemos introducir la definicion de matriz de varianzas-
covarianzas para un vector aleatorio.

Definicion 3. Sean x,1 e y,x1 dos vectores aleatorios. Se define la covarianza entre am-
bos vectores, que notaremos por Cov|x,y|, como la esperanza de la matriz aleatoria (x —

Ex))(y — Elyl)"



Observemos que

Cov[x, y]

BEl(x —EX])(y —Ely])] = E

(01— Bler))(v1 — Blw)) -+
E | (z; — Elz])(y1 — Ely1)) -

| (2p — Elzp))(y1 — Elm]) -+

(Cov[xl,yﬂ COV[CUL?Jj] COV[xlqu}\

COV[;UZ', yl] T COV[CUZ', y]} ..

ot Conta] - Coviepu]

Cov|z;, yq]

9 e e 0y I

(1 — Elz1])(yj; — Ely;]) -+
(i = Blai) 4 — Bly) -

(zp — Elzp))(y; — Ely;]) -
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Veamos algunas propiedades y consecuencias inmediatas de la definicion anterior:
= SiX,x1 € Y,x1 son dos vectores aleatorios, entonces Cov|x,y| = E[xy’| — (E[x])(Ely])".

= SiX,x1 €Yy,x1sondos vectores aleatorios y si a1y byx1 son dos vectores de constantes,
entonces Cov[x — a,y — b] = Cov[x, y]|.

= SiX,x1 € Yy,x1 son dos vectores aleatorios y Ay, y B;x, son dos matrices de constantes,
entonces Cov|Ax, By] = A Cov|x, y|B’

= SiX,x1 €Yy,x1sondos vectores aleatorios y si a, 1y byx1 son dos vectores de constantes,
entonces Cov|a’x, b'y| = a’ Cov|x, y|b

En el caso particular de que x = y tenemos la matriz de varianzas-covarianzas del vector
aleatorio X.

Definicion 4. Sea x| un vector aleatorio p-dimensional. Se define la matriz de varianzas-
covarianzas de X, que serd notada por Cov|x|, como la esperanza de la matriz aleatoria

(x — Elx])(x — E[x])"



Observemos que

Cov[x]

El(x — Ex))(x — EX])]=E

(x1 — Elz1])?

( Varlx1] -+ Covl|xy, ]

Cov[xz-, xl] T V&T[CL’Z']

B | (@~ Blad)(e1 - Blai]) -

i (zp — Elxp])(z1 — E[21]) -

K Cov]zp, x1] -+ Covizp, x| ---

ce COV[CI?1,$p] \

° e COV[SCZ', xp]

Var[zy) )

.....
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Las siguientes propiedades son consecuencias inmediatas de la definicion anterior y de lo
expuesto para el operador covarianza anteriormente introducido:

= Si X, es un vector aleatorio, entonces Cov|x| = E[xx'| — (E[x])(E[x])".

= Si X, es un vector aleatorio y si &,y es un vector de constantes, entonces Cov|x —a| =

Cov[x].

= Si X, €s un vector aleatorio y Ay, es una matriz de constantes, entonces Cov|Ax| =

A Cov[x]|A’.

= Si X,x1 es un vector aleatorio y a,.; es un vector de constantes, entonces Var[a'x] =
a’ Cov|x|a



