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1. Sean z1, x5 : I — R dos soluciones de

x’ = f(t, )

donde f :  C R*> — R es continua y para cada t € I la funcién = — f(t,z) es
creciente.
k

(a) Demuestra que |z1(t) — z2(t)|* es creciente.

(b) Justifica que los problemas de valores iniciales asociados a la ecuacién diferencial
tienen unicidad hacia el pasado.

¥ =,

z(0) = o,

(global) si g # 0. ;Sigue siendo cierta esta afirmacion si zq = 07

(c) Usa este resultado para demostrar que { tiene una unica solucién

2. En los casos que siguen, justifica que el problema de valores iniciales dado tiene una
unica solucién definida, al menos, sobre el intervalo que se indica:
(i) 2’ =¢€*, 2(0) =1, en | — 00, 0].
(ii) o' = (t+ /) log(x), (1) = m, en [1, +o0l.
(iti) 2"’ + 2’ + 2% =0, 2(0) = xo, 2/(0) = vy, en [0, +00].
. v =—y+e(r®+y* 1), 2(0)=0,
(iv)

;L 132 2> 0 =0 en R.
Y=+t +y ), y(0) =0,

3. En los casos que siguen, justifica que todas las soluciones de la ecuacion diferencial
dada son prolongables al intervalo I indicado. ;Hay unicidad para los problemas de
valores iniciales?

(i
(ii

) 2" +sen(t)x —log(t) = 1, con I =]0, +o0].
)
(iii) " 4+ 2’ +sen(x) =0, con I = R.
)
)

' = max{t,z} — sen(t), con [ = R.

(iv) ' = (* + 2?) sen(x), con [ = R.
v =y _
(v { ' — sen(z), con I =R.

4. [Principio de comparacién de soluciones. |
Sea f: D C R? -+ R, D dominio, continua, localmente lipschitziana en . Sean z; y
x9 dos soluciones de z/(t) = f(t,x(t)) definidas en un intervalo abierto I. Demuestra
que si x1(ty) < x2(tp) para algun ¢, € I, entonces la desigualdad z,(t) < xa(t) sigue
siendo cierta para todo t € I.



10.

11.

Si en el ejercicio anterior se sustituye la ecuacién o’ = f(t,z) por 2’ = f(t,z), ;se
sigue cumpliendo el principio de comparacion?

Prueba que el PVIL: 2/ = 22 + 2 — 2, con z(0) = 0, tiene una tnica solucién definida
en R, y que dicha soluciéon admite limites en —oo y en +oo. Calcula dichos limites.
(Sugerencia: calcula las posibles soluciones constantes).

[Principio de comparacién de ecuaciones.]
Sea D un dominio de R? y sean fi, f» : D — R funciones continuas tales que

filt,x) < folt, ) Y(t,x) € D.

Sean x; y w5 sendas soluciones ' = fi(t,z) y @’ = f(t,z), ambas definidas en un
intervalo abierto I. Demuestra que si z1(tg) < z2(ty) para algin to € I, entonces la
desigualdad z1(t) < x2(t) sigue siendo cierta a para todo t € I, con t > t.

Sea Q C R? un dominio abierto y f : Q& — R continua. Supongamos que existen
constantes M,c > 0y r > 1 tales que
f(t,x) > ca” para todo (t,z) € Q con x > M |

y sea x :|a, w[— R una solucién de la ecuacién ' = f(t,z) con x(ty) > M para algin
instante ¢y €]o,w|. Justifica que w < +oo (usa si quieres el ejercicio anterior).

I a2 —
. Sea (?) : I — R la solucién maximal de { x, = cos(z)(t—y7), 2(0)=0 . Prueba:
v y =y, y(0) =1
a) |z(t)| < § Vt € (a,w). b) 0 < y(t) < e2! Vt € (a,w).
c) @ =—00,w=00. d) la ecuacién no es sublineal.

Se considera el sistema
() ¥ = —t3(23 + zy?)
Y =+ %)
y la funcién V(z,y) = 2% + y?, (x,y) € R%

a) Demuestra que V' es decreciente a lo largo de las soluciones de (5).
b) Sea (z,y) :]a,w[— R? una solucién maximal de (.9). Justifica que w = +oo.

¢) Demuestra que si (z,y) no es la solucién trivial, (x(t),y(t)) = (0,0), entonces «
es finito. (Sugerencia: jqué ecuacién diferencial cumple p(t) = V(x(t), y(t))?)

Consideramos el sistema de ecuaciones diferenciales
v = (22 +y? — 1)z — (cosz)y
{y’ = (22 +y? — 1)y + (cos x)x
a) {Tiene este sistema crecimiento a lo sumo lineal?

b) Dada una solucién maximal (z,y) :Ja, w[— R?, determina si o y w son finitos o no
en funcion de x(0) e y(0). (Indicacion: Estudia la ecuacién diferencial que cumple

p(t) == z(t)* +y(1)*. )



