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1. Determina la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

t
1.1) Las sucesiones x,(t) = cos(nt) e y,(t) = cos (—) son equicontinuas en R.
n

1.2) La funcion f(z) = +/|z| es localmente lipschitziana en R.

t
1.3) La ecuacion integral x(t) = / 2(s)"/? ds, tiene una tnica solucion maximal definida en R.
0

2’ (t)

1-1¢

1.5) El siguiente PVI: 2/(t) = €' + |z(¢)| con 2(0) = 1, tiene una tnica solucién maximal definida en
todo R y de clase C*°(R).

1.4) La solucion de 2/(t) =

que cumple x(0) = 1 esta definida en el intervalo (—oo, 1).

Falso. ,(t) no lo es (notamos que sus derivadas z/(t) = —nsen(nt) no estan acotadas, lo que nos

da la pista). Repasamos conceptos sobre equicontinuidad:

afirmacion ~ Para cada € > 0 existe 0. > 0 tal que ||z,,(t) — 2, ()| < € siempre que |t — s| < . y n € N,
negacion Existe un g9 > 0 tal que, para cualquier § > 0 podemos encontrar ts, s5 v ns tales que

aunque |ts — ss| < 6, se tiene la desigualdad contraria ||z, (t5s) — zn;(ss5)| > €o.

Hemos de establecer lo segundo. Sigiendo la pista de la derivada, tomamos por ejemplo g = 1, y para cada
d > 0 tomamos ng > m/d y los puntos ts = 0y ss = m/ns de modo que efectivamente

T
|2ns(ts) — xns(s5)|| = || cos(0) — cos(m)|| =2 > 1 = e, aunque |t5 — s5| = 7”75 < 0.

Falso. Repasamos el concepto de lipschitziana (en un intervalo compacto I):

afirmacion:  Existe L > 0 tal que ||f(z) — f(y)|| < L |z — y| para cualesquiera z,y € I,

negacion:  Para todo n € N, encontramos x,, y, € I tales que || f(xn) — f(yn)|l > nl|zn — ynl|-

En este caso, falla (debemos saberlo) la lipschitzianidad en cualquier entorno de x = 0. Para verlo, tomamos,
para cada n € N los siguientes puntos x, = 1/n* e y,, = 0 y, efectivamente, obtenemos que

1 1
|f(xn)_f(yn)‘:ﬁ>$:n|$n_yn|y Vn € N.

Falso. Falla la unicidad. Como ya sabemos, el PVI que esta detras es 2’ = f(z) = &z con z(0) = 0,

y la funcién f no es lipschitziana en torno a x = 0, por lo que no garantiza la unicidad. De hecho, conocemos
infinitas soluciones, por ejemplo (obtenidas en clase por variables separadas):

0 <0, 0 t<0,
x1(t) =0, xo(t) = { (&) 0 z3(t) = {

t >0, —\/ ()3 t>0,
za(t) b
z1(t) o 3(t)

.
an?®

‘ CC 4.0 By NcsA 1 http://www.ugr.es/~jjmnieto/nieto/



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://www.ugr.es/~jjmnieto/nieto/

CC Juanjo NIETO Licencia Creative Commons 4.0 By nc sa

Falso. Si calculamos la solucion del PVI:

() dg tods -1 1
W L T - (- -
/96(0) x? /0 1—s éa:(t) * a(l—1) = o(t) 1+1In(l—1t)

observamos que estd definida en el intervalo que contiene a ¢ = 0 y no anula al denominador, que no es

. . < 1
(—00, 1) sino méas pequeiio: (—oo,1 — 2).

Falso. Veamos que la cuestion clave es la regularidad. Como f es continua en todo R?, lipschitziana
respecto a x (porque es continua y lineal a trozos) y por definicion es sublineal, tenemos existencia y unicidad
de soluciones definidas en todo R, sean cuales sean las condiciones iniciales en R%. Asi que, en principio,
todo es cierto pero en C'(R), pero como el valor absoluto no es derivable, sospechamos que puede ser falso
(notemos que no basta con decir esto, pues si el PVI fuese 2’ = |z| con z(0) = 1, tendriamos las mismas
sospechas, jpero la afirmacion sera ciertal). Vamos a ir viendo cosas:

-La solucién es siempre estrictamente creciente, porque f(t,z) = el + |z| > 0.
-Por lo anterior, y dado que en t = 0 es positiva, x(t) es positiva cuando ¢ > 0.

-Los problemas de regularidad del valor absoluto pueden llegar solo si z(¢y) = 0 en algtn punto ¢, lo
que, segin lo deducido, no ocurre si ¢ > 0 pero si podria ocurrir en algtn ¢y < 0. Vamos a confirmar este
hecho, ya que “mientras la solucion sea positiva” cumple 2’/(t) = x(t) + €' que es lineal y sabemos resolverla
facilmente (coeficientes indeterminados):

(mientras z(t) > 0 =) 2 =z +e' = x(t) = z,(t) + 25(t) = (1 +t)e,

y confirmamos que, efectivamente, z(—1) = 0. Como hemos deducido que x es estrictamente creciente,
entonces z(t) < 0 para t < —1 y en este trozo cumpliria 2/ = ¢! — z (también podriamos resolver esta lineal
y ver si los dos trozos pegan de forma C'* o no, pero veamos que no hace falta). Entonces, podemos deducir

t t
rn et —x(t), t< -1, won  Joet=at), t<-1, | x(t), t< —1,
() = { el +x(t), t> -1, = o (t) = el +a/(t), t>-1, | 2 +ax(t), t>-1,

por lo que concluimos que ni siquiera es C?, ya que los limites laterales no coinciden:

2
lim 2"(t) = z(—1) =0, lm 2"(t) =2e ' 4 2(-1) = - # 0.

t——1— t——171

2. Para cada o € R se considera la ecuacién

2 + 202’ + 2% —x=0.

Estudia las propiedades de estabilidad de todos los equilibrios en funcién del parametro a.

Primero, como siempre, pasamos la ecuacién a sistema:

' 7\ _ y -
r=y — (y>_<x—x2—2ay>'_f(x’y)

y a continuacién calculamos los equilibrios: en este caso claramente son (0,0) y (1,0) correspondientes
respectivamente a las soluciones constantes x = 0y x = 1. Primero vemos si el primer método de Lyapunov
nos proporciona alguna informacién. Calculamos el jacobiano en los equilibrios:

Jac(f)<$’y):<1—()2x _éa) = Jac<f><0>0>=((f _;a)yJac<f><1,o>:(_01 ; )

—2x
Y, de ahi, los valores propios y a. Primero en el equilibrio (0,0):

—-A 1
1 20—\

‘:/\2+2a)\—1 = A=—atVval+l = u::/\me’ﬁ){%e(}\)}:—a—k a?+1,
€o
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que, usando que vVa? + 1 > Va2 = |a| para cualquier valor de @ € R, produce p > 0 siempre, por lo que
el (0,0) es inestable siempre.

En el otro equilibrio (1,0) tenemos:

-1 —2a-—AX

‘ -\ 1
€a(A)

':)\2+2a>\+1 = A=—at -1 = pu:= max {Re(N)} = a+Re(vVa?-1),

En este caso, si , entonces yt = —a + (algo>0) > —a > 0 y = 1 resulta ser inestable mientras que

para el caso , como Re(vVa? —1) < Re(Va?) = |al, obtenemos p < —a+ |a| = 0y z = 1 resulta

ser asintéticamente estable.
Solo nos falta entonces analizar el equilibrio (1,0) en el caso , va que 4 = 0 y el primer metodo

2
no nos da informacion. Como estamos ante un oscilador con rozamiento y con potencial dado por % — %,
veamos que la energia asociada nos vale como funcional de Lyapunov. Tomamos la energia asoc1ada a una

solucion como siempre (cinética mas potencial) y calculamos su derivada respecto a la ecuacion:

1 2 g3 22
V(z,y) = masa x velocidad® + potencial = 5 + ? -
= V(z,y) = (VV.f) = (@ —2)y+y(@—2” —2ay) = 0.

Como V = 0, para que sea un funcional de Lyapunov adecuado, solo nos falta ver que tiene un minimo
local en (1,0), lo cual es facil, simplemente calculando su hessiana en el punto (1,0):

Hess(E)(1,0) = ( é (1) > definida positiva = E tiene un minimo local en (1, 0),

Por lo tanto, para a = 0, (1,0) es estable pero no asintoticamente estable. Resumiendo:

a<0 a=0 a>0
equilibrio x = 1 inestable | estable, no atractor | asintoticamente estable
equilibrio x =0 inestable

3. Para cada 3 € R, sean z(t; 8) e y(t; 3) las soluciones respectivas de

{ a'(t) = 2(1 + Bz — 48 — a2, . { y'(t) =2(1+ By — 48 — ¢,
z(0) = (14 5), y(0) = (1= 5).

3.1) Demuestra que z(t; 5) esta definida en R para todo € R.
3

.2) Prueba que, si f > 1, entonces y(t; 3) esta definida para todo t < 0 y cumple y(t; 8) < z(t; 5)
para todo t < 0.

3.3) Prueba que para cada —co < A < B < %, existe 0 > 0 tal que si |3 — 1| < § entonces [A, B] esta
contenido en el intervalo maximal de definicion de y(t; 3).

Como la EDO es la misma, y dada por f(t,z; 8) = 2(1+ )z — 48 — 22 que es polinémica, tenemos
garantizada existencia y unicidad de solucion. Veamos las soluciones constantes, por si fuesen de ayuda:

2’ =21+ fr+df=062=(1+8) V(1 +0)?2-46=(1+8)£V/([1-B)2=(1+p)£|1-4],

lo que produce dos equilibrios © =2 y = 2. Ahora la respuesta a 3.1) es trivial, puesto que

= la media entre los dos equilibrios.
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Por lo tanto, para 8 # 1,  no coincide con ninguno de los dos equilibrios y la unicidad nos garantiza
que z(t; ) no puede tocarlos; como inicialmente esta en medio de ambos, pues permanecera para siempre,
pasado y futuro, entre ambas soluciones, no pudiendo explotar, por lo que estard definida en R, ya que el
dominio de la ecuacién no tiene frontera. El caso 8 = 1 es, si cabe, mas sencillo ain, pues en este caso
limite x(¢; 1) coincide con el equilibrio (doble, en este caso) que es constantemente 2 y esté definido en R.

Cuando § > 1, tenemos que:

y(0;8) =1-8<2<2p,

es decir, esta por debajo del equilibrio 2 (y del otro también), por lo que de nuevo el argumento de unicidad
nos dice que se quedara siempre (en su intervalo maximal) por debajo de 2, y como f(t,y;) < 0 cuando

—x2 — 4Bz +2(1 + B)

y < 2 (ver dibujo), entonces y(t; 5) sera estrictamente decreciente. Juntando todo esto, tenemos

2> y(t; 8) > y(0; B) parat <0

no pudiendo explotar, por lo que estara definida en (—o0,0] al menos.

La desigualdad es consecuencia, o bien del teorema de comparacion, o bien de la unicidad. Aqui usamos la
segunda: como en ¢t = 0 si se cumple: y(0;5) = 1—8 < 1+ = x(0; 38), y dos soluciones distintas no pueden
cortarse (por unicidad) entonces han de permanecer una bajo la otra en todos los puntos en que existan
ambas. En este caso, como x existe en todo R, la desigualdad es cierta permanecera cierta para t < 0, que
es el intervalo en que acabamos de probar que si existe y.

En esencia hemos de aplicar resultados de continuidad respecto a parametros, en este caso, en
el punto 8 = 1. Concretamente, sabemos que dado cualquier compacto [A, B] contenido en el intervalo
maximal de definicion de y(¢; 1), las soluciones y(¢; 3) estan definidas en ese compacto para (3 suficientemente
cercano a 1 (y ademés convergen uniformemente en ese compacto a y(t;1), aunque esto no nos lo han
preguntado). Por lo tanto, lo inico que hay que comprobar es que el intervalo maximal de y(¢; 1) es (—oo, %),
o uno mas grande. El apartado anterior no basta, pues solo nos dice que y(¢;1) esta definida para t < 0,
y necesitamos llegar hasta ¢t < 1/2. Veamoslo calculando explicitamente y(¢;1), esto es, resolviendo por

variables separadas su PVI:
{ y(t) =4y —4 -y = —(y -2

= ——= [ ds = — =t-0 = yQi)=-—7—7,
/y(0> (y—2)? /0 yit)—2 0-2 ®) 2t —1

que, al estar definida en t = 0 y anular el denominador en ¢ = 1/2, esta definida en (—oo, %), tal y como
queriamos demostrar.
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4. Sea (z(t; ), y(t; ) la solucién maximal del problema de valores iniciales

{ v =—y*—ax, z(0)

l—«o

0.

Y =zy—ay, y(0)

4.1) Demuestra que (z(t; o), y(t; ) esté definida hasta oo, cualquiera que sea a € R.
(Sugerencia: estudia la funcion ¢(t) = 2(t) + y2(t), con (x(t), y(t)) solucion de (I)).
4.2) Encuentra (z(t;0),y(t;0)) y determina, si es posible, 92 (¢;0) indicando su intervalo de definicion.

Seguimos la sugerencia, obteniendo:

¢'(t) = 22/ ()2 (t) + 29/ ()y(t) = 22(—y” — az) + 2y(ay — ay) = —20a(2” + %) = —204(1).
Resolvemos esta ecuaciéon con la condicién inicial ¢(0) = 22(0) + y?(0) = (1 + «)?, obtenemos:
o(t) = (14 a)?e 2 = ||(z(t),y(®))||* = ¢(t) no explota en tiempo finito,

por lo tanto, o bien la solucién existe en todo R, o bien toca la frontera del dominio de la ecuacién; pero
como este dominio es R3 (por ser fo(t,7,y) = (—y* — ax, zy — ay) polindnica en todas sus variables), este
segundo supuesto no puede ocurrir, por lo que la solucién existe en todo R como queriamos probar.

Para calcular (x(¢;0),y(¢;0)), vemos qué PVI cumple

{ o' =—y?, (0)

y =xy, y(0)

|
—

0.

y simplemente notamos que las condiciones iniciales corresponden a un equilibrio, por lo tanto, sin hacer
ni una cuenta, (x(¢;0),y(t;0)) = (1,0). Por otro lado, como hemos indicado, dada la regularidad de f, es
posible aplicar el teorema de derivacién respecto de parametros y condiciones iniciales; sabemos pues que
0
2(t) :== g—z(t; a) y w(t) := 52 (t; a) cumplen
2= 2y(t;)w — z(t; ) — az, 2(0) = -1
w' = zy(t; o) + z(t; a)w — y(t; ) — aw, w(0) =0.
y por lo tanto, en o = 0, queda
Z=w-1, 2(0)=-1
w' = w, w(0) = 0.

Resolvemos primero en w, que esta desacoplada, y obtenemos w(t) = Oe’ = 0, de donde, la ecuacién para
2z resulta también trivial: 2’ = —1, 2(t) = —1 — ¢, que es la pregunta pedida:

ox

y esté definida en R por ser el intervalo en que esté definida z(t;0).

‘ CC 4.0 By nc sa 5 http://www.ugr.es/~jjmnieto/nieto/



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://www.ugr.es/~jjmnieto/nieto/

