MODELOS MATEMATICOS II
(Guia de contenidos por sesion, hasta 22 de mayo de 2019)

Juanjo Nieto & Antonia Delgado

Curso 2018-19

CALENDARIO SEGUNDO CUATRIMESTRE
[Azul, dia de clase, Rojo, dia festivo/no lectivo]
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-Clases: (la asistencia a clase es OBLIGATORIA)
Lunes de 11:00 a 12:00
Martes de 10:00 a 12:00
Miércoles de 11:00 a 12:00

-Controles eval. continua: (fechas provisionales)

Fecha Contenido Valor sobre 10
7 mayo | mod. variacionales | 3 ptos

29 mayo | mod. biolégicos 1.5 ptos

5 junio | todo de 5 a 7 ptos |

 Valor = 5 ptos + min{2;(4.5—acumulado)} ptos.

-Pruebas extraordinarias:

-5 junio: prueba final tnica: sélo para los alumnos que
lo hayan solicitado en plazo y les haya sido concedido

(10 puntos)

-27 junio: convocatoria extraordinaria para alum-

nos que no hayan superado la asignatura (10 puntos).

Sesion 1: |1 hora| (18-feb-19)
-Presentacion y estructura del curso

Sesion 2: |2 horas| (19-feb-19)
-Motivacion:
-curva de longitud minima

@1
min L[y] := min/ V14 v (x)?de.

yeD 0

-Problema variacional basico F|[y] = min Fly]:

z1 yeD
Floli= [ Floy@).y/(@) do
o
-Ecuacion de Euler-Lagrange: | I, — %Fp =0

-Conexion PV, PC y formulacion débil
-Extremales de un problema de minimizacién

Sesion 3: |1 hora| (20-feb-19)

-Lema Fundamental del Calculo de Variaciones
-Ppio. Hamilton (Accién minima) y Ley de Newton
-Condiciones de contorno cuando D no las incluye

Sesion 4: |0 horas| (25-feb-19)
-(se pasa a miércoles por permuta con Geometria)

Sesion 5: |2 horas| (26-feb-19)

-Tipos de Prob. Contorno para calcular extremales
-Extremal tnico, ninguno, infinitos...
-Condiciones Dirichlet, Newmann y periédicas
-Ejemplos

-Convexidad y unicidad
-Convexidad como condicién suficiente de minimo
-Condicioén suficiente para tener convexidad

Sesion 6: [1+1 horas| (27-feb-19)

-Ecuaciéon de E-L cuando F, = 0:

-Ecuacion de E-L cuando F,, = 0: | F — §'F,, = cte

-Oscilador armonico (accion minima: Hooke)
-Superficies minimales de revolucion: catenoide
-El modelo de la viga:
-Empotramiento, apoyo, libertad
-Formulaciéon variacional de la viga



Sesion 7: |1 hora| (4-mar-19)
-Forma autoadjunta de una ecuacién lineal
-FV de un PC autoadjunto y condiciones de contorno

2
F(x,y,p) = P& — Q% + Ry
-Condicion suficiente (Q < 0) de existencia y unicidad

Sesion 9: |2 horas| (5-mar-19)

-Paso de CC no homogéneas a homogéneas
-Alternativa de Fredholm

-Demostracion del Teorema 9

-Ejercicios: sobre el nimero de sols de PC

Sesion 10: |1 hora| (6-mar-19)

-La catenaria (restricciones de tipo integral)

-Problemas isoperimétricos: (rest. tipo integral)
Problema de Dido (cond. periodicas)

-Geodésicas (varias funciones + rest. algebraicas)

-Necesidad de estudiar PV con varias funciones con

restricciones de tipo algebraico y de tipo integral

Sesion 11: |1 hora| (11-mar-19)
-Problemas variacionales con varias funciones

d —
F, Yi EF Pi — 0
-PV con restricciones de tipo algebraico-diferencial

-PV con restricciones de tipo integral

F* = F = S NG| = | Fy — 45 Fy = 0| Vi

Yi dx ™ pi

1=1..n

Sesion 12: |2 horas| (12-mar-19)
-Resolucién del problema isoperimétrico basico
-Resolucién de la catenaria

y=2CV1+ )| = |yle)=
-Problema de Dirichlet (1-D)
—‘ y" + Ay =0en [0,1] ‘ = | yn(z) = V2 sen(nmx)

-Nacimiento de los problemas de Sturm—Liouville
-Concepto de valor propio y funcién propia

A+C cosh(%

)

Sesion 13: |1 hora| (13-mar-19)

-Teoria de Sturm—Liouville
-Sucesion de valores y funciones propias
-Ortogonalidad y unicidad de funciones propias
-Desarrollo en series de funciones propias

o0

= Z@’ yn> yn(x)

n=1

-Tgualdad de Bessel (Identidad de Parseval)

y()

Sesion 14: |1 hora| (18-mar-19)
-Caracterizaciéon variacional de valores propios
y funciones propias
-Ejercicios:
- Sturm-Liouville

- Ecuacion de Euler (cambio m)

Sesion 15: |1 hora (19-mar-19)
Ejercicios:

- PC. Convexidad

- Valores y funciones propias

Sesion 16: |2 horas| (20-mar-19)
-Funcionales de funciones de mas variables: u(t, z,y)

(Fu —JF - 2F, - 8%Fq> —0

r=5¢ p=34.4=34

-Formulacion variacional de la Membrana
-Simplificaciones usuales:

-Equilibrio ¢ nulo, u € C(€2)

-Linealizacion de Taylor (deformaciones pequenas)

-Caso estacionario: u(t, x,y) = u(z,y)
-Casos particulares de la Membrana

-Modelo de Poisson, problema de Dirichlet,

modos de vibracién, superficies minimales y

ecuacion de Ondas

Sesion 17: [1 hora| (25-mar-19)

-Resolviendo la ecuacion de Ondas en [0, 00) x [0, L]:
-Separacion de variables (pb. de Sturm Liouville)
-Principio de superposicién
-Necesidad del desarrollo en senos

Sesion 18: |2 horas| (26-mar-19)
-Serie (trigonométrica) de Fourier: Vy € L2(0,T)

a > 2n 2nmx

0

:2+Elancos( ) bsen( )
n=

ac 2
—/ cos ag = T/
by, = —/ y(z) sen (2mm)dx.
T J, T

-Problema de Sturm-Liouville asociado
-Teorema de Riesz—Fischer
_ 1 1 sen(2mnx)
-Ejemplo: x = 5 - Z —— —parare (0,1).

-Convergencia
-Puntual (Fenémeno de Gibbs en discontinuidades)
-Uniforme, absoluta, de las derivadas y en media

Sesion 19: |1 hora| (27-mar-19)
-Cambio del intervalo [0,7] a [a,b] y [-L, L]
-Extensiones par e impar: serie de cosenos/senos:

= (LO + Za,, cos (mu) Zb sen (mrx)

2 [* 2 [t
an = Z/o y(m)cos(%)dac7 by, = f/o y(m)sen(?)dw.

-Convergencia de la serie de cosenos/senos


https://www.ugr.es/~jjmnieto/paginas_docencia_anteriores/curso1718/docencia-files/mod2-Fredholm.pdf

Sesion 20: |1 horal (1-abr-19)
-Solucién de la ecuacion de Ondas (uniendo todo)
-Unicidad (método de Energia)

Sesion 21: |2 hora| (2-abr-19)

-Ejemplos:

1 4 cos(nmz)
|ZE—1|:§+§ Z T,en [0,2]
n;:réplar

1 1 sen(2mnx)
E(x) :x_i—’—;ZT en R\z.

-Solucion de la ecuacion de Ondas en [0, 00) x R:
-Formula de D’Alembert

ug(x + ct) + ug(x — ct 1 [rte
_ Yol ) ( ) + / vo(y)dy.
2 2¢ r—ct

-Dominio de dependencia

u(t, x)

Sesion 22: |1 horal (3-abr-19)
-Laplaciano en polares
-La ecuacién de Dirichlet en el disco
-Separacién de variables
-Conexioén con el desarrollo de Fourier

Sesion 23: |1 horal (8-abr-19)

-Formula de Green (integral por partes)
-Caracterizacion operacional de la derivada clasica

-Derivada generalizada (distribucional)

-Derivada débil (cuando “estd” en L}, )

Sesion 24: |2 horas| (9-abr-19)

-Derivada de |z|: signo(z)

-Funcion Heaviside y operador delta de Dirac dg
-Relacion derivada clasica y débil

-Espacios de Sobolev (intro): H(Q2) y H}(Q)
-Desigualdad de Poincaré en H}

Sesion 25: |1 hora| (10-abr-19)

-Formulacion clasica/débil /variacional /distribucional
de la membrana

-El Teorema de Lax—Milgram

-Ejemplo: ‘ —cAu+au=f ‘ en H&

Sesion 26: |2 horas| (23-abr-19)

-Demostracién de Lax—Milgram
-Teorema de Riesz para Hilbert
-Caracterizacion de conjuntos densos

-Ejercicios: -resolver en H&

-f(w) = |z] -1 € Hy(B)

Sesion 24: |1 hora| (24-abr-19)
-Introd. a los Elementos finitos
-Parte II: Modelos biolégicos
-Leyes de accién de masas

Sesion 25: [1 hora| (29-abr-19)

-Concentracién de equilibrio

-Modelo de Michaelis-Menten (crecimiento bacterias)
-Descripccion y ecuaciones (LAM) asociadas
-Reduccién a dos ecuaciones

Sesion 26: |2 horas| (30-abr-19)

-Modelo de Michaelis—-Menten
-Unidades fisicas: cantidades tipicas
-Quitando las unidades y constantes fisicas
-Positividad y acotacion: h(1) = u(7) + ev(7)
-Existencia en [0, 00)
-Comportamiento asintotico de soluciones

-Nutrientes s y encimas ligadas ¢ decrecen

-Saturacion del producto p

Sesion 27: [1 hora| (6-may-19 )
-Modelos de crecimiento en poblaciones biologicas
-Malthus, exponencial: P’ = aP
-Verhulst, logistico P’ = aP(1 — %)
-Efecto Allé (fuerte): P/ = aP(1 — %)(L

Pmin

_]_)

Sesion 28: |2 horas| (7-may-19)
[Primer controll

Sesion 29: |1 hora| (8-may-19)
-Crecimiento + movimiento en poblaciones biologicas
-Término de crecimiento: reacciéon
-Término de movimiento: flujo y corriente
%u +div(J) = f(u)
-Teorema de la divergencia de Gauss
-Ejemplo de términos de movimiento: la dispersién
-Flujo asociado a la dispersion (difusion)
-Ley de Fick (o Ley de Fourier)

Sesion 30: [1 hora] (13-may-19)

-Ecuacion de la difusion (del calor)
-Conexioén entre Calor y movimiento Browniano
-Hipotesis §2/(27) — D: régimen parabélico
-Velocidad infinita de propagacion: § /7 — oo

Sesion 31: |2 horas| (14-may-19)
-Resolviendo la ecuacién del calor
-Clase de Schwartz
-Transformada de Fourier y transformada inversa
-Convoluciéon
~Funcion de Gauss G(z) := e ™.
-Propiedades:
Biyectiva, G=G= G, relacion con derivadas,
elaciéon con homotecias, relacién con convolucion,
unidad de la convolucién
(Gex )= fydn=1

-Demostraciones



Sesion 32: |1 hora| (15-may-19)
-Resolviendo la ecuacién del calor en z € R
ut = Dugy con u(0,z) = f(z):

1 _ (z—y)?
— /R B f(y)dy

-Existencia (y nota sobre unicidad)

u(t,z) =

Sesion 33: |1 hora| (20-may-19)
-Propiedades de la solucién del calor
-Conservacion del signo y de la “masa”
-decaimiento en infinito
-disipacién de energia
-velocidad infinita de propagacién
-Ejercicios: Teorema Fundamental del Calculo

Sesion 34: |2 horas| (21-may-19)
-Volvemos a las ecuaciones de ...
reaccion

0 —~N = ~ =~
i DAu + f(u)

difusion

-Ejemplos: FKPP y biestable
-Adimensionalizacién
-Soluciones particulares de tipo onda viajera

u(t,x) = ¢(x — ct).

-Ecuacion del perfil ¢ de la onda
-Signo de la velocidad ¢ de la onda
-Ondas viaj. en la biestable: f = u(l—u)(u—p)

e=va(5

5 B) 6O =—

1+ Kev
Sesion 35: |1 hora| (22-may-19)
-Ejercicios de repaso

-Calor para z € [0,1]

-Comportamiento de p en Michaelis-Menten

-Proceso quimico de Robertson

-Solucion fundamental del caloifl]

, K >0.

1
Ult,z) = \/mex

Sesion 36: |1 hora| (27-may-19 previsto)
-Ondas viajeras en la FKPP: f(u) = u(1 — u)
-Puntos de equilibrio, linealizacién
-Diagrama de fases en (0,0) y (1,0)
-Triangulo invariante
-Existencia de ondas viajeras para ¢ > 2

INotese que coincide con la distribucion Normal de media

U\}ﬁ exp {_ (mz—o/;)z}

u =0y varianza 0* = 2¢tD. N(z) =

Sesion 37: |2 horas| (28-may-19 previsto)
-Ejercicios de repaso

Sesion 38: [1 hora] (29-may-19)
Segundo control

Ejercicios Voluntarios

1. Dado un PC en forma autoadjunta con con-
diciones Newman no homogéneas, encuentra un
cambio de variables biyectivo que cumpla la misma
EDO con distinto R(z) y con condiciones Newman
homogéneas.

2. Caso z(xg) < 0 en demostracion del teorema 9.

3. Prueba que el funcional accién asociado al pro-
blema de la catenaria no esta acotado inferiormente.

4. Norma equivalente en Hg ().

5. Propiedades restantes de T. Fourier.

6. Prueba que si la derivada débil de una funcién
real de variable real es cero, entonces la funcién es
constante c.p.d.

7. Adimensionalizacion de la ecuacion biestable.

8. Velocidad (signo) en ondas viajeras crecientes.

-Apuntes de la parte I (sin verificar)

-Apuntes de la parte II (sin verificar)


https://www.ugr.es/~jjmnieto/docencia-files/Apuntes_sin_verficar_parte_I.pdf
https://www.ugr.es/~jjmnieto/docencia-files/Apuntes_sin_verficar_parte_II.pdf

