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1. Justifica razonadamente si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
1.a) Un punto de una superficie regular S verificando g = f = 0, es un punto parabólico.
1.b) Todos los puntos de la línea de estricción del hiperboloide x2 + y2 − z2 = 1 (que es una circun-

ferencia), son puntos elípticos.
1.c) En una curva regular con torsión constante, siempre se cumple que �B��� = |τ |

√
k2 + τ2.

Solución. La 1.a) es cierta, puesto que la curvatura de Gauss se calcula como K = eg−f2

EG−F 2 y, por lo tanto,
en este caso es 0, que es lo que caracteriza los puntos parabólicos.

El 1.b) es obviamente falso, ya que TODOS los puntos de un hiperboloide (incluyendo los de su línea
de estricción) son hiperbólicos.

El 1.c) es cierto, sólo hay que comprobarlo (usando las fórmulas de Frenet)

B
� = τN ⇒ B

�� = τ
�
N + τN

� = τ
�
N − τ(kT + τB) = −kτ T + τ

�
N − τ

2
B,

y como la torsión es constante, entonces τ � = 0, y nos queda:

B
�� = −kτ T − τ

2
B ⇒ �B��� =

�
�B��, B��� =

�
k2τ2 + τ4 =

�
τ2(k2 + τ2) = |τ |

�
k2 + τ2.

2. Considera la superficie S ⊂ R3 generada al girar en torno al eje OZ la circunferencia contenida en el
plano OXZ cuyo centro es (2, 0, 0) y tiene radio 1.
2.a) Dibuja (aproximadamente) dicha superficie y determina una parametrización de la misma.
2.b) Indica razonadamente si es reglada o no y, en caso afirmativo, determina todas las generatrices

rectilíneas que pasan por el punto (0, 3, 0).
2.c) Determina la matriz de la primera forma fundamental y la aplicación N de Gauss.
2.d) Calcula las curvaturas principales y clasifica todos los puntos de dicha superficie.

Solución. 2.a) Notemos al dibujarla que esta superficie es un toro (generado exactamente como en el
ejercicio 4 con R1 = 1 y R2 = 2), por lo que una parametrización es la dada en ese ejercicio:

X(θ,φ) =
�
(2 + cos φ) cos θ, (2 + cos φ) sen θ, senφ

�

•(2, 0, 0)

R1 =1

OX

OZ OY

α(φ) = (2 + cos φ, 0, senφ)

Resolver el 2.b) es obvio, puesto que un toro no contiene ninguna recta (las generatrices de una reglada son
rectas), por lo que no puede ser una superficie reglada. También se puede responder tras el apartado 2.d)
ya que (como sabemos) encontraremos puntos con curvatura K de Gauss positiva, y esto nunca ocurre en
una superficie reglada, donde siempre K ≤ 0. Por lo tanto no hay que buscar generatrices rectilíneas.

Para el 2.c) hacemos los cálculos:

Xθ =
�
− (2 + cos φ) sen θ, (2 + cos φ) cos θ, 0

�
, y Xφ =

�
− senφ cos θ,− senφ sen θ, cos φ

�
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de donde obtenemos fácilmente la primera forma fundamental y la función de Gauss :
�

E F

F G

�
=

�
(2 + cos φ)2 0

0 1

�
, y N(t, v) =

�
cos θ cos φ, sen θ cos φ, senφ

�
.

Finalmente, para resolver el 2.d), calculamos las segundas derivadas y la segunda forma:

Xθθ =
�
− (2 + cos φ) cos θ,−(2 + cos φ) sen θ, 0

�
⇒ e = �N,Xθθ� = −(2 + cos φ) cos φ,

Xφφ =
�
− cos φ cos θ,− cos φ sen θ,− senφ

�
⇒ g = �N,Xφφ� = −1,

Xθφ =
�

senφ sen θ,− senφ cos θ, 0
�

⇒ f = �N,Xθφ� = 0.

De aquí, se calcula fácilmente la matriz de las curvaturas:
�

E F

F G

�−1�
e f

f g

�
=

�
1

(2+cos φ)2 0
0 1

��
−(2 + cos φ) cos φ 0

0 −1

�
=

�
− cos φ
2+cos φ 0

0 −1

�
.

Por lo tanto (la matriz es diagonal) las curvaturas principales son k1 = −1 y k2 = − cos φ
2+cos φ . Con esto, la

clasificación de cada punto es trivial, ya que K = K(θ,φ) = k1k2 = cos φ
2+cos φ , cuyo signo es el de cos φ. Por

lo tanto, en el toro, hay tres tipos de puntos:

Parabólicos (K = 0) =
�

X(θ,
±π

2
) : θ ∈ R

�
= Las circunferencias superior e inferior,

Elípticos (K > 0) =
�

X(θ,φ) : θ ∈ R, φ ∈ (−π

2
,
π

2
)
�

= la parte de “fuera”,

Hiperbólicos (K < 0) =
�

X(θ,φ) : θ ∈ R, φ ∈ (
π

2
,
3π

2
)
�

= la parte de “dentro”.

3. Calcula el centro de masas de la porción de elipsoide (macizo) E y el cascarón S siguientes:

E = {x2 + y
2 + 4z

2 ≤ 1, z ≥ 0}, S = {x2 + y
2 + 4z

2 = 1, z ≥ 0},

tomando densidades de masa igual a 1.

4. Dados 0 < R1 < R2, consideramos la superficie de revolución que se genera al girar la circunferencia
(x−R2)2 + z2 = R2

1 en torno al eje OZ (un Toro). Una parametrización es:

�r(θ,φ) =
�
x(θ,φ), y(θ,φ), z(θ,φ)

�
=

�
(R2 + R1 cos φ) cos θ, (R2 + R1 cos φ) sen θ, R1 senφ

�
,

con parámetros θ,φ ∈ [0, 2π). Se pide:

a) Calcular el elemento diferencial de superficie d�S =
∂�r

∂θ
× ∂�r

∂φ
dθdφ.

b) Calcular el flujo ΦS(�F ) = �
��

S

�F · d�S del campo �F = (0, 0, z) a través de la superficie S del toro.

c) Calcula el volumen de dicho toro.
d) Verifica el Teorema de Gauss “flujo-divergencia”:

ΦS(�F ) = �
��

S

�F · d�S =
���

V

�∇ · �F dV,

donde �∇ · �F = ∂Fx
∂x + ∂Fy

∂y + ∂Fz
∂z denota la divergencia de �F y V es el volumen del toro.
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