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1. En este ejercicio trataremos de resolver la ecuacién del calor en un intervalo acotado y con condiciones
Dirichlet en el borde del mismo. Para ello:

l.a) Calcula la serie de senos de la funcion ug(x) = 1 — |2z — 1| en el intervalo [0, 1].

1.b) Determina, para D > 0, todas las funciones no nulas en variables separadas que resuelvan

{atu(x,t) =D& u(z,t), (z,t)€0,1] x [0,00),

u(0,t) = u(1,t) =0, t>0, (1)

1.c) Usando el principio de superposicion, calcula una solucion de (1) con dato inicial u(z,0) = ug(z).

2. Sea 2 C R? un dominio y f € L?(f2). Demuestra que el funcional
F(u) = / ((8xu)2 + Oyt Oyu + (9yu)? + 4u2>d:v dy + / uf dx dy,
Q Q
definido en H'(f2), tiene un tinico minimo global.

3. Dado L > 0, notamos C3(0, L) el conjunto de funciones y de clase 1 en [0, L] tales que y(0) = y(L) = 0.

3.a) Consideramos el problema variacional de minimizar el funcional

Fly] = /OL(y'(x))2 dx en el conjunto D = {y € Cy(0,L): /OL y*(x) de = 1}.

Encuentra el valor del minimo m = m(L) y una funciéon y,,(z) donde se alcance. ;En cuantas
funciones se alcanza?

3.b) En funcién del minimo m y de la funcion y,,(x) que resuelven el apartado anterior, encuentra la
constante C mas pequena tal que

L L
/ u(z)?dr < C/ u'(z)? dz, para toda u € C}(0, L),
0 0
y una funcién no nula que demuestre que la constante C' no puede ser menor.
4. Se considera la siguiente ecuacion de difusion: a du = 392, u — v(u — J), para (z,t) € R x [0,00), ¥
donde «, 8,y y d son constantes positivas.
4a) Seany =%, 7="Lyo(yT) = @ — 1, donde u(z,t) resuelve la ecuaciéon anterior. Determina

las expresiones que deben adoptar o y A, en términos de las constantes originales, para que v(y, T)
satisfaga la ecuacion:

ov 0%

= =—. 2

or Tt 0y? (2)
4.b) Resuelve la ecuacion (2) sujeta a la condicion inicial v(y,0) = 1. Por si te resultase ttil, recuerda

2

A 7(22
que la transformada de Fourier de la funcion f(y) = e es f(z) = YTTE_ET'

4.c) Caso de existir, encuentra todas las ondas viajeras asociadas a la ecuacion (2). ;Hay alguna limita-
cién con respecto a la velocidad de propagacion de las mismas?
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SOLUCIONES (ESBOZO)
La serie de SENnos es

o0 1
ug(z) = Z bpsen(nmx), con b, = 2/ uo(z) sen(nmx)dz,
n=1 0
Notamos que ug(x) = 2z, si < 1/2, y up(x) =2 — 2z, si x > 1/2, y calculamos los coeficientes:

1/2 1 A 1/2 1/2 4
by, = 2/ 2z sen(nmx)dr + 2/ (2 —2z)sen(nmz)dr = [ - — cos(mmc)} +/ — cos(nmzx)dx + ...
0 1 0

/2 nw 0 nm
4—4 1 by —2cos(™)  4dsen(™)  2cos(%)  dsen(E
_|: x Cos(n'/rx)} —/ —cos(nﬂx)dx — COS( P} ) + Sen( 22 ) + COS( P} ) + Sen( 3 ) _
nm 12 Jipnm nm (nm) nm (nm)
8sen("") : n=2k+1 SSen((%?)”) 8(—1)F
= T2 (que es 0 en los n pares, y en los n impares) = = (@ 1 1)) = @kt )
Quedando:

_ 8 (1
up(z) = = kZ:O msen(@k + 1)7z).

Buscamos soluciones no nulas de la forma w(z,t) = T(¢)W (z). Al imponer que sea soluciéon obtenemos

0=u; — Dug, = T' ()W (x) — DT (2)W"(x), = a0 = DWI;/((;;)) = —)\ = constante,

Entonces, resulta que 7'y W han de cumplir

A
W + BW:O con W(0)=W(1)=0, yT' = \T.

Resolviendo primero el problema de Sturm-Liouville asociado a W (el mismo que sale en Ondas pero con
D = ¢?) y después la ecuaciéon de T, resulta que los tinicos pares posibles (no nulos) son

W, (x) = sen(nmz), con A\, = D(nm)?, y T,(t) = e POt e N,

Sumando soluciones de este tipo (ppio. de superposicion) encontramos una solucion genérica del calor:

u(z,t) = Z A, sen(nﬂx)e*D("”)Qt (cuando sea convergente)
n>1

Imponiendo finalmente la condiciéon inicial (que ya estda desarrollada en serie de senos) resulta A4, = b, y
deducimos la expresion final de la solucion. La convergencia se basa en que ug es continua y uo(0) = ug(1) = 0.

Basta aplicar Lax-Milgram (verificando todas las hipotesis) a los operadores

fw) = / vf, y a(u,v) = / <2Vu - Vv 4 8uv + Oyu Oyv + Oy 8yu) o en / (Vu Vv +8uv + div(u)div(v)) ,
Q Q Q

ya que, usando: 2ab > —(a® + b?), obtenemos la coercividad (las otras hipotesis son casi evidentes):

a(u,u) 2 / 2Vul® + 20,u yu + 8u* > / Vul® + 8u? > / Vul? + u? = [|ul3.
Q Q O



Usamos el teorema de caracterizacién variacional de valores y vectores propios. En este caso, con P =1,
Q =0y .S =1, sabemos que el problema de Sturm-Liouville asociado a este problema variacional es

Y +Ay=0, z€[0,L], y(0)=y(L)=0,

vy que el minimo es el menor autovalor y se alcanza exactamente en dos funciones, la primera autofuncién
normalizada y su opuesta. Resolvemos pues este problema de Sturm-Liouville. Como ha aparecido varias veces
en clase, resumimos los pasos: no posee autovalores A < 0; para A > 0, la solucién general es

y(z) = Acos(VAz) + Bsen(VAz)

y, al imponer y(0) = 0 = y(L) obtenemos A = 0 y sen(Lv/A) = 0, de donde deducimos los autovalores y las
autofunciones:

2
(nm) mm:) , nen,

An = 72 yn(x) = sen (T
por lo tanto, la respuesta es:

2

s A + sen (L) j:f T
I Ymin(x) = £y1(z \/fo foon MLZ) — =L en< )

Tomando cualquier u € CZ(0, L) no nula e y, = u/||ul|z2 € D, por el apartado anterior, sabemos que:

m:)\1:

L u( 2 X L L
m < Flyy) = fo d = /0 (u(z))? dz < 1 (' (x))? de.

fo de m Jo

Con ello probamos que una constante valida es C,, = 1/m = L?/72. Para ver que es la més pequefia, tomamos
cualquier C' que cumpla dicha desigualdad y la sometemos a la funcion v, del apartado anterior,

L L
1= /0 (ym($))2d$ < C'/O (y;n(:c))2 dx = CF(ym) =Cm, = C> % =C,,

Derivando, se tienen: % = %%, %Z = %g—;, y giyg = %2% Por consiguiente, usando la ecuaciéon de u,
obtenemos la siguiente ecuacién para v:
) b B B g
0= adu— B%u+(u—0) = v — 5080+ —75( 00 = 32-9; o),

Entonces, para cumplir (2), ha de verificarse U% =1,y /\% =1, 1o que equivale a |0 = a/y |y | A = /3/7|

En primer lugar, aplicamos la transformada de Fourier a ambos miembros de la ecuacion (2):

0:0+0 = —4n%2%0, = 0,0=—(1+47%2%)7,

. ., ~ ~ _ 2,2 . .
que tiene por solucion (z, 7) = ¥(z,0)e~ 1447 )7 Tomando ahora la transformada de Fourier inversa:

v(y,T) =€ " (i)\(z,O) 6_47T2Z2T> =e " u(y,0)*

2
_y
€ 47':67-

1
2\/7T 2\/71'7

Buscamos soluciones de la forma v(y,7) = U(y — ¢7), donde ¢ € R denota la velocidad de propagacion

“rdw=eT.

de la solucién. Se tiene:
ov 9%

- = / . -
7 cU'(y —c1), 52

luego existiran soluciones de este tipo si y solamente si se verifica

U +U=U0"sU"+cU -U=0.

=U"(y—cr),

., L. . . . )2 3
La ecuacién caracteristica asociada tiene por raices p4+ = #, luego, sea cual sea el valor de ¢, existen
perfiles de onda y son de la forma

U(z) = Aet+* + Bel'=*, VA, B,ceR.



CALIFICACIONES del DOBLE GRADO
Las notas en cada apartado estdn evaluadas sobre una puntuacion de 2.5

La tdltima columna “Acta junio" es la nota final por curso (la que aparecera en el acta) obtenida por
cada alumno, en la que ya han sido tenidas en cuenta todas las consideraciones del sistema de evaluacion.

Control final 19 junio (nota maxima: 2,5 por apartado) Acta junio
DNI Fourier+Calor Lax-Milgram Sturm-Liouville Drift-Difusion (sobre 10)
**,008.¥** 1.7 0,5 0,6 0,8 5,0
rodd )i Lt 0,6 0,0 1,3 0,8 3,8
g VR, 0,8 1,2 1,3 0 4,1
L 050, 1:2 0,5 0,7 1,2 5,0
** Q87 k%% 0,4 0 2,5 5,0
** 136 %** 1,8 2,4 2,4 2,4 9,5 M. HONOR
EES Al ipl st No presentado
NI R 1,6 1 1,3 1,6 7,0
il A No presentado
*% 142 Fk* 2,0 1,2 2,5 5,4
LS alele} fottd 0 0 0,3
T Ay 2,5 2,5 2,5 2,4 9,5 M. HONOR
** 206.¥** 0,4 0 2,0 0,8 5,0
*% 224 k%% 0 0,2 0,6 0,8 2,9
XTI SORERE 0,5 0,5 1,2 1 5,1
R L R 2,4 0,2 1,2 0,8 52
S BENEES 0,9 0,2 1,0 0,8 5,0
** 508 k** 1,7 0,2 1,0 0 3,7
*% 627 k%% 1 0 0,7 1,3 4,5
B (el SEE No presentado
) R 2,0 0 1,5 0,4 2,7
*% 740.%** 0,8 0 0,6 0,4 2,6
** §78. k%% 2,4 0,4 1,3 2,5 8,2
*%,939. k** 2,2 1,0 1,2 0,4 52
% 045 Fkx 2,5 0,5 1,6 7,1
N0 bt 0,8 1,2 0,0 1,4

La revision del examen seré el proximo jueves 29 a las 10:00 en el despacho del profesor Juanjo Nieto.



