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1. En este ejercicio trataremos de resolver la ecuación del calor en un intervalo acotado y con condiciones
Dirichlet en el borde del mismo. Para ello:

1.a) Calcula la serie de senos de la función u0(x) = 1− |2x− 1| en el intervalo [0, 1].
1.b) Determina, para D > 0, todas las funciones no nulas en variables separadas que resuelvan{

∂tu(x, t) = D∂2
xxu(x, t), (x, t) ∈ [0, 1]× [0,∞),

u(0, t) = u(1, t) = 0, t ≥ 0,
(1)

1.c) Usando el principio de superposición, calcula una solución de (1) con dato inicial u(x, 0) = u0(x).

2. Sea Ω ⊆ R2 un dominio y f ∈ L2(Ω). Demuestra que el funcional

F(u) :=
∫

Ω

(
(∂xu)2 + ∂xu ∂yu+ (∂yu)2 + 4u2

)
dx dy +

∫
Ω
uf dx dy,

definido en H1(Ω), tiene un único mínimo global.

3. Dado L > 0, notamos C1
0 (0, L) el conjunto de funciones y de clase 1 en [0, L] tales que y(0) = y(L) = 0.

3.a) Consideramos el problema variacional de minimizar el funcional

F [y] :=
∫ L

0
(y′(x))2 dx en el conjunto D =

{
y ∈ C1

0 (0, L) :
∫ L

0
y2(x) dx = 1

}
.

Encuentra el valor del mínimo m = m(L) y una función ym(x) donde se alcance. ¿En cuántas
funciones se alcanza?

3.b) En función del mínimo m y de la función ym(x) que resuelven el apartado anterior, encuentra la
constante C más pequeña tal que∫ L

0
u(x)2 dx ≤ C

∫ L

0
u′(x)2 dx, para toda u ∈ C1

0 (0, L),

y una función no nula que demuestre que la constante C no puede ser menor.

4. Se considera la siguiente ecuación de difusión: α∂tu = β ∂2
xxu − γ(u − δ), para (x, t) ∈ R × [0,∞), y

donde α, β, γ y δ son constantes positivas.

4.a) Sean y = x
λ , τ = t

σ y v(y, τ) = u(x,t)
δ − 1, donde u(x, t) resuelve la ecuación anterior. Determina

las expresiones que deben adoptar σ y λ, en términos de las constantes originales, para que v(y, τ)
satisfaga la ecuación:

∂v

∂τ
+ v =

∂2v

∂y2
. (2)

4.b) Resuelve la ecuación (2) sujeta a la condición inicial v(y, 0) = 1. Por si te resultase útil, recuerda

que la transformada de Fourier de la función f(y) = e−ε
2y2 es f̂(z) =

√
π
|ε| e
−π

2z2

ε2 .
4.c) Caso de existir, encuentra todas las ondas viajeras asociadas a la ecuación (2). ¿Hay alguna limita-

ción con respecto a la velocidad de propagación de las mismas?
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SOLUCIONES (ESBOZO)

1.a) La serie de senos es

u0(x) =
∞∑
n=1

bn sen(nπx), con bn = 2
∫ 1

0
u0(x) sen(nπx)dx,

Notamos que u0(x) = 2x, si x ≤ 1/2, y u0(x) = 2− 2x, si x ≥ 1/2, y calculamos los coeficientes:

bn = 2
∫ 1/2

0
2x sen(nπx)dx+ 2

∫ 1

1/2
(2− 2x) sen(nπx)dx =

[
− 4x
nπ

cos(nπx)
]1/2

0
+
∫ 1/2

0

4
nπ

cos(nπx)dx+ ...

−
[4− 4x

nπ
cos(nπx)

]1

1/2
−
∫ 1

1/2

4
nπ

cos(nπx)dx =
−2 cos(nπ2 )

nπ
+

4 sen(nπ2 )
(nπ)2

+
2 cos(nπ2 )

nπ
+

4 sen(nπ2 )
(nπ)2

=

=
8 sen(nπ2 )

(nπ)2
(que es 0 en los n pares, y en los n impares) n=2k+1=

8 sen( (2k+1)π
2 )

((2k + 1)π)2
=

8(−1)k

((2k + 1)π)2
.

Quedando:

u0(x) =
8
π2

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)2
sen((2k + 1)πx).

1.b) Buscamos soluciones no nulas de la forma u(x, t) = T (t)W (x). Al imponer que sea solución obtenemos

0 = ut −Duxx = T ′(t)W (x)−DT (x)W ′′(x), ⇒ T ′(t)
T (t)

= D
W ′′(x)
W (x)

= −λ = constante,

Entonces, resulta que T y W han de cumplir

W ′′ +
λ

D
W = 0 con W (0) = W (1) = 0, y T ′ = λT.

Resolviendo primero el problema de Sturm-Liouville asociado a W (el mismo que sale en Ondas pero con
D = c2) y después la ecuación de T , resulta que los únicos pares posibles (no nulos) son

Wn(x) = sen(nπx), con λn = D(nπ)2, y Tn(t) = e−D(nπ)2t, n ∈ N.

1.c) Sumando soluciones de este tipo (ppio. de superposición) encontramos una solución genérica del calor:

u(x, t) =
∑
n≥1

An sen(nπx)e−D(nπ)2t (cuando sea convergente)

Imponiendo finalmente la condición inicial (que ya está desarrollada en serie de senos) resulta An = bn y
deducimos la expresión final de la solución. La convergencia se basa en que u0 es continua y u0(0) = u0(1) = 0.
2 Basta aplicar Lax-Milgram (verificando todas las hipótesis) a los operadores

f̄(v) :=
∫

Ω
vf, y a(u, v) =

∫
Ω

(
2∇u ·∇v+ 8uv+ ∂xu ∂yv+ ∂xv ∂yu

)
o bien=

∫
Ω

(
∇u ·∇v+ 8uv+ div(u)div(v)

)
,

ya que, usando: 2ab ≥ −(a2 + b2), obtenemos la coercividad (las otras hipótesis son casi evidentes):

a(u, u) ≥
∫

Ω
2|∇u|2 + 2∂xu ∂yu+ 8u2 ≥

∫
Ω
|∇u|2 + 8u2 ≥

∫
Ω
|∇u|2 + u2 = ‖u‖2H1 .



3.a) Usamos el teorema de caracterización variacional de valores y vectores propios. En este caso, con P = 1,
Q = 0 y S = 1, sabemos que el problema de Sturm-Liouville asociado a este problema variacional es

y′′ + λy = 0, x ∈ [0, L], y(0) = y(L) = 0,

y que el mínimo es el menor autovalor y se alcanza exactamente en dos funciones, la primera autofunción
normalizada y su opuesta. Resolvemos pues este problema de Sturm-Liouville. Como ha aparecido varias veces
en clase, resumimos los pasos: no posee autovalores λ ≤ 0; para λ > 0, la solución general es

y(x) = A cos(
√
λx) +B sen(

√
λx)

y, al imponer y(0) = 0 = y(L) obtenemos A = 0 y sen(L
√
λ) = 0, de donde deducimos los autovalores y las

autofunciones:

λn =
(nπ)2

L2
, yn(x) = sen

(nπx
L

)
, n ∈ N,

por lo tanto, la respuesta es:

m = λ1 =
π2

L2
, ymin(x) = ±y1(x) =

± sen
(
πx
L

)√∫ L
0

(
sen
(
nπz
L

))2
dz

=
±
√

2√
L

sen
(πx
L

)
.

3.b) Tomando cualquier u ∈ C1
0 (0, L) no nula e yu = u/‖u‖L2 ∈ D, por el apartado anterior, sabemos que:

m ≤ F(yu) =

∫ L
0 (u′(x))2 dx∫ L
0 (u(x))2 dx

⇔
∫ L

0
(u(x))2 dx ≤ 1

m

∫ L

0
(u′(x))2 dx.

Con ello probamos que una constante válida es Cm = 1/m = L2/π2. Para ver que es la más pequeña, tomamos
cualquier C que cumpla dicha desigualdad y la sometemos a la función ym del apartado anterior,

1 =
∫ L

0
(ym(x))2 dx ≤ C

∫ L

0
(y′m(x))2 dx = CF(ym) = Cm, ⇒ C ≥ 1

m
= Cm

4.a) Derivando, se tienen: ∂v∂τ = σ
δ
∂u
∂t ,

∂v
∂y = λ

δ
∂u
∂x , y

∂2v
∂y2

= λ2

δ
∂2u
∂x2 . Por consiguiente, usando la ecuación de u,

obtenemos la siguiente ecuación para v:

0 = α∂tu− β ∂2
xxu+ γ(u− δ) =

αδ

σ
∂τv −

βδ

λ2
∂2
yyv + γδv = γδ

( α
σγ
∂τv −

β

λ2γ
∂2
yyv + v

)
,

Entonces, para cumplir (2), ha de verificarse α
σγ = 1, y β

λ2γ
= 1, lo que equivale a σ = α/γ y λ =

√
β/γ .

4.b) En primer lugar, aplicamos la transformada de Fourier a ambos miembros de la ecuación (2):

∂τ v̂ + v̂ = −4π2z2v̂, ⇒ ∂τ v̂ = −(1 + 4π2z2)v̂ ,

que tiene por solución v̂(z, τ) = v̂(z, 0)e−(1+4π2z2)τ . Tomando ahora la transformada de Fourier inversa:

v(y, τ) = e−τ
(
v̂(z, 0) e−4π2z2τ

)̌
= e−τ v(y, 0) ∗ 1

2
√
πτ
e−

y2

4τ = e−τ
1

2
√
πτ

∫ ∞
−∞

e−
w2

4τ dw = e−τ .

4.c) Buscamos soluciones de la forma v(y, τ) = U(y − cτ), donde c ∈ R denota la velocidad de propagación
de la solución. Se tiene:

∂v

∂τ
= −cU ′(y − cτ) ,

∂2v

∂y2
= U ′′(y − cτ) ,

luego existirán soluciones de este tipo si y solamente si se verifica

−cU ′ + U = U ′′ ⇔ U ′′ + cU ′ − U = 0 .

La ecuación característica asociada tiene por raíces µ± = −c±
√
c2+4

2 , luego, sea cual sea el valor de c, existen
perfiles de onda y son de la forma

U(z) = Aeµ+z +Beµ−z , ∀A,B, c ∈ R .
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