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30.1. Leyes de acciéon de masas

Esta ley determina la velocidad con la que reac-
cionan sustancias quimicas para formar un determi-
nado producto. Comenzaremos con el caso en que la
reaccion quimica producida es unidireccional, es de-
cir, responde al siguiente esquema:

A+BE

donde A y B son dos sustancias quimicas que reaccio-
nan entre si mediante colisiones para formar el pro-
ducto C. Medimos la cantidad de sustancia en térmi-
nos de concentraciones, es decir,

» nimero de particulas
concentracion =

unidad de volumen.

La velocidad de la reaccion es la velocidad con la que
se produce C. Esta, a su vez, es el producto del nu-
mero de colisiones por unidad de tiempo y volumen
(n), por la probabilidad de que en la colision se libe-
re la cantidad de energia suficiente como para que se
produzca la reacciéon quimica (p):
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donde [C] representa la concentracion de la sustan-
cia C. Ahora bien, como el niimero de colisiones por
unidad de tiempo y volumen se supone proporcional
al producto de las concentraciones de A y B obte-
nemos que: n = h[A][B], donde h es una constante
de proporcionalidad positiva. Sustituyendo este valor
de n en y escribiendo k£ := ph podemos deducir
facilmente la siguiente Ley de accion de masas:
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donde k es una constante positiva a la que llamaremos
ratio de la reaccion.

Para reaaciones quimicas bidireccionales, tenemos
al siguiente esquema de reaccion:

kot
A+ B —=C,
k_
donde k4 y k_ son, respectivamente, los ratios de la
reaccién y de su inversa.

Aplicando el mismo tipo de razonamiento que ha
dado lugar a , la velocidad de acumulacion de cada

una de las sustancias quimicas que intervienen en esta
reaccién se rige por las siguientes expresiones:

d[A]  d[B]
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Cabe mencionar que al determinar los signos se de-
be tener en cuenta que las concentraciones de A y B
disminuyen por la reaccién y aumentan por su inver-
sa, mientras que la concentracion de C varia justo al
contrario.

Conviene presentar aqui también el estado de equi-
librio de una reaccién del tipo que acabamos de des-
cribir. En dicho estado no cambia ninguna de las con-
centraciones, por lo que: 0 = k_[Cleq — k4-[A]eq[Bleg,
donde [P]., hace referencia a la concentracion de equi-
librio de la sustancia P. Mediante operaciones bésicas
llegamos a que, en estado de equilibrio:

oy = K= _ (AllBle
ky [Cleg

donde k¢, se denomina constante de equilibrio de la
reaccion, e indica la preferencia relativa de las sus-
tancias quimicas (A, B) por encontrarse en el estado
combinado C con respecto al estado disociado.
30.2. Aplicaciéon a un sistema biolégico: la
reaccion enziméatica basica

Para describir el crecimiento de una bacteria
mediante un modelo matemaético, se supone que
el paso de nutrientes al interior de la misma esta
regulado por un sistema de receptores enzimaticos
localizados en su membrana como indica el dibujo
(modelo de Michaelis—Menten de 1913), de modo
que el nutriente externo es capturado por uno de los
receptores que hay sobre la membrana bacteriana,
y entonces es bien introducido como alimento en
la bacteria por un mecanismo de transporte o bien
devuelto al exterior, dejando de nuevo libre al
receptor. .
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Describimos este esquema molecular mediante las
leyes de acciéon de masa , denotando por S las mo-
léculas de nutriente externo (una cierta sustancia qui-
mica o sustrato), por E los receptores enzimaticos no



ocupados, por SFE los receptores ocupados formando
un cierto complejo sustrato—enzima y por P el pro-
ducto o nutriente que ha pasado al interior dejando
de nuevo libre la molécula de enzima. Las constantes
k1, k_1 y ko son los respectivos ratios de las reaccio-
nes. Aplicando la ley de acciéon de masas a la reaccion
obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones di-
ferenciales no lineales:
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donde s = [S], e = [E], c = [SE] y p = [P].

Para asegurar el buen planteamiento matemaético del
problema es necesario establecer unas condiciones ini-
ciales. Tomamos las correspondientes al inicio de la
reaccion:
s(0) = so, e(0) = ep,
Puesto que la tultima ecuacion de (4] esta desaco-

plada del resto (que no depende de p), ésta se puede
resolver de manera aislada:

p(t) = ko /O c(th)dt'. (5)

Por la naturaleza de nuestro problema observamos
que la cantidad total de enzima, entendiendo como tal
la suma de la cantidad de enzima libre mas la can-
tidad de enzima unida al sustrato, no varia. Veamos
como se recupera esta propiedad en nuestro marco
matemético, ya que: (c+e) = 0. Mediante operacio-
nes bésicas llegamos a que:

e(t) = e — c(t) (6)

De esta manera, gracias a y @, el sistema
queda reducido a:

ds
i —kieps + (kis + k_1)c

de (7)
a = kiegs — (kls +k_1+ k‘z)c

con condiciones iniciales s(0) = sg y ¢(0) = 0. Te-
niendo en mente la reaccién bioquimica que di6 lugar
a este sistema, resulta obvio predecir el comporta-
miento de las soluciones, pues intuitivamente, durante
la reaccion s(t) ird decreciendo de su cantidad inicial

so con tendencia a estabilizarse en cero, mientras que
¢(t) parte desde cero, crece hasta alcanzar un maxi-
mo para luego decrecer con tendencia a estabilizarse
en cero. Veamos ahora cémo dicho comportamiento
queda reflejado en el anélisis matematico de @

Para analizar las soluciones de dicho sistema de for-
ma eficaz, en primer lugar, adimensionalizaremos el
sistema. Usamos la notacion [[z]] para denotar las uni-
dades fisicas o dimensiones de la magnitud fisica z; en
particular:

[[C]] = unidades de concentracion,

[[T]] = unidad de tiempo.
Calculamos ahora las dimensiones de cada ratio [[k;]],
que seran distintos para cada reacciéon. Si reescribimos
la ecuacion

% =k_1c— kise

en términos de las dimensiones de sus componentes,
obtenemos:

de donde es facil deducir las dimensiones de ki y
k_1, las cuales son, respectivamente, ([[T]][[C]])~! v
[[T]]~!. De igual manera se obtiene la dimensiéon de
ko, que es [[T]]~*.

Una vez calculadas las dimensiones de los ratios de las
reacciones, definimos el “tiempo" adimensional 7 =
kieot vy aplicamos el siguiente cambio de variable:

u(r) = 1 s (T) con T = kjept,
S0 k160

mediante el cual, efectivamente, estamos obtenien-

do una funcién sin unidades u(7) que representa la

fraccion de sustrato inicial que queda en “tiempo" .

Anélogamente, efectuamos este otro cambio de varia-

ble:
1 T
v(T) = % c (kleo

) , con T =kept,

de modo que la funcion sin dimensiones v(7) repre-
senta la fraccon de enzima inicial que se ha enlazado
para formar el complejo SE. Derivando u y v respec-
to de 7 e introduciendo las constantes adimensionales
_ ko _ koitke _ e ..
A= Troo k= Trso €= 5 llegamos al siguiente

sistema de ecuaciones ordinarias:
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con condiciones iniciales u(0) = 1y v(0) = 0.
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